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SEANCE DU 3 MARS 1950

W. Wolibner, Sur les mouvements des corps friables.

Il s’agit des corps friables, du sable par exemple. Le mouve-
ment d’un corps friable incompressible peut différer de celui d’un
corps solide seulement dans le cas ou la friction est nulle
ou bien Ja tension est nulle. Pour que le mouvement d’un corps
friable compressible soit possible quand il y a friction et quand
la tension est positive, il faut et il suffit que Iellipsoide des di-
latations en chaque point soit une sphére. Dans le cas du mou-
vement plan, ce mouvement est la somme du mouvement d’un
corps solide et du mouvement dont les vitesses sont égales re-
spectivement & la partie réelle et imaginaire d’une fonction holo-
morphe. Dans le cas du mouvement spacial, il est la somme
du mouvement d’un corps solide a dilatation homogéne et d’un
mouvement dont les vitesses s’expriment par des polyndémes ho-
mogeénes du deuxiéme degré des coordonnées (avec 3 constantes
arbitraires),

A. Zieba, Un théoréme de la théorie de poursuite.

Il s’agit d’un probléme de poursuite sur le plan quand il
y a deux poursuiveurs; par exemple, considérons deux vapeurs S,
et §, pourchassant un troisiéme S, en pleine mer. H. Steinhaus .
souligna la poursuite comme étant un jeu non aléatoire typique ).

Admettons que chaque vapeur connaisse, & tout moment, les
positions en mer de chacun. Il en connait aussi les vitesses ma-
xima Dy, Dy, Dg. La distance temporelle d’'un point arbitraire P
au vapeur S; sera definie par le quotient PSi/p; (i=1,2,3). Tous
les points P tels que PS,/v,=PS,/v, forment une circonférence

1) H. Steinhaus, Definicje potrzebne do teorii gry i poscigu, Zlota Myl
Akademicka, Lwéw 1923,
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d'Apollonius 4., pour §; et S,. Nous déterminons de la méme
maniére Ay et A4y, Ces trois circonférences ont, en général,
deux points communs dits points d’Apollonius: appelons point
critique K celui d’entre eux qui est le plus éloigné de S, et §,.
1l s'avére que la meilleure méthode de poursuite est de diriger,
i vitesses maxima, §; et S, sur K, et que la meilleure fuite pouar
S, est de metire aussi le cap sur K avec le maximum de vitesse.
(Une méthode de poursuite est d’autant meilleure qu'elle garan-
tit aux poursuiveurs un temps plus court. Nous déterminons de
Ja maniére analogue la supériorité de la fuite.)

Mais il peut arriver qu’il n’y ait des points d’Apollonius.
Dans ce cas, chacun des poursuiveurs se dirige tout droit sur
S, — ce sera la meilleure méthode de poursuite, S, doit alors
avoir en égard le vapeur le plus proche 8 et fuir en suivant la
direction $:S; — ce sera la meilleure fuite,

Dans le cas exceptionnel de position collinéaire des vapeurs,
les points d’Apollonius, ¢’ils existent, sont équidistants de S, et
§5. En ce cas il n'y a pas de meilleure méthode de poursuite,
mais il y a un temps T tel que 'on peut associer & tout ¢ positil
une méthode M(s) garantissant un temps T--¢ sans qu'il existe
une méthode M(0),

L’auteur ¥it aussi mention de la généralisation de ce pro-
bléme pour l'espace.

SEANCE DU 10 MARS 1950

C. Ryll-Nardzewski, On the ergodic theorems (I). General-
ized ergodic theorems (voir Studia Mathematica 12 (1951), p. 65-73).

SEANCE DU 24 MARS 1950

W. Wolibner, Sur les domaines d'indétermination des fonc-
tions analytiques aux points singuliers (en préparation pour Col-
loquium Mathematicum).

SEANCE DU 31 MARS 1950

H. Steinhaus, Commentaire mathématique au probléme de
la coagulation du sang.

La théorie de la coagulation du sang proposée par 1. Ko-
warzyk divise ce probléme en deux parties. Le corps actif re-
sponsable pour la coagulation est la thrombine, mais la naissance
de ce produit présente elle-méme des phénoménes assez com-
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pliqués. 11 faut done étudier d’abord la génération de la throm-
bine dans une préparation supprimant tous les effets secondai-
res qui pourraient voiler le mécanisme considéré, C’est la pre-
miére partie du probléme, la seule qui est 'objet des remarques
qui suivent.

La croissance de la thrombine est un procés cyclique: une
molécule de thrombine rencontre une molécule de prélysine; il
en résulte une molécule de lysine; celle-ci avec la prékinase
crée la kinase, qui se joint a la préthrombine pour engendrer
une nouvelle molécule de thrombine. Les prémolécules ne peu-
vent participer d ce jeu qu'une seule fois, tandis que la throm-
bine et la lysine conservent leur activité; la kinase ne disparait
pas a la suite de la réaction, mais la molécule y perd son acti-
vité. Pour simplifier 1'exposé nous appelons kinase la kinase
active seulement. :

Soient x(t), y(t), z(f) les quantités respectives de thrombine,
de kinase et de lysine au moment £, en molécules-grammes. Si
la préparation se comportait tout le temps de la méme maniére
quau commencement, olt la perte des prémolécules ne se fait
encore sentir, le modeéler mathématique serait le suivant:

1y x{)=a-y), Yy t)=>b-z(t)—x'(t), Z{t)=c-x(t).
La deuxiéme équation présente le terme négatif —x'(t), vu que la
kinase périt en créant la thrombine; elle décroit donc pour ce
titre avec la méme vitesse que la thrombine augmente. Les nom-
bres a, b, ¢ sont les réciproques des temps qui écoulent depuis la
naissance d’'une molécule jusqu’d son premier contact avec une
prémolécule correspondante ou bien entre deux gontacts consécu-
tifs. On tire de (1), par deux dérivations,

z"=ac-y, 2" =abc-z—ac-x' = 4bc-z—a-z",
done .
(2) z” (t)a-z” (t) —abc z{f) =0.
Il est facile de vérifier que l'on obtient, pour x(t) et y(f), la
méme équation différentielle (et non pas des équations analogues!):
2 x"ta-x"—abe-x=0, 2"y y"-+a-y”—abc y==0.
L’équation caractéristique
(3) rta-rt—abe=0
a trois racines dont la somme est négative et le produit positif;

Colloguium Mathematieum 20
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il sensuit que lune d’elles est réelle et positive ot les deux
autres réelles mégatives ou bien conjuguées et & parties réelles
négatives. On peut done &erire la solution générale du systéme (1);

@) x()=C-e®t+. .., yt)=D - |-..., z{t)=E-ef'-}-..,

R étant la racine positive de (3) et les termes non ivscrits (...)
correspondant aux autres racines; ces termes lendeni vers zéro
pour t—co. Or, lobservation montre une augmentation illimitde
de thrombine, de sorte que C n'est pas nul; en substituant
I’expression (4) pour x dans (1), on en déduit K50, Appelons
le laps de temps nécessaire pour doubler la quantité d’une sub-
stance assujetie au régime permanent (1) temps de duplication
libre. Ce temps ne dépend que de R, il est donc le méme pour
lJa thrombine et la lysine. Cette remarque indique le chemin
conduisant & une confirmation possible de la théorie: il fautl com-
parer les temps de duplication libre; si ces temps qui résultent
des expériences sont les mémes pour la thrombine ¢t pour la
lysine, la théorie est d'accord avec la réalité.

Le modéle (1) sert & définir le temps de duplication libre et
le temps d’attente {/a, U/b, 1/e, dont la somme doune un cyele
(le furnover des Anglais). Or, le seul objet accessible & I'obser-
vation est le procés réel qui se déroule dans un récipient limité,
Si Ton admet que les quantités initiales des corps sont négli-
geables et qu'elles deviennent X, Y, Z aprés un temps infini (ce
qui correspond & I'épuisement de toutes les prémolécules qui
existaient au début), le modéle mathématique devient plus com-
pliqué que (1):

(5) ' ,
Z'('é) === (. x'(t) . /J ——7?.1__(!.) .

- Le probléme mathématique consiste & vérifier si le systémo
(5) conduit aussi au temps de duplication qui sont Jes mémes
pour les trois corps, et & -exprimer le temps libre défini plus
haut par le temps réel. Ce probléme n’a pas été résolu.

C. Ryll-Nardzewski, On the ergodic theorems (11). Ergodic

theorems) of continued fractions (voir Studia Mathematica 12 (1951).
p. 74-79).
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SEANCE DU 14 AVRIL 1950

E. Marczewski, Milieu mathématique de Wroclaro 1945-1950.
Discussion des résultats scientifiques pour le Congrés de la
Secience Polonaise.

SEANCE DU 21 AVRIL 1950

. ..z . 7 sy - . .
W. Slebodzifiski, Variétés a connexion effine homogra-
phique (voir W. Slebodzinski, La géométrie textile et les varié-

tés 4 connexion affine, Annales de la Société Polonaise de Ma-
thématique, a paraitre).

SEANCE DU 28 AVRIL 1950

R. Nowakowski, Sur le rendement des vaches laitiéres.

Pour étudier l'influence de I'hérédité sur la valeur des va-
ches, il faut définir cette valeur par le rendement annuel de
lait, en éliminant I'influence de la saison (facteur météorologique)
ot de I'age de la vache sur ce rendement. L’auteur a essayé de
résoudre ce probléme en employant une méthode recommandée
par H. Steinhaus: si m,; désigne le rendement annuel observé
pendant la k-idme année chez la vache n® i, qui se trouve dans
sa j-ieme période de lactation, on cherche & exprimer les
fournies par les observations par des sommes de la forme
¥+ y,+2, ce qui conduit & la détermination des x,, y;, 7, par
la condition '

P (i — &~ y;—— 2z;)? = minimum.

Les données o, se rapportaieni & 72 vaches observées systé-
matiquement pendant 24 années,

H. Steinhaus, The amount of change of an arc.

The following problem has been encountered by cartogra-
phers examining the accuracy of maps: 4, a river or a highway,
can be traced on the map with topographic exactness; on the
same map an imperfect (generalized) image B of the same object
has been previously drawn; what is the amount of change sym-
bolized by “4 - B”? Classical definitions of distance (4,B) are
of littlé help as they do not account in a simple way for the
change of the shape and of the displacement as a whole.

Let F; be a family of equidistant parallels I; and h their di-
stances L L, (i=...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...). Let a, (b) be the
namber of intersections of L, with 4 (with B). We compute

20*
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So=23'la,—b,|, Turning F, through an angle 2xk/n (k==0,1....,n—1)
< 1 i

i -y .
we get F, and the sum §, may be derived from I, in the same
-t

manner as S, from F,. We call N the grand total Y'S.. The ex-
foar
pression

(1) Nhx/2n

gives approximately the amount of change sought for; ihe itrue
amount of change may be defined as the limit of (1) for h->0,
n-»00. '

This method engenders many interesting questions both of
pure and applied geometry. If OX is a fix direction, 1 any
straight line, ¢ the angle between L and OX, and p the dis-
tance OL, the number of intersections I X 4 becomes a fanction
a(@,p) of 9 and p; b(¥,p) may be analogous funetion for B. The
amount of change may be written now as

@ , (4,B) :;0 f_ ! a(®,p)—b(®,p)|dddp.

Thus we have defined the distance (4,B) for any pair 4, B,
of arcs of finite length. This distance has the triangular property.
It vanishes only for A=5B. It becomes equal to the length of
4 if B vanishes and to the sum of both lengths if B recedes to
infinity its length remaining counstant,

To split up the amount of change into three components:
the translational, the rotational and the distorsional component,
we take first all arcs {Bi} got from B hy a rigid translation and
designate by m the minimum of (4,B) for all B. The difference
(4,B)—m="t is the {ranslational term. Now we consider all arcs
{B:} got from B by rigid rotations and call d the minimum of
(4,B,) for all B,. The difference m—d==r is the rotational term
and d is the distortional term:

(3) (A, B)=t+-m=t--r-d.

Analogous concepts can be defined for arcs and surfaces
in Ry,

If we write in (2) (a— b)? instead of a—b and take the square
root of the integral we are led io various new concepts, This
way leads too to the definition of “variance” of an arc.
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E. Marczewski, Sur les translations des ensembles.

Soit ¢(f) une fonction non décroissante telle que @(0)==0. Je
dis qu'un ensemble E situé dans ’espace euclidien R" est de
p-mesure nulle (cn symbole my,(E)=0), lorsqu’il existe pour tout
¢>0 une décomposition E=F,+E,+... telle que

pl6(E)]+o[6(E)]+...< e

(6 désignant le diaméire).
H. G. Eggleston ¥ a construit un ensemble parfait E tel que

(a) on a myp(E)=0 pour chaque fonction ¢ de la forme
pl)=t", ot a=>0,

(b) pour tout couple de points CR", il existe une trans-
lation de C contenue dans E. .

On dit que LC R" est un ensemble de Lusin lorsque chaque
sous-ensemble non dense de L est au plus dénombrable. Pour
tout ensemble L de Lusin et toute fonction ¢ on a my(l)=0.

Or, l'hypothése du continu entraine lexistence d'un sous-
ensemble L de R", qui posséde les propriétés suivantes (plus for-
tes que (a) et (b):

(") L est un ensemble de Lusin,

(b") pour tout ensemble au plus dénombrable D CR", il existe
une translation de D contenue dans L.

Cela résulte facilement de ce que le complémentaire d’un
ensemble quelconque de premiére catégorie jouit de la pro-
priété (b").

’ SEANCE DU 5 MAI 1950

A. Mostowski (Varsovie), Quelgues résultats récents concer-
nant le probléme de la décision.

Le progrés récent dans 'étude du probléme de la décision se
rattache surtout aux travaux de A. Tarski?®. A Jaide des mé-
thodes de Tarski, divers cas particuliers du probléme de la
décision ont été traités et résolus dans le Groupe du IFondements
des Mathématiques de I'Institut Mathématique de PEtat & Varsovie.

Ainsi p. ex. A. Grzegorczyk a trouvé la solution négative
du probléme de la déeision pour quelques systémes de la Topo-

%) H. G. Eggleston, Nofe on certain s-dimensional sets, Fundamenia Ma-
thematicae 36 (1949), p. 40-43,

3) A. Tarski, On essential undecidability, Journal of Symbolic Logic
14 {1949), p. 75-76.



310 COMPTIES RENDTUS

logie et pour la théorie des siructures de Brouwer. A. Janiczak
a trouvé la solution négative du méme probléme pour la théorie
dont les termes primitifs sont deux relations binaires R et S et
dont les axiomes caractérisent R et § comme deux relations
d’équivalence. (Pour une seule relation, R par exemple, le pro-
bléme admet la solution positive; ce résulial a éié trouvé indé-
pendamment par Janiczak et par J. B. Thompson a Berkeley).

Les résultats de Grzegorczyk el ceux de Janiczak pa-
raitront prochaincment dans Fundamenta Mathematicac.

Quelques résuliats positifs concernant le probléme de la dé-
cision pour des théories dites produits d’autres théories gni ¢té
aussi mentionnés. Ces résultalts sont en train d’étre publiés dans
Journal of Symbolic Logic 17 (1952).

L. Rieger (Prague), On free Ne-complete Boolean algebras
(mith an application to Logic) (a pavaitve dans Fundamenta Ma-
thematicae).

SEANCE DU 12 MAT 1950

E. Marczewski, Sur une extension non séparable et inva-
riante de la mesure de Lebesgue (voir E, Marcrewski, Measu-
res in almost independent fields of sefs, 'undamenta Mathema-
ticae 38 (1951), & paraitre). !

S. Hartman, Quelques propriétés ergodiques des fractions
continues (voir Studia Mathematica 12 (1951), p. 271-278),

C. Ryll-Nardzewski, Sur une hypothése de A. Rényi.

E étant un ensemble situé sur l'intervalle 0+ x<<1, désignons
par E; 'ensemble des restes modulo 1 des nombres x—-£, olt x¢ k.
La mesure de Lebesgue de E sera désignée par |E|.

D’aprés A. Rényi, |Ey-...-Er| est une fonciion continue par

rapport aux ti,....t et on a

i 1
Joof [ B Bl dt..

Posons

me(E)== inf |Ey-...-Ey],
.y

wk (B)=mg (E)/| E ¥,
Mi(a) = sup s (E) O<a- 1)
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A. Rényi a proposé I'’hypothése que
(R) My (a)=1

pour tout k maturel?); il a démoniré (R) pour k=2 et donné une
évaluation de Mi(a) pour k>2.
Je démontre que la relation (R) subsiste pour tout k naturel.
La démonstration est basée sur la notion de e-indépendance.
Les ensembles Q. Q®, ..., Q™ sont dits s-indépendants, lorsqu’on a

Q... Q%= [Q"..- | Q™| <
pour 1<i,<<iy<<...<<ingN.
Lemme. Etant donné les nombres 0 f,<fo<l .. <An <1
£>0 et k naturel, il existe un systéme QW,...,QW d’ensernbles
tels que | Q| =p; pour j=1,2,...,N et que les ensembles

N
QY- QP s QY- QR

sont s-indépendants pour tout systéme ti,...,t.
En posant E=QW-...-Q®M, ot QW,..., Q™ satisfont & la thése
du lemme pour g=a'¥ (j=1,2,...,N), nous obtenons
mi (E)>>aF —e

pour N suffisamment grand; d’autre part |[E 1—a|<e, d’ou il ré-
sulte facilement I’égalité (R).

SEANCE DU 19 MAI 1950

M. Kat&tov (Prague), Remarks on Boolean algebras (ce fa-
scicule, p. 229-235).

B. Knaster, Sur l'ensemble des points d’ordre 1 au sens de
Menger (voir B. Knaster et M. Reichbach, Une caractérisa-
tion topologique de Pensemble des extrémités, i paraitre dans Fun-
damenta Mathematicae).

SEANCE DU 26 MAI 1950

J. G-Mikusifiski, Un théoréme d'unicité pour quelques sy-
stémes d’équations différentielles considérées dans les espaces ab-
straits (voir Studia Mathematica 12 (1951), p. 80-83.

1) A, Rényi, On the measure of equidistribution of point sets, Acta Scien-
tiarum Mathematicarum (Szeged) 13 (1949), p. 77-92, en particulier p. 87.
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M. Katdtov (Prague), 4 theorem on the Lebesgue dimen-
sion (voir Casopis pro pSstovéni matematiky a fysiky 75 (1950)
p. 79-87).

L]

SEANCE DU 30 MAI 1950

E. Egervary (Budapest) Sur une réduction symétrique du
probléme de frois corps.

L’autenr donne une réduction élémentaire el symétrique du
probléme de trois corps, en utilisant I'analogic enire le mouve-
ment de trois points matériels et celui d’un corps rigide qui n'est
soumis & aucune force. En introduisant les axes principaux d'ine-
tie du systéme comme axes mobiles, on est conduil & choisir,
comme variables dépendantes, les composants g, vy, o, de la
vitesse angulaire du systtme des axes et {rois coordonnées géné-
ralisés ¢y, g5, g, qui serviront a détexminer les posilions des
corps, relatives aux axes mobiles (¢, el ¢, sont les rayons princi-
paux d’'inertie du systéme, ¢, est une coordonnée angulairve). L'¢-
nérgie cinétique du sysiéme est, en termes de ces coordonnées,

2T= M{g§ i+ ¢f w3+ (gf + gf) (@2 G +4q, ¢, G 05 -+ B+ 2}
(M==masse totale); I’énérgie potenticlle est de la forme
V=Vlq1s G2y ).

En appliquant la méthode de Lagrange, on obtient immédia-
tement le systéme du 9-idme ordre
d g1 el ol
dr 5—01—,-““20),- “”‘_5&
d ol ol oV
dtag, 84w eqs
Ce systéme ne contient que des coordonndes intrinséques et admel
deux intégrales triviales, de méme que les équations d’Fuler du
mouvement d’un corps rigide. En appliquant ces équations au
cas étudié par Sokolov (m =my=m,; V==const- Xrf), Lauleur
a trouvé une famille de solutions particulicres, ot les corps dé-
crivent des courbes gauches.

SEANCE DU 2 JUIN 1950
A. Alexiewicz, Sur lintégration dans les espaces de Banach
(voir A. Alexiewicz and W..Orlicz, Remarks on Riemann-in-

tegration of vector valued functions, Studia Mathematica 12 (1951),
p. 125-132).

@j (i, k==1,2,3),

(v=1,2,3).
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SEANCE DU 6 JUIN 1950
H. Steinhaus, Statistical appraisal.

The ordinary method of dealing with a lot in quality control
is to accept it or to reject according to the number of defectives
in the sample. We propose to replace the alternative decision by
a continuous one, which is to pay for the lot a variable price,
depending of the value of the sample. This new method is free
of parameters alpha and beta of the usual theory and is based
on the principle of the least economic damage.

I have described this method of statistical appraisal in se-
veral letters written in the period February-May 1950 to the
Polish Commitee of Standards.

Let us have a lot of mails. Its value is the sum of values of
the pieces it contains. A price-current agreed upon by both parts,
the producer and the purchaser, fixes the price for a good nail
and the amounts to be subtracted for different defects, as for
instance for the nail being too short, too long, blunt etc. Thus
x==the price of a nail, is a random variable which takes the
values listed in the price-current. The whole lot of N nails has
the value N-E(x). We draw a sample of n nails and pay for
the lot Z=N-s, s, being the mean (x1-}ae+...}xn)/n of the
values of the n nails examined. This game is fair because of

. the equality E(Z)==N.E(s,)=N-E(x): the price expected is equal

to the true value of the lot.

The pumber n has to be determined. We do it by the prin-
ciple of least economic damage. The damage for the collective eco-
nomy arises in both cases: when the producer gets too much for
bis merchandise and when he gets too little. In both cases there
are people working without reward and other winning the fruits
of their labour. The expected loss arises because of s, being dif-
ferent from x=FE(x) and equals E|Z—Nx|=N-E|s,—x|. Let 4
be the average deviation of x, A=FE x—x|. Let us assume the
normal distribution for x; we get '

E|sy—%|=A/V/n.

But there is another loss; the cost of inspection K-+ nk, k being
the cost of inspecting one item. The whole damage

N-A)Vn-+K-+nk
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has to be minimized by a proper choice of n, which gives
(—1/2)-NA -n=31 -k =0,

and

W n=(NA/2k)",

This formula and Z==N-s, is all needed for statistical appraisal.
Neither conventional 0°05 points nor quality limits arc required ancd
the price-current, the lot size N, the inspection cost per item k,
and the average deviation 4 are sufficient to apply the proce-
dure; the formula (1) can be easily replaced by a nomogram
as k remains constant for a given kind of merchandisc and as
no great accuracy is needed, because the size n of the sample
has only an indirect and secondary influence on the payment 7,
How are we to determine A7 It can be done by successive
approximations, taking first 10 items and computing

10 {
(2) A= %(‘)‘ lé: | 26— 8, (840== "0 g{ x1).
Putting 4=4,, into (1) we get n=n,,. Let us suppose n,==257.
We examine the following items, getting 4, ®y,..., %5 — there
is no risk of having examined to many of them as we know
already that n surpasses probably 250 and, consequently, almost
suvely 50. Puiting 4= 4;, into (1) we get n==n,; it may be 248.
No greater exactitude is needed and we have only to examine
248 —50==198 new items to determinate sus and Z==N-ss. The
use of the average deviation insteacd of the standard one sim-
plifies computations as there is no squaring of the x-values.
An objection has to be answered: the hypothesis of normality
of the x-distribution is by no means justified; if there are omly
good and bad items, for instance, and x takes only two values,
z for a good nail and 0 for a bad one, the hypothesis is falsc.
Nevertheless the procedure remains applicable if we consider
dozens (or other groups) instead of particular nails. The value y
of a dozen is a random variable, whose distribution approaches
normality. The price-current gives the values yi,ys ... of the do-
zens examined and 4’ being the average deviation of the y, for-
mula (1) gives n’, the number of dozens to be examined; in this
formula N has to be replaced by N’=N/12, the number of do-
zens in the lot.
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H. Steinhaus, Sur les séries de Taylor.
Il s’agit des séries potentielles
(1) f@=§mﬂ

-]
olt 3 |ea|<<oo. La série (1) est donc uniformément convergente
n==1

pour |z]<<1. A toute suite {c.}=c telle que Zlcnl\oo corres-

pond une série de la classe (1); dans lespace de Banach I,

avec I|c||=2|c,,! comme norme, on peut done distinguer deux

n=z1
sortes de points ¢, & savoir: les points qui fournissent des séries
(1) avec une coupure |z|=1, et tous les autres pomts Nous allons

montrer que ces autres points constituent dans I' un ensemble
de premidre catégorie. La coupure |z|{=1 est donc la régle, 'e~
xistence d’un prolongement au dela de |z|=1 est une exception.

La démonstration part de la notion de la fonctionnelle li-
néaire U(c) définie par

(2) ‘ =f'(z) 2 neaz"!

pour un z fixe, |z| <{1. La norme [|[U| de la fonctionnelle (2) est
égale a
(3) sup |nz*1|.

Or, en posant ze={1—1/k)-e€®, avec k naturel et b réel, on
obtient une fonctionnelle Ug(c), avec

@) || Uel|=sup |nzz~1| =sup n (1 —1/k)—>

>kl —1/k)}1>k/3, pour k=2
On voit done que lim | Ukl ==co. Il s’ensuit que la suite de fonc-

tionnelles linéaires Ukx(c) ne peut converger que dans un ensemble
de premiére catégorie, Ci, de points ¢. Dans le résiduel Ch, la
suite est divergente, donc la limite de f'(zx) n'existe pas pour
k—co. Or zx tend vers e, ce point est donc singulier pour /' (2)
et ceCy. En donnant & b toutes les valeurs rationnelles et en
remarquant que la somme 5 C" des Ci correspondants est un en-

semble de premiére catégorie, on voit que tous les points e du
cercle |z|=1, donc tous les points de ce cercle, sont singuliers
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pour f'(z) et ceEn, ot En est un résiducl. 1l est évident que, I'on
peut remplacer f par f dans cet énoncé, ce qui équivaul au
théoréme. (Voir une étude plus détaillée de C. Ryll-Nardzewski
et H. Steinbaus, Sur la série de Taylor, Studia Mathemalica
12(1951), p. 159-165.)

SEANCE DU 16 JUIN 1950

W. Wolibner, Sur certaines conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'une fonction analytique soil univalente (ce Fascicule,
p. 182-185).

S. Hartman, Quelques propriélés ergodiques des [ractions
continues, suite (voir Studia Mathematica (2 (1931), p, 271-278).

S. Hartman, Sur la relation de Parseval généralisée.

Les fonctions hi(x) s'appellent uniformément intégrables (1.)
dans lintervalle (0.1), quand il existe pour tout e>»0 un nombre
6=>0 tel que, £CC(0,1) élant un ensemble mesurable de mesure
|E|<<8, on a [|hs(x)|dx<s pour lout t.

E

Soient f(t) et g(t) des fonciions C()mplcxcs i période 1, in-

tégrables (L) dans (0,1); soient 2 anc®nt e 2 byt Jeurs sé-

Jirs e ) i e ——
ries de Fourier. Nous disons que les fonctions [ el g satisfont
a la relation de Parseval généralisée, quand, (C)Ya, dlant la
somme de Cesiro de la série Y a,, on a

(1) © 3 ,,mff Hat.
Théoréme. Si les fonctions hy(x)=f(x-| t)g(x) (Ot 1)
sont uniformément intégrables, les fonctions [(f) et g(t) satisfont

& la relation de Parseval généralisée.
Pour le démontrer, désignons par o, et 7, les moyennes de

oo ol
~ “ ror 2 . i
Cesiro des séries 3 ane®™ ¢t 3 a,b, vespeciivement el [ai-
RS v 24 P oen M0

sons usage de l'identité bien connue fo,,(x x)dax =1, Il est

o démontrer que

(2) lim 7, = jif (x) g (%) dx.
" b

[ |
—
~1
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En supposant que les fonctions o, (x)g(x) (p=1,2,...) sont uni-
formément intégrables, on déduit de la relation

limfi|o,,(.x‘_)—f(x)]dx=0
v 0

que

1 PO i
limoﬂcv(x)g(x)—f( ) 8(x)|dx =0,
d’on (2).
Or, les fonctions a,(x)g(x) sont en effet uniformément inté-
grables, ce qui résulte de ’hypothése et des formules suivantes:

1 Y
= [ ft+x)K.,()dt, ot K,(f)= 3 (1—— I—ZJ) e—imint,
0

n==—yv

1

Ef[oflf(ter) (6] g () doe = Ko (0)[ [ (¢+-x) 81 dv] d,

K. (t):=0, f K. (t)dt =
0

Le théoréme ci-dessus comprend divers cas connus®), Ainsi:
*égalité (1) est valable quand f(f) est une fonction bornée ou bien

quand f(f) est intégrable (L") et g(¢) intégrable (L"), ot —1?—|~!—}, =1.

Il est facile de démontrer alors que les fonctions h,(x) sont uni-
formément intégrables.

Il résulte aussi de notre théortme que; sous les mémes hy-
pothéses, le produit f(f)g(f) a les coéfficients de Fourier

= (C) _2 Aniv b——n-

En effet, il suffit d’appliquer la relation de Parseval généralisée
aux fonctions f(t)e~2*™ et g(t).

SEANCE DU 23 JUIN 1950

Z. Moron, Sur lallure asymptotique des intégrales des équa-
tions aux différences finies, linéaires et non-homogénes.

%) A, Zygmund, Trigonometrical Series, Monografie Matematyczne, War-
szawa-Lwéw 1935, p. 88.
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Considérons les équations aux différences finies de la forme
n
(a) AZ ay, () wy, (w1 k) = b(x),
b= ()

ol x parcourt tous les valeurs entiéres. Supposons
a,(x)5£0  pour tout x,
301132 a, (x)=a, pour k=0,1,2,...,n,
lim b(x) =4,
Xy
ol @, ai,...,an—1,f sont des nombres réels quelconques, w0
et o= 1.
Théoréme 1. Si toutes les racines z,,%,...,%. de I'équation
caractéristique
n
S
(b) 2 zk=0
k=0
s?nt distincfes, il existe au moins une intégrale u(x) de l'équa-
tion (a) telle que

(c) lim u(x)= ”ﬁ s
Ko v 2 ak
feemsl)
{c) lim Aux)=1lim 42u(x) = .. =lim 4" (x)==0.
X—roo X~y oma X-yoa

Théoréme 2. Si toutes les racines z,,z,,...,2, de I'équation
caractéristique (b) sont distinctes et lz,|>=1 pour k==1,2,...,n,
les relations (c) et (d) sont satisfaites pour toute intégrale de
Péquation (a).

I (’§.~Mikusi1’1$ki, Sur  Péquation de translation (voir
].Acze'l, L. K.a_]mar et J. G.-Mikusifski, Sur Péquation de
translation, Studia Mathematica 12 (1951), p. 112-116)

SEANCE DU 6 OCTOBRE 1950

‘ E. Marczewski et C.Ryll-Nardzewski, On the condi-
tional expectation,

Remarks on different variants of (his concept.

' SEANCE DU 13 OCTOBRE 1950
K. Matulewicz (Géra Slaska), Sur la solution de la con-

gruence a*=a(mod x) en nomb / asci
‘ . mbres composés (ce fascicule
p. 261-263), ! ( ’
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SEANCE DU 27 OCTOBRE 1950

J. Loé et C. Ryll-Nardzewski, On the application of Ty-
chonoff’s theorem in mathematical proofs (Fundamenta Mathema-
ticae, a paraitre).

E. Marczewski et M. Stark, Le I¥ Congrés des Mathéma-
ticiens Hongrois & Budapest.

SEANCE DU 3 NOVEMBRE 1950

Groupe Général des Applications de I'Institut
Mathématique de I'’Etat, Une méthode taxonomique et ses
applications aux sciences naturelles (présenté par |. Perkal).

Les anteurs proposent une nouvelle méthode taxonomique qui
tire parti de I'idée connue depuis 1909 et due a J. Czekanowski,
4 savoir de la notion de distance entre les individus. Le tableaun
fan} des distances PP, ot P; (i=1,2,...,n) désigne le i-dme
objet, est point de départ. Or, au lien de ranger les objets en
une suite, ce qui était le but de la méthode ancienne, on les
considére comme des peints d’'un plan, et on les joint par n—1
segments afin d’obtenir une dendrite — la méthode en ques-
tion fournit la plus courte de toutes les dendrites possibles. Les
auteurs ont appliqué leur méthode aux 14 villes principales de
Pologne, aux 22 crianes de Ngandong et autres 12 crines décrits
par W. Steélicka, et aux 42 trouvailles préhistoriques décrites
par J. Czekanowski

C. Ryll-Nardzewski, Remarque sur un théoréme de
4. Rényi.

Une suite {f»(t})} de fonctions réelles mesurables (0<{f<(1)
s'appelle, d’aprés A. Rényi, maxima lorsquil existe un en-
semble N de mesure nulle tel que les relations #, #”noneN et
falt') = fu(t”) pour n=1,2,... entrainent t =1,

Posons '

com D=7 (@) f"= (E) ... Fn ()
pour n;,ms,..., M, naturels.

On dit que le systéme {gm,m,,....m,} est complet lorsque,
pour toute fonction g(f) intégrable, les relations

‘pml,ma,..

pour mg,Ma,...,my naturels entrainent g(#)==0 presque partout.
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Je démontre le théoréme suivant, qui compléte un théordme
de A. Rényi ¥):

Pour qu'une suite {f.(t)} de fonctions bornées soit maxima, il
faut et il suffit que le systéme {qm, . m,,....m, ()} soit complet,

SEANCE DU 10 NOVEMBRY 1950

S. Hartman, Sur les coéfficients de Fourier des fonctions
infégrables.
Soit Y'(ap cosnx~+bysinnx) la série de Fourier d'une fonetion
n=0

f(x) intégrable (L).

Théoréme I.

25 -

S b br@nt1 ‘ Qp@
lim Y —=lim k@l Hm e ) SRERED)
ko ,;éi N kevee n§1 -1 ke ,,,2;1( ) 2941 ’

Théoréme II. Si la fonction f(x)log*|f(x)| est intégrable?),
on & pour tout entier 30

c o ks e aaDrnrsye s k@ s
lim 3 =" =lim J "My Y oEem
koo umg It kvoo gy N kvou o - l -,

= b > Ak
==lim 3 JR@AEDE o e SRR
ML 2 en et T, B0y T

o lim g(__ 1) !.’L@i.‘lﬂ:()

koo p=y 2n+1 )
Le théoréme Il se laisse facilement déduire du théoréme I,
H > I'd * . L3 » . >
car Ihypothése du théoréme II implique® que la série conjugée

Ei(bncos nx—apsinnx) est aussi une série de [fourier (dune
n=

fonction intégrable),
Théoréme Ill. Si la fonction [(x)logx est intégrable dans

Pintervalle (0,2x), la sériezul-’«llgg st convergente,

= '

:) Présgn’Ltt.é au l“f Congres des Mathématiciens Flongrofs a Budapest (1930).

)_Par définition log |f| =0, si log!f|<C0, log+ |f]==log|f, si log|f].=0.

§'A. Zygmund, Trigonometrical Series, Monografie Matematyezne, War-
szawa-Lwéw 1935, p, 150.
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" E. Marczewski, On compact measures.
A measure (i.e. a non negative finite set function in a field M
of sets) is called o-additive if

pE +Ey ) =g (E) Fp(E) ...

for each sequence of disjoint sets such that E;eM and

E, 4+ Ey-...e M.
A c-additive measure in a o-field is called o-measure.

A class F of sets approximates the measure p if for each
AeM and each ¢=0 there exist PeF and BeM such that

BCPCA  pld—B)<e.

A class F of sets is called compact if for each sequence of
sets P ef the relation F,-F,-...-F 50 for n=1,2,... implies
Fi Fyeol 550,

A measure is called compact if there is a compact class F
which approximates u. : :

In a previous communication®) I have formulated — in a dif-
ferent terminology — two following statements:

I. Every compact measure is o-additive.

1. If a measure pin a field M is compact, then the s-additive
extension of u to the smallest o-field containing M is also compact.

Let X be the Cartesian product of spaces X, (where the
index f runs over an arbitrary set T), M, a field of subsets of X,
and g, a measure in M, (for each te7). Let us suppose pu,(X)—1.
Denote by M} the class of all cylinders with basis belonging
to M,, and u the measure induced in M} by u,. Any measure u
in the smallest field containing all the {ields M} which coincides
with f in M} is called a product of the measures g,.

Theorem. Each product of any compact measures is compact
(and, by 1, o-additive).

This theorem may he considered as an abstract generalization
of the well-known theorem formulated by Kolmogoroff 1),

SEANCE DU 17 NOVEMBRE 1950
C. Ryll-Nardzewski, On guasi-compact measures.
In this communication 1 make use of the terminology and
notation of the preceding communication of Marczewski.

%) E. Marczewski, On a fes! of the c-additivily of measures, Casopis
pro péstovani matematiky a fysiky 75 (1950), p. 144.
) See e.g. P.R. Halmos, Measure Theory, New York 1950, p. 212, Theorem A.

Colloquinm Mathematicum 21
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Each compact o-measure u in a o-field M bhas the following
property:

(Q) For each >0 and each sequence Que M there is a Qe M
such that u(Qy)>1—e and that the sets QyQu form a compact
class.

Each o-measure having the property (Q) will be called quasi-
compact.

Theorem 1, A o-measure u is quasi-compact if and only if,
for each real-valued function f measurable with respect to u,
there exists a set QeM such that u(Q)=1 and that [(Q) is
a Borel sef.

Remark 1. More generally, the values of / may be poinis
of an arbitrary separable and complete metric space.

Remark 2. f being a real-valued measurable function, lei
us put
) v(E)=ulf ™ (B)).
This set function is important in the probability theory and may
be considered as a generalisation of the distribution (unction
of f. It is possible to consider » in the class B of all Borel sets )
or in the class B* of all sets E such that f~'(E)eM )., Obyiously
B*2 B, Theorem 1 implies that the measure x is quasi-compaci
it and only if for each f the classes B* and B are ideniical mo-
. dulo sets of measure » zero!®),

Theorem 2. For separable (in the sense of Halmos and von
Neumann)') measures, the compactness, the quasi-compactness,
and the point-isomorphism mith the Lebesgue measure are equi-
valent.

4) cf. e.g. P.R. Halmos, Measure Theory, New York 1950, P 80 (11),

®) A. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichketisrechnung,
Bexlin 1933, p. 19,

') Only after this communication had been presented I had a possibility
of reading a new book by B. Gnedenko and A. Kolmogorotf (B, V. Gne-
denko and A. N. Kolmogoxov, pedeasnue pacnpedeacrus Bun CY MM HOIABU-
cumux caywaitnbia seauvun, Mockpa-Jlenmurpan 1949), in which the authors in-
troduce the notion of perfect measure (p. 22). [t follows from Remark 2 thal
t}u; n;)tion of perfect measure and that of quasi-compact measure are equi-
valent.

“)P.R. Halmos and J. von Neumann, Operator methods in elassical
mechanics 11, Annals of Mathematics 43 (1942), p. 332-350,
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The communication contains also some consideratious on the
products of quasi-compact measures and their representation in
the generalized Cantor discontinuum.

B. Knaster, Sur un probléme de Borsuk.

Exemple dun continu K irréductible situé dans l’espace et
ayant les propriétés suivanies: dim,K=2 pour un ensemble dense
des p, il existe une transformation continue de K en un ensemble
de dimension 1, & savoir la projection de K sur 'axe d’abscisses,
qui n’augmente la dimension d’aucun sous-ensemble de K. La
construction a été executée par T. Mioduszewski.

SEANCE DU 24 NOVEMBRE 1950

S. Gotab (Cracovie), Sur une noupelle méthode de la quadra-
ture approchée.

En tenant compte de ce que 'aire d’un secteur parabolique
est égale & 2/3 de l'aire du rectangle circonscrit sur ce secteur,
Pauteur démontre quelques lemmes concernant les arcs plans
arbitraires mais suffisamment réguliers et construit, 3 Vaide de
ces lemmes, une nouvelle méthode de la quadrature approchée
au moyen des trapézes.

Cette méthode, différente de la méthode classique, jouit dans
un certain sens du méme degré d’exactitude que celle de Simpson.

S. Drobot, Sur les vibrations des villebrequins (voir S. Dro-
bot, O skretnych drganiach mwaldro, Archiwum Mechaniki Stoso-
wanej 5 (1951), p. 127-1406). '

SEANCE DU i DECEMBRE 1950

K. Florek, Une remarque sur la répartition des nom-
hres né (mod 1).

Soient & un nombre irrationnel et I un intervalle avec ex-
trémité gauche et sans extrémité droite tel que ICC[0,1). En dé-
signant par R{a) le reste modulo 1 du nombre «, nous écrivons
successivement tous les nombres naturels
(1) (U PR F PR
pour lesquels R(ni§el

Nous formons la suite des différences de la suite (1):

(2) My — My, My Ty, wouy By =T, ..

Théoréme. 1° Il 0’y a que trois nombres différents qui peu-

vent figurer dans la suite (2), & savoir q,, ¢, et ¢, ot ¢, est le
21*
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plus petit des nombres q, pour lesquels R(qé)<2|1] el gy est le plus
petit des nombres g, pour lesquels R (qé)=1—IIl, qy==¢, - qs.

20 Si q,#q, (ce qui est vrai toujours quand |12 1/2), alors
dans la suite (2) figurent ¢, et ¢,, tandis que ¢, y [igure ou non.
St = 1/2, alors q,=1 ou bien qy=1; si, en plus, ¢, = ¢., alors
dans la suite (2) figure aussi ¢,==2.

3% 81 le terme g figure au moins une [ois dans la suite (2),
il y figure alors avec une fréquence bien déterminde fv(q)=-0,

4° 8i la suite (2) se compose de termes ¢ (i==1,2 ou i==1,2,3),
alors Dqifr(g¥)=1/|1].

i

La proposition 4° est une conséquence évidente de 3° et «y
théoréme sur la répartition uniforme des nombres R(n€) dans [0, 1).

L.a démonstration des propositions 19 2° et 3% s’appuic sur
un raisonnement tout a fait ¢lémentaire ¢t ne fait pas appel aux
fractions continues. C’est par cela surtout qu'elle différe cde Ta
démonstration que N.B. Slater a donnée pour un résultai sem-
blable '¥). Cet auteur a trouvé, lui aussi, que dans la suite (2) ne
peuvent figurer que trois nombres différents; d’ailleurs il n’a pris
en considération que les intervalles /. ayant 0 pour extrémité
gauche. Quant aux nombres ¢, ¢, et ¢, Slater les caractérise
moyennant le développement du nombre & en fraction continue.

SEANCE DU 5 DECEMBRE 1950

™ , . " A 0 - . »

C. Ryll-Nardzewski, Le réle du principe d’induction com-
pléte dans les arithmetiques élémenitaires.

Considérons une langue de larithmétique, qui ne contient
que 1° les variables x,y,z,... désignant les nombres naturels el
2° les signes constants suivants:

‘ (a) signes logiques: —, ', A\, I7, 2, = désignant: implication, né-
gation, conjonction, grand ct petit quantificateurs et identité;

(b) signes arithmétiques: -, -, 1, désignant: addition, multi-
plication et unité.

Les termes: fonction propositionnelle, proposition el proposi-
tion vraie (ou, plus préeisément, vrai dans Parithmétique des nom-
bres naturels) seront employés dans le sens ordinaire.

‘“’) N.B. Slater, The disiribution of the inlegers for mhich {ON} < g, Pro-
ceedings of the Cambridge Philosophical Society 46 (1950}, p. 525-534, surioul
Theorem 4, p. 531,
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Dans cette langue, le principe d’induction compléte ne peut
pas étre formulé en une seule proposition: il s’exprime par la
suite de toutes les propositions

a) {eWAT@ (x> O (x+D]} > [ 9(x),

ot @ parcourt toutes les fonctions propositionnelles contenant la
variable libre x.
Théoréme. Il n'existe aucun systéme fini de propositions

praies Ay, As,..., An dont résulteraient toutes les propositions (Is).
<4

SEANCE DU 15 DECEMBRE 1950

S. Hartman, Sur une relation entre les suifes.

Je dis que les suites {a.} et {b,} croissant vers linfini sont
éloignées, quand il existe pour tout C' un nombre N tel que
n,m>N entraine |a,—b,| > C.

11 est facile de  démontrer, que pour a,b>>1 les suites {a"}
et |b") ne sont pas éloignées dans le cas et seulement dans le
cas on il existe un C tel que U'inégalité

I loga  |_C

: xlogb ¥ Y .
admet une infinité de solutions en nombres entiers x et y. Il en
résulte que, si {a"} et {b"} ne sont pas éloignées, loga/logh est
ou bien rationnel ou bien un nombre de Liouville. 1l en résulte
de méme que, pour presque tout couple de nombres a>b>1,
les suites {a"} et {b"} sont éloignées. Cependant, elles ne le sont
pas pour tout couple a>>b>=>1. Jlignore, si les suites {2"} et {37}
sont éloignées ).

1l existe une famille & puissance N, de suites {a"} éloignées
deux & deux, Jignore, s’il existe une telle famille & puissance
2%, W. Sierpinski a construit d’une maniére effective une fa-
mille & puissance 2% de suites éloignées deux-d-deux, mais d’une
autre forme. Ce sont les suites

{an (®)} = {2" (Enx - 1)} (x=>1).

1) J. Bonder a remarqué qu'il en est ainsi vu un théoréme de Gelfond
{cf. p. ex. A. O. Gelfond, Hpubaumcenue ancefpauseckus uucen aseebpauusc-
EUMU MCE WUCALMU U MEOPUA MPaHcyeHdenmuns wicen, Y CIEXH MATSMATHYOCKAX
Hayx 1V, 4 (1949), p. 19-49, surtout p. 40). :
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