SUR LA LIAISON ET L4 DIVISION
DES POINTS D'UN ENSEMBLE FINT

Travail collectif, rédigé pac . Lukeszewicz et conienanl les rézullats
obtenus par le Graupe Général des Applications de Tlusticut Mathématique de
IElat: K, Florek, J. Lukaszewicz J. Perknl IL Steinheaus et 8 Zub-
rzyeki (Wroctaw)

Ce travail est un somumaire géométvigne de certaines appli-
cationg de mathématiques aux sciences naturelles. Nous v expo-
sons une méthode de déterminer la plus eourte ligne polygonale
dont les sommets se trouvent aux points d'un ensemble fini, donnd
d’avance; nons déterminons auvssi la meilloure division dup en-
serable de n points en m partes (m<In) et indiquons wne mé-
thode effective de telle division "),

L Soit Z un ensemble composé des points 4y, 4,,..., d,. Pour
chaque couple A, 4; de points de % soit délinie la distance
o(4:, 4720 telle gne

(0} o{4:, A =0 lorsque 1==j, et seulement dans ce cas,

(b} o(de, d)) =o(d;, 4,

(¢} les distances non nulles ne se répiient pas dans Pensemble
" 1 ;o - i - 3 v . T -
Z, cest-i-dive o(d;,d)) 5= o{dr, A1) si, parmi les indices 1,7,k L, {rois
sont distinets,

011 appellera tout ecouple 4;,4; des points segment 4.4,
eux-mémes extrémités du segment. La longueur du segment A 4;
sera la distance entre ses extrémités; on ne fern pas de distinction
entre A, 4; et 4; 4,

Ln ensemble quelecongue de segments sappellera ligne poly-
gonale, et touies les extrémités des scgments ~— sommets de la

ligne. La longueur d'une ligne polygonale sera la sommo dos lon-
gueurs de ses scgments.

Y) Ces méthodes de linison et de division oot 614 propotdes aux gndhrow
pologues pour ranger les aréines des fonilles. Elles s'appliguent avss, avee elfet,
] c!es problémes de bislogie, d'agriculture, de tecbnologie, m&me de linguistigue,
\’!on- .T‘akaonomm Wroclawsks, iravail du Groupe Général des Applications de
Vlnatitut Mathématigne de 1'Biat {Przeglad Antropologiczny, & paratire). Cf, cussi
]a_commuuicalicu collective Une mdthode taxonomlgue ef ses applicuflons wux
sciences nadurelies, ce foscioule, p. 519,
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Une ligne polygonale sera dite conrnexe {ou laison des som-
mefs) g'il cxizte, pour chaque couple 4:, 4; de ses sommets, unc
suite des segments Iui appartenant

(1) .AHA‘as A'RAiJ’ AL A‘s_iAiss
ofl A£1=.e‘1;, AxR#Aj.

Une ligne polygonale sera appelée dendrife 5'il existe, pour cha-
que couple 4, .4; de ses sommets, exactement une suite (i) réali-
sant In connexité et composée de segments différents deux-a-deux.,

Soit. D{Z) la plus conrte lieison des points de ensemble Z.
La liaison D(Z) est une dendrite, car s'il v avait deux suites des
segiments liant une paire des points, I'on pourrait obtenjr une liai~
son plus courte en supprimani un segment.

Voici notre méthode pour former une dendrite avec les points
de Pensemble 7. TInissons, par un segment, chacun d’eux au
point le plos proche; les seg-
meuts ainsi obtenus seront °
appelés liens du premier ordre. ”
Ils forment une ou plusieures o
lignes polygonales connexes W
qui sont des liaisons de points 3 ’ ,//
de certaing sous-ensembles ¢lis- W ) 0
joints de Z. Nous appellerons AN -
ces  sous-ensembles  groupe- W -
ments du premier ordre. Lions /4 5
chacun d'eux avec le gronpe- Z
ment le plus proche (par di- e
stance entre deuwr groupements
on comprend évidemment la plus potite disience entre leurs points
deux-a-denx) & side d’un segment qui réalisera la distance entre
eox el que nous appellerons maintenant lien du second ordre.
On procéde ainsi, en employant des liens Cordre de plus en plus
élevé, jusqu'a ce qu'en obiienne une ligne polygomale connexe
liant tous les points de Vensemble Z. Désignons par F(Z) cette
linison des points de Z. La liaison #{Z} contient exaciement n—IL
liens, car chacun d’eux, dans la construction F(Z), rédut le
nombre de groupemenis ’une unité {chaque puint de Z sépa-
rément étant considéré comme groupemeni d'ordre nul}.
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Théoréme I
F(2)=D(Z),

Démonstration. Comme D{Z) est la plus courte liaison
des poinis de Z, il suffit de démontrer gue F(Z)C D{Z). Consi-
dérons un segment arhitraire a=4.4; appartenani i la laison
F(Z). Supposons, que ce segment soit, dans la consbruction F{Z),
un lien d’ordre k attachant le groupement U d'erdre k—1 3 W, Lo
plus proche groupement de méme ordre, Si 8 n"appartenait pas
a D(Z), celle-ci devrait contenir woe suite de segments

(2} Ay Aigy, Apdy, o, A5, Al

o Ay=4,, dy=4;. Dans cette suite figurerait le segment
b=4; d;_, dont une exirémiié seulement appaxtieni au groupe-
ment [/, Le segment b serait plus long que a puisque ce dernier,
vit la coustruetion de F{Z), est le plus court qui lie U avec les an-
tres groupements, I'n enlevant de D(Z) le segment b et ajourant
A DiZ)~b le segment 8, on aursit, contrairement & Phypothése,
une liaison des points de Z plus courte que D(Z}. Le segment. a doit
done appartenir a D{Z), ce qui termine la démonsiration.

Le théoréme ci-dessus implique immédiatement:

(a) il existe exactement une liaison D{Z) qui est la plas
courie et elle se compose de n—1 segments;

(b} la liaison F(Z) est une dendvrite.

LRl !

2, La somme des longueurs des liaisons D(7Zx) sappelle lon-
gueur de la division de 'ensemble Z en m sous-ensembles disjoints

{3) zmz1+zﬂ+---+zm—

Lu division de l'ensemble Z en m parties sera dite la meil-
leure lorsque sa longuenr est minimum®.

Pour lier les poinis & Piniérieur de tous les sous-ensembles
Zx, n—m segments suffisent. Réciproquement, n-—m segments
arbilraires, qui ne forment pas dea polygones fermés, déterminent
une division de lensemble Z en m sous-ensembles joints & lin-
térieur. En particulicy, n—m segments arbiteaires de la plus coutte
liaison D(Z} déterminent une telle division. Nous allons démon-

% On pent auss faire usege d'une division en groupements dordre k.
Naus I'avous appliquée, par exemple, & I'étude des grenpements de villes,

@
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irer que Pon obtient la meilleure division en enlevant de D(Z) les
m—1 segments les plus longs. A cet effer nous sert ke lemme sui-
vant:

Lemme Si la dinision (3) est la meilleure division de I'en-
semble Z en m pariies, alors

Spacne.
=1

m '
Démonstration. Soit a=4;d;e 3 D{Z:}, Nous allons mon-
A=l

irer que aeD(Z). Vu la disjonction des ensembles (3), il existe
exacternent un A tel que aeD(Zy). Si I'on ébimine le segment
a de D(Z), l'ensemble Zi se décomposera en deux ensembles U
et V. Si Von avait aeD{%), D(Z) contiendrait la suite de segments

(4) Ai diy. Apds, ooy As_ Ay,

o Ay=4i Ady=4; Le segment b=4, 4, . dont une exiré-

mité sculement uppartlent & U, figurerait dans ceite suite. 51 &
e

‘Stait plus court que a, on aurait, en enlevant a de D7) ot

=1
en ajoutant & i ZD (Zz)—a, m liaisons chs;omtcs dont la somme

de longueurs semat plus petite que la longueur ZD Z:), vontraire-
K=1

ment i [hypothdse. Si b était plus long que a, alors D{Z)—b&4a

‘serait nne haison plus courte que IHZ). Le segment a d01t donc

appartenir 4 D{Z), ce qni termine la démonstration.

De ce lemme résulfe immédiaicment le théoréme annonce:

Théoréme 11, On obfient la meilleure division de 'ensemble 7.
en m parties en enlevant de la ligison D(Z) les m—I segments les
plus longs, les Haisons qui resteni étant les plus courtes linisons
D(Z,) des parties respectives.
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