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EVALUATION DE LA FPONCTIONNEBLLE |log(®(2)—® (%)) /(2 — )]
DANS LA FAMILLE DES FONOTIONS UNIVALENTES
BT BORNEES INFERIEUREMENT DANS LE CERCLE K(oo,1)

PAR

W. JANOWSKI (£0DZ)

Désignons par X la famille des fonctions de la forme
C C. .
@(z)=z+00+71+—z-:~+..., ot 2| >1,

holomorphes pour # = co et univalentes, et par X' (m), ol m est un nombre
tel que 0 < m < 1 et d’ailleurs arbitraire, la partie de cette famille com-
posée de fonctions assujetties & la condition |D(2)| = m.

Golusin [1] a démontré que, dans la famille X, on a pour 2z, et
2, appartenant au cercle K (oo, 1) et tels que |2;| = |2,| = o 1’évaluation
exacte
D () —P(2)

2 —2

K(®) = 'log

1
< —log (1——2).
4

* Je vais démontrer le théoréme suivant: Pour les fonctions D(2) de

la famille Z(m), on a Vinégalité

2
1—m?(|D ()] \¥*
K (P)] < (gl‘)g T:l—/-];;lz—) .

Démonstration. Pour considérer les problémes extrémaux dans

la famille Z'(m), il suffit de se borner & la partie 2*(m) de cette famille,
composée de fonctions de la forme

Wi(z,t) = G"@(z, i) = ”+Bu+%' +...

ot t= —logm (voir Lowner [2]). Les fonctions @&(z,?) satisfont &
Péquation de Lowner

D(z,t D(2,t)+k(t
O 00(,Y) _ g, ) OEDHEO

et (2, 8) =k (1)
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oft ¢ ost une variable réelle, k(t) = z6(i) 0(1) ét?Jnt une fonction complexe d’oi
contill)lueoxians un intervalle 0 <t < to, et out B(z,0) =-=z. . S 3 f it f o
08 = — . = .
0D (2, 1) & n—z | P (Wye'k—1)(W,e'k—1) ; (W,ek—1)(W,ek—1)
@, = B2, 1) et Py = a;”-— pour n =1 et 2.

On a donc d’aprés (3) I’évaluation

L 6quation de Lowner entraine W, —W,> 1—m? (| W, |2 1—m?/| W,
“ (4) log zl__z zi < log 1_1“/9211 Io 1_1”/92”
O—8,  DOE—(BFP)E-1 s
it N S — - ol ko= k(t). oll o = |a] = [l
&, — @, (@ —1)(Pok— 1) ¢ =lal = Izl _
e Je vais montrer que D'évaluation (4) est exacte.
En posant Remarquons d’abord que, vu (3), pour qu’on ait dans (4) le signe
W (2, 1) 1 d’égalité, il faut et il suffit que les expressions
;= ] t W= -— pour  j =1 et 2 B ) - ]
W; W(z,t) [ at ! ] ) () Wle'k—l = Rie™ et ertk—l = Ryé"
on a done ) goient conjuguées: B, = R, = R et v, = —y; = —y. En effet, on a en
wi—W, 2 vertu de (2)
) WooW, —  (Wadh—1)(Waeh—1)
‘ log 2 —2, ‘ f R’
T’intégration de (2) sous la condition que W(z,0) =z conduit aun . 2
résultat suivant: mais en vertu de (3)
t
W,—W, dat 9 fit_ I S LA
— = — = = . 2 2 ?
log ——, ‘Ofof (W% —1)(W,e'h—1) JE 1—1/e
done
11 est facile de montrer que g W W 1 g 1|
P e 2 o—2 | 1—1/¢ 1—1/¢% ’
—log (1 —_——= ) = = = .
o Wit (Wel—1)(Waek—1) &0t le signe d’égalité dans (4). Ceci établi, on a pour B, =R, = R,
Vu que ¢ = —logm, il en résulte que pe = —y et y, = y en vertu de (5)
6 Bz, k() = Dz, (1),
o A, i fio)m (2, Ok () = B(a, DE(D),
og e == = Tl
1—1/%7, s (Wie'k—1)(Wye'k—1) B, = 184].
En tenant compte de (2) et de I’inégalité de Schwarz, il vient En outre, on a pour t =0 en vertu de (6)
i _ _—
— at (7) Z,k(0) = 2;k(0).
log Wi— W, <2 f T = <
21—y |W, ek~ 1{|Wye'l —1] Posons
. a; + a.
< ; |W.e'l—1* ; |Wyek—1)* ' By, 1) = A6P ot Dz, 1) = Aé™s.
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On a alors daprés (6) Ae*Mk(f) = Aék(t), don

1) = &) — D (2, tjﬁ)(zh 1) )
En admettant 1'égalité

2%
(8) ) = 1222 pour 0 <tE< T,

on a done
D (21, 1)P (2, 1) %1%
AZ QZ *

~On peut déterminer & présent la fonction extrémale & 'aide de 1'équa-
tion (1), dans laquelle la fonction %(f) est celle donnée par (8). En inté-
grant I'équation (1), olt k() est la fonction en question, il vient

LD, ) k() @t _,
J Pl O+E() B(z,1)

d’ol Ton tire par des caleuls évidents 1’équation fonctionnelle

[D(e, ) +EMT ¢ [e4k(H)T
D(z, t) - 2 ’

En posant

; , 1+2)?
k() =¢7, y= aﬁz_az ot () .
2
on vérifie aisément que la fonction extrémale W*(2) = m®d*(z,t) est

de la forme -
2

. 1 ; ; o L—m
W*(2) = me”d! [—q)(ze‘"“”)] =z 2e"(1—m)+ e —nu ...
m Z
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TO THE MEMORY
OF 4. N. MILGRAM

ON THE INCLINATION OF A MINIMAL SURFACE o¢(z,y)*
BY

R. FINN (STANFORD, CALIFORNIA)

It has been known since the pioneering work of J. Schauder that
the derivatives of a solution of a linear elliptic partial differential equation

(a’) Pzt 2b¢zy + CPyy+ d¢m+ etpy"l‘f(;” =0,

1
@) (b) ac—b > >0,

are bounded interior to the domain of definition if the solution ¢(z, y)
is bounded in the whole domain. In fact, as has been shown by Bers and
Nirenberg [2], the bound depends only on a bound for the coefficients,
on %, and on distance to the boundary. In this form, the estimate can
be used to study the (non-linear) case in which the coefficients depend
not only on (#,y) but alse on the solution and its derivatives.

On the other hand, I have shown by example in [3] that weaker
assumptions will in general not suffice to obtain a bound even on the
first derivatives of the solution.

Important non-linear equations of the form (la), which arise in
practice, satisfy (1b) only in the restricted sense that ac—5* > 0 for
every solution. Since physical and heuristic considerations suggest that
estimates of the sort we have mentioned will hold also for these equations,
it seems desirable to study particular such equations with a view to de-
veloping an appropriate theory. An initial step in this direction was
taken in my paper [3], in which, in particular, I derived bounds on the
derivatives of the golutions of the minimal surface equation

147 wy 144t

(2) W ¢m—27ﬁ‘¢zy7¢uu=07.

U=z V=0, W=V1+%2+vz:

* Presented to the Third Conference on Analytic Functions held in Cracow,
30. VIII, - 4. IX. 1962. This investigation was supported in part by the Office
of Naval Research.
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