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SUR UNE EVALUATION DES COEFFICIENTS DES FONCTIONS
HOLOMORPHES UNIVALENTES BT BORNEES
INFHRIEUREMENT DANS LE CERCLE K(oco,1)
PAR

W. JANOWSKI &0ODZ)

Désignons par X (m) ot 0 < m <1 la famille des fonctions de la forme
0, c. .
P(2) = z+0.)+a—1 +3—2 4. ot f3l>1,
1 2

holomorphes pour § # oo, univalentes et assujetties & la condition |P (3)|
>m, ol 0<m<1. Soit Oy ou »=0,1,2,... le plus petit nombre
pour lequel on a

1) 10 < O3

quand @(3) parcourt la famille X(m). Il résulte du théoréme de Pick
[3] évaluation exacte |Cy) < 2(1—m) et Zawadzki [5] a démontré que
0] <1—m® et que la limite est atteinte. Ainsi,

Ctr=201—m) et OF =1—m’.

En général, on ne sait rien sur les nombres O, pour n = 2,3, ...,
mais on peut donner 'évaluation inférieure de ces nombres. Je vais dé-
montrer le théoréme suivant: Pour les fonctions de la famille X'(m), on
a les inégalités

1
—(1—m?) lorsque p=1etm >exp(~~——~),
@) CGpa>

1 2
;(2ﬁ2+1+m2—4ﬁm) lorsque p > 1 et m <exp(—p—pi),

2
3 i — '
(3) Gy T (1—m) lorsque 0 <m <1,
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B étamt la plus grande racine de Iéquation
1
Blog -+ Pl B4+m = 0.
p—1

Démonstration. I1 suffit de montrer qu’il existe une sous-famille
de X (m) telle que pour certaines des fonctions qui y appartiennent, Cg,_,
et Cnp sont égaux aux membres droits des inégalités (2) et (3) respecti-
vement, tandis que pour toutes les autres fonctions appartenant & cette
sous-famille, Cyy_; €6 Oy, ont les modules inférienrs 4 ceux des membres
droits des mémes inégalités respectivement.

Considérons la famille F(1/m) des fonctions de la forme

Flo) =z+4,4+... ou o] <1,
univalentes et assujetties & la condition |F(2)] < 1/m. On peut faire
correspondre 2 toute fonction de cefte famille la fonction

®,(3) = [FETT" o g =1/
p étant un nombre naturel arbitraire. La fonction @,(3) appartient 4 la
famille X(m) des fonctions p-symétriques, ¢'est-i-dire

DY C)

o -
B,(3) =a+—g,—§’:]— + 3:;’_1‘ +...

On a évidemment Z,(m) < Z(m),
4) Ogop—)l = —A,/p,

1 4
) o, =Pl 4p A

2p P

Vu la limitation exacte |4, <2(1—1/M), on obtient I’évaluation
guivante:

9

(6) 0§ < = (1—m),
P
d’olt, en posant p = n+1, il vient

(M) 0% > —2 (1—m)

—— pour

n=0,1,...

En généralisant mon résultat [2] sur Pévaluation exacte du module
|A®. | pour la fonction

F(3) = 2+ AGNATH AR
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holomorphe, univalente, p-symétrique 'dans le cercle |2} <1 et bornée
cn module par le nombre M > 1, Jakubowski [1] a démcniré que ’on
a pour les fonctions appartenant & la classe F(1/m)

1—m?
(8) |4;—adl] < L
282+ 1+m*—4pm  lorsque — = eV,

"

1
lorsque — < e/079,
m

ol 0 €<a<1 et f est la plus grande racine de ’équation
a
Blogp+———p+m =0,
l—a

et que les limites sont atteintes. Zawadzki [6] a complété ce résultat

pour le cas a =1 et obtenu Pévaluation exacte

(9) |d;— A3 <1—m".

On a donc en vertu de (5), (8) et (9)
1 2
— (1—m")
108_] <

r (2f*+1+m?—48m) lorsque p >1 et m < e YOV,

lorsque p =1 et m = ¢~ ¥0D,

Par conséquent,

1
Z(1—m? lorsque p =1 et m e TN,

(10) |05 = s
m (28*+1+m*—4pfm) lorsque p>1et m < e~ PHP=T)

Reprenons l'inégalité (7). Pour # = 2p, elle coincide avec (3) et,
pour n = 2p—1, le membre droit de (7) est inférieur & ceux de (10), qui
sont les mémes que ceux de (2). .

Dans le cas limite m = 0, on obtient le résultat de Waadeland [4].
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EVALUATION DE LA FPONCTIONNEBLLE |log(®(2)—® (%)) /(2 — )]
DANS LA FAMILLE DES FONOTIONS UNIVALENTES
BT BORNEES INFERIEUREMENT DANS LE CERCLE K(oo,1)

PAR

W. JANOWSKI (£0DZ)

Désignons par X la famille des fonctions de la forme
C C. .
@(z)=z+00+71+—z-:~+..., ot 2| >1,

holomorphes pour # = co et univalentes, et par X' (m), ol m est un nombre
tel que 0 < m < 1 et d’ailleurs arbitraire, la partie de cette famille com-
posée de fonctions assujetties & la condition |D(2)| = m.

Golusin [1] a démontré que, dans la famille X, on a pour 2z, et
2, appartenant au cercle K (oo, 1) et tels que |2;| = |2,| = o 1’évaluation
exacte
D () —P(2)

2 —2

K(®) = 'log

1
< —log (1——2).
4

* Je vais démontrer le théoréme suivant: Pour les fonctions D(2) de

la famille Z(m), on a Vinégalité

2
1—m?(|D ()] \¥*
K (P)] < (gl‘)g T:l—/-];;lz—) .

Démonstration. Pour considérer les problémes extrémaux dans

la famille Z'(m), il suffit de se borner & la partie 2*(m) de cette famille,
composée de fonctions de la forme

Wi(z,t) = G"@(z, i) = ”+Bu+%' +...

ot t= —logm (voir Lowner [2]). Les fonctions @&(z,?) satisfont &
Péquation de Lowner

D(z,t D(2,t)+k(t
O 00(,Y) _ g, ) OEDHEO

et (2, 8) =k (1)
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