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PAR

A. BIELECKI (LUBLIN)

Cette communication * a pour but de signaler et de discuter suecin-
tement quelques résultats concernant les majorantes de fonetions holo-
morphes, surtout ceux établis récemment & Lublin.

Admettons dans tout ce qui va suivre que f(2) = a2+ a2 +... eb
F(z) = A2 +4,2+..., 4; 0, sont deux fonctions holomorphes dans
le cercle C; = {z: |2| < 1}. La fonction f(2) sera dite majorée par la fone-
tion F(z) ou subordonnée & elle dans le cercle 0, = {2:]2| << ¢} ol g¢(0, 1),
ce que nous écrirons f <3, F, lorsqu’il existe une troisiéme fonction o (z)
= qg+oy2-+... ot o> 0, holomorphe dans C, et telle que |o(2) <1
et f(z) = P (2 0(2)) dans C,. Si, en particulier, F'() est une fonction uni-
valente dans C,, la condition f 3, F entraine évidemment les deux sui-
vantes:

a, =0 ou bien argae, =argd,, f(C,) c F(C,).

Réciproquement, les deux conditions étant satisfaites, il suffit de
poser ¢(z) = z-o(z) = F'(f(2)), de constater qu’alors ¢(C,) = C, et de
faire appel au lemme de Schwarz, pour montrer que |p(2)| < |#| dans O,
dolL f 3, F.

La fonction f(2) sera dite majorée en module par la fonetion F'(2)
dans O,, ce que nous écrirons |f| 3,|F|, lorsqu’il existe une fonetion
o(2) = ap+a;2-+... ol g > 0, holomorphe et satisfaisant aux conditions
j0(2)] <1 et f(z) = F(2)-0(2) dans C,, dolt [f(z)| < |F(2)] pour |2| < g.

(était Biernacki (voir [B] et [6]) qui avait attiré D'attention des
mathématiciens sur des relations entre les deux types de majoration. Il
a démontré en 1935 et 1936 les théordmes suivants:

1. Il emiste un nombre roe(},1) tel que |f|3,|F| lorsque f-3.F
et que la fonction F est univalente dans 0.

* Prégentée 4 la troisitme Conférence sur les Fonctions Analytiques, tenue
& Cracovie, 30. VIII - 4. IX. 1962.
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9. 8i les deus fonctions f(2) et F(2) sont univalentes dans Cy et f <3, F,
on a |f| 2, 7| ot r =0,390... est la racine unique de Véquation
(1) In(1+7)—In(l—r)+2arctgr = =/2, 0<r<1,
et v ne peut pas Gre remplacé par aucun nombre plus grand.

3. 8i, en outre, lo fonction F(2) est étoilée ou convexe, on doit prendre
respectivement, aw licu de v, la racine v* de Véquation 4aretgr” = /2 ou
la racine r° de Véquation arcsinr®-2arctgr® = /2.

Le théoréme 1 a été précisé par Golusin (voir [7], p. 330) et Shah
Tao-ghing [10]. Le premier a démontré que 0,35 <7y < 0,386...
= %(3 —V5) et que cette borne supérieure est la valeur précise de la
constante », figurant dans le théordme 1 dans le cas particulier olt la
fonction F(z) est supposée étoilée dans C,. Le second a prouvé qu'il en
est de méme dans le cas général, c¢’est-d-dire lorsque la fonction F(z)
nlest supposée qu'univalente.

Lewandowski, un des éléves de Biernmacki, a posé la question réei-
proque suivante: la fonction f(z) étant supposée holomorphe et majorée
en module par une fonction F (z) univalente dans C,, existe-t-il un nombre
Re(0,1) tel que lon ait f 35 F?

La réponse est affirmative, Lewandowski (voir [8] et [9]) a é’uabh
en effet deux théorémes suivants:

I. Il ewiste ume constante positive R satisfaisant auw trois conditions:

1° R, < R < R,, 0% B > 0,21 et R, < 0,3 sont les racines des équa-

tions
W (ios)ty/, I[ia)
—1: 1—= =0 e o+ +30=1
1+ (1+m) : 4(1+m) To e
respecti'z;emgnt.
2° st f(2) est majorée en module dans C, par une fonction univalente
F(z),on a f 35T

3° la constante R ne peut éire remplacde par aucune ouire plus grande.

II. Dans le cas particulier, ot la fonction F(2) est univalente et éloilée
dans 0y, ona R = R, = 0,29...

1 est clair que le théoréme I n'est pas définitif, car la constante R
n’y est déterminde quapproximativement. Cependant, nous avons, Le-
wandowski et moi-méme, réussi récemment & prouver que la constante
optimale R y doit &tre égale & R,.

Un autre résultat est df & E. Ziotkiewicz et concerne le cas oll
la fonction #(z) appartient & la classe des fonctions univalentes et 3-étoilées
dans C;. Une fonction f(z) définie dans O, y est dite a-étoilée lorsque
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Re{eF (2)[F(2)} > a ol 0 <<l (ef. Wu Zwao-Jen [11]). Dans le cas
de o = 0, cela veut dire que la fonction F(z) est étoilée tout court. La
clagse des fonctions %-étoilées comprend toutes les fonctions convexes.

Dans les théorémes I et II, les fonctions majorées f(2) ne sont sup-
posées que holomorphes dans 0. Cependant, elles peuvent étre supposées
de méme famille que le sont les fonctions majorantes F(z). En voici trois
résultats de Lewandowski et moi-méme dans cet ordre d'idées:

III. Lorsque les fonctions f(2) et F(2) sont o-btoilées o 0 < e <1,
et que |f] =1 1F|, on ¢ f 3 pu F ok R(a) est une racine bien déterminée de
Déquation

2%

(2) arcsin I<o<l,

+2arctge = %,
. a
1+m“+i':; (1—a?

et qui me peut éire remplacée par aucun nombre plus grand (voir [1], p. 53).

IV. Dans le cas plus général dans lequel les fonctions f(z) et F(2) ne
sont supposées qu univalentes, lo constante R(a) est remplacée par le nombre
R =7 = 0,390... satisfaisant & Péquation (1) (voir [3], p.301).

V. o(x) étant une fonction réelle, pas nécessairement finie, non-décrois-
sante, semi-continue inférieurement pour 0 <z <1 et telle que w(0) =0,
posons

r(w) =sup{#: 0 <z <1, o(z)+2arctgey < =[2}
et désignons par F,, la famille de toutes les fonctions f(2) = a2+ a4,
o a, # 0, holomorphes dans C et telles que
larg [2f () [f ()]l < w(x) pour 0 <l|o] <@
ot 0 < &

Alors, si les fonctions f(z) et F(2) appartiennent
Ifl 21F)y, on & f B4y F.

Contrairement aux théorémes IIT et IV, le théoréme V n’est pas
définitif, car il laisse de coté la question importante, si et sous quelles
conditions la constante r(w) est la plus grande possible dans le cas qu’il

<1 et o Von admet que argl = oo pour [ = 0 et pour { = co.
& la famille &, et

"concerne. On ne peut pas, bien entendu, préciser ce probléme sans se

gservir d’hypothéses supplémentaires sur la fonction w(w) et ses rela-
tions avec la famille &,.

Oependant, le théoréme V se laisse généraliser en remplagant la
condition a;>> 0 par la condition moins restrictive 0 < |a] < 1. Mais
la définition du rayon r(w) doit &tre alors remplacée par une autre, beau-
coup plus compliquée.
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Nous avons fait intervenir dans la démonstration du théoréme V
T'homotopie @D(t,z) telle que P(0,2) = f(z) et D(1,2) = F(2) et que,
pour un z fixé, le module |D(t,z)| croit avec . Nous avons posé

[F) P () pour =z =0,

D(z,1) =
(&) 0 pour 2 =0,

ce qui a permis de montrer par un simple caleul que @(¢, 2) 2 iw) s, 2)
pour 0 <t <s <1, dolt la thése du théoréme.

Une méthode analogue nous a conduit entre autres aux généralisations
suivantes (voir [2] et [4]) des troiy théorémes de Biernacki précités:

VI. Lorsque F(z) = a+A4,8+...eF, et que la fonction f(2) = a,2"
Oy @ 0% 4y > 0 est holomorphe dans O, et lelle que f(2) # 0
pour z # 0, la relation f(z) 2, F(2) entraine la relation |f(2)| =2 ooy F(&")].

La restriction a, > 0 peut &tre remplacée dans ce théoréme par la
condition plus faible 0 < [a,] < 1. Comme auparavant, le théoréme VI
aingi généralisé subsiste & condition de modifier la définition de la
constante 7(w) d'une maniére convenable (voir [4]).

En posant n =1 dans le théoréme VI et en appliquant les évalua-
tions bien connues de Iexpression |arg{zF'(2)/F(2)}|, on en déduit sous
des hypothéses un peu plus faibles les théses des théorémes 1-3 de Bier-
nacki concernant l'existence des constantes r, 7* et #°. Les exemples don-
nés par Biernacki dans [5] et [6] montrent que ces congtantes sont les
plus grandes possibles. L’exemple analogue donné par nous dans [1]
concerne le cas ol la fonction f(2) est a-étoilée. Cela suftit pour démontrer
le théoréme X

VIL. Lorsque la fonction F(z2) = 2+A4,8+... est a-éfoilée dans (|,
que @, >0, que f(2) = az+ama°+... £ 0 pour = #0 e que f -3, F,
on a f 3 gy F ot B(a) est la racine de Déguation (2) et ne peut éire remplacée
par aucun nombre plus élevé.
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