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This follows from the fact that

n gam+l 4
E 1 = g 1 >,:£ E 1 ~1log2®™ — oo  withm
i r
r=nzN, N Pt ! 2 r=22"

if
n o= 22" §(22™H — 20" — 1.

Thus (3) is not satisfied, although (4) is true for every convergent
series A. This shows that the answer to Jasek’s question is in the negative.

3. The above argument also shows that the condition (3), though
sufficient (by the result quoted later), is not necessary for

(8)  (awtotay)—(@t..Fa) =0(1) a8 n->oo
to be true for every convergent series A satisfying
(6) na, = 0(1) a8 n—>oo.

This answers a question, similar to Jasek’s, in relation to the following
result (Theorem 4 of [1]):

Condition (3) s mecessary and sufficient for () to be true for every
series A satisfying (6). .
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Un des problémes les plus intéressants du caleul moderne des pro-
babilités est celui d’étendre aux variables dépendantes les lois limites
auxquelles obéissent les variables aléatoires indépendantes. Parmi ces
lois, celles des grands nombres, faible et forte, ont été ’objet de nom-
breuses études.

Bien qu’on connaisse la condition nécessaire et suffisante pour que
des variables aléatoires queleconques suivent la loi faible des grands nom-
bres, la recherche d’autres conditions nécessaires et suffisantes se pour-
suit, vo que la condition connue est difficile & vérifier.

Quant & la loi forte des grands nombres, le probléme analogue n’est
méme pas résolu pour les variables aléatoires indépendantes. En effet,
le théoréme de Kolmogoroff dont la démonstration est basée sur P’iné-
galité du méme nom, ne donne qu’une condition suffisante pour que la
loi forte des grands nombres soit satisfaite par des variables aléatoires
indépendantes. P. Lévy [3] est cependant parvenu & démontrer -que
Vinégalité de Kolmogoroff subsiste pour une certaine classe de variables
dépendantes, donc & étendre la loi forte des grands nombres & cette classe
de variables aléatoires. Plus tard, Lodve [6] a établi une ,,égalité
agymptotique de Kolmogoroff” pour une classe de variables aléatoi-
res encore plus étendue que celle de Lévy, et a démontré que les va-
riables de cetite classe obéissent & la loi forte des grands nombres.

D’autre part, plusieurs mathématiciens ont prouvé indépendamment
l'un de Pautre que la loi forte des grands nombres est satisfaite pour les
variables aléatoires liées par une chaine de Markoff dont la matrice de
passage est régulidre.

Le but du présent mémoire est d’établir la plus vaste classe de va-
riables aléatoires dépendantes 5 variances également borndes qui
obéisse & la loi forte des grands nombres. Les raisonnements vont porter
sur une suite de variables aléatoires {X,} (n =1, 2,...) dont les varian-
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ces D(X,) satisfont aux inégalités
(1) D(X,) < I? n=1,2,...
§ 1. Loi faible des grands mombres. Par définition, une suite de

variables aléatoires {X,} obéit & la lo¢ faible des grands nombres si pour
tout ¢ >0

pour

n

’ IlZ [X,—E(X)]| \

imP3 =l Ser=0,

N—r00 l n ]
ol B(X,) est lespérance mathématique de la variable aléatoire X,.

On sait (ef. [1], p. 185) que si une suite de variables aléatoires {X,}

satisfait & la condition (1), la condition néecessaire et suffisgante pour que
cette suite obéisse & 1a loi faible des grands nombres est que la condition
de Markoff soit vérifibe, c’est-a-dire que l'on ait

3
1
li _1)( X ) =o.
(2) n,]f:o n? g “
Vu que

n n n—1n-—-8
(3) D(Y X)) = Y D(Xe)+2 D) ¢2 S0V (Xgy Xir)

s=1 §=1 §=11=1

ot Cov(X,, Xopt) = B(X X)) —B(X,) B(X,,,) est la covariance entre
les variables aléatoires X, et X,,, et en tenant compte de linégalité (1),
la condition de Markoff peut s’écrire dans le cas considéré sous la forme
n—1 n—s

.1

(4) lim —

n—sc0 M

Cov (X3, Xe) = 0.

§=1 I=1

Lorsque les variables aléatoires de la suite {X,} ne sont pas en corré-
lation deux & deux c¢’est-d-dire que Cov (X, X;) == 0 pour 8 =, la con-
dition (4) est évidemment satisfaite. I1 est cependant difficile de con-
stater dans d’autres cas si la condition (4) s’aveére ou non. C'est sans doute
pour cette raison que d’autres critéres pour établir si les variables alé-
atoires obéissent ou non 4 la loi faible des grands nombres ont été inven-
tés. On connait deux couples de conditions dont chacun entraine la
condition de Markoff:

(a) La condition (1) avec celle que Von ait Cov(X,, X;) < 0 pour
tout ¢ = ¢ (voir [3], p. 246, probléme 9).

En effet, divisons les deux membres de inégalité (3) par n®. Le
premier membre de cette inégalité est non négatif, tandis que dans le

1 n
second on a lim W—ZD(X") = 0 d’aprés (1). I1 en résulte que (4)
N—00 =1

doit se présenter.

icm
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(b) T’inégalité (1) avee la convergence uniforme de Ry (eoefficient
de corrélation entre les variables aléatoires X et X;) vers 0 (ef. [1], p. 193)
lorsque |s—i] — oo,

Notons en outre la forme de la condition de Markoff dans le cas ol
les variables aléatoires de la suite {X,} ne prennent que les valeurs 0

et 1. Le théoréme de Bernstein concernant ce eas est le suivant (cf. [2]
p. 93): si

P =P(X;, =1), 1—pp =P(X; = 0),

@) W =PX,=11X;=1), 1—pf) =P(X,=0|X; =1),

W =P(Xp =1|X;=0), 1-3) =P(X;=0]|X; =0),

ol ¢ <k et k =1 et 2, la condition nécessaire et suffisante pour que la swuite
des variables aléatoires {X,} obéisse & la loi faible des grands nombres est
que Von ait

5 S )
(6) lim max kg‘lm "=2i'+‘ P =
pil—p) | —— = | =0.

ner00 1IN n n

Cette condition est une conséquence immédiate des égalités évi-
dentes

Cov (Xg, Xs) = pi(pP— p1) = pe(1—py) (0P —7F)
et 1a relation (6) semble se Iaisser écrire plus simplement sous la forme

n

2 (P8 —pi) = 0.

k=1-+1

(6") lim max 2%
o0 1<i<n N

Le couple des conditions (b) peut &tre généralisé comme il suit:
TEHEOREME 1. 87 une suite de variables aléatoires {X,} (n =1,2,...)

satisfait & la condition (1) et sl ewiste pour tout ¢ >0 un entier positif
m tel que

n

LS
n—m-+1 LJ

t=m

(7 Cov(X,, X)) |<e pouritout n >m ets =1,2,...,

lo swite {X,} obéit & la loi faible des grands nombres.
Démonstration. Etant donné une suite de variables aléatoires

{X,} satisfaisant aux conditions (1) et (7), un 6 >0 arbitraire et un
& >0 arbitraire tel que 0 < ¢ < 8/2L°, associons & cet & un nombre m
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tel que la relation (7) soit vérifiée. Examinons l'expression

n—1 n—-8
25 o, 2. -
n—lm 1 n—m n—8
s ZCOV Xy Xop)+ S—'Z Cov(Xyy Xgye)-
8=1 =1

On a en tenant compte de (7)

n—1 n—8

ZZ’ch(Xé, X, H)‘ < (—'E)z[n(m—-l)-l— ; (In—m)('n-—m—l—l)e]

<%{2nm+ me+n(l—m)+m(m—n)

nt

—m]e}

I
< o (2m—+em).

Choigissons maintenant un N tel que Pon ait L*m/n < §/2 pour
n > N. On a alors pour n >N

n—1 n-—1

1
D) Cov(X,, Xow)| < 8,

§=1 f=1

1
=

done (4) & plus forbe raison.

COROLLATRE. Dans le cas @'une suite de variables aléatoires satisfaisant
& (B) et prenant uniquement les valeurs 0 et 1, la condition (7) peut §'erire
sous la forme:

Il ewiste pour tout & >0 un entier positif m tol que

»
<& pour tout » >m et towt § =1,2,...

n
B W
1 n'm‘l“l;_m(pwk Diyr)

THEORBME 2. 8 une suite de variables aléatoires {X,} (n
satisfait & la condition (1) et so

=1,2,..)

n

1\ .
(8) lim = 3 sup|Cov (X, Xyl = 0,

t=1

la suite {X,} obéit & la loi faible des grands nombres.
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La démonstration de ce théordme résulte aussitdt de ce que (8)

entraine hm — y \ |Cov(X,, X,,,)] = 0, donc aussi (4).
8= 1 t::l
COROLLAIRE. Dans le cas oi les variables aléatoires de la suite {X,}

satisfont & (B) et ne prennent que les valewrs 0 et 1, la condition (8) prend
la forme

1 - )
Lim — (p, —p, = 0.
Lm = ki sup Di(Piie— i)l =0

Introduisons & présent la notation abrégée suivante (analogue & celle
de Lévy):

0 Bi(Xep) = B( Xyt Ko = @y, Xy = Xy, oeey Xo = @),

ol w; (s =1,..., k) sont des valeurs arbitraires de ’ensemble de celles
que prennent les variables aléatoires X, (s =1,..., k).

B (Xr,:) désigne done lespérance mathématique de la variable
X, lorsqu'on connait les valeurs des variables X;,..., X;. Ainsi
SUp | B (Xppr) — B (Xyyq)| par exemple désignera, pour ¢ fixe, la hborne
supérieure de |Ep(Xy,.)—E(Xp,,)| lorsque les valeurs que prennent les
variables X,,..., X; varient dans ’ensemble des valeurs admises.

THEOREME 3. 87 la suite de variables aléatoires {X,} (n =1,2,...)
satisfait & la condition (1) et 8'il emiste pour tout ¢ >0 un N tel que

1 n ,
W0 = N eup|B(X)—B(Xup) <o pour tout n >N,

k=1
la suite {X,} obéit a
Démonstration. On a en vertu de ’hypothése

la loi faible des grands mombres.

|COV (X, Xyio)| < Lsup| By (Xypn)—B(Xpys)l

< LSIIP [E;c-i-t——l (Xk-;-t) ’“E(Xk+i)| ’

d’olt en vertu de (10)

n—1 n—k
1
ESZ [Cov (Xyy Xpye)| < &n,

o
i

1

X

1

ot lim s, = 0. La condition de Markoff (4) est donc satisfaite.

N—>00
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Il est & remarquer que si la suite des variables aléatoires {X,}
satisfalt aux conditions

< D(X,) <I* pour
Ry >p >0

n=1,2,...,
pour seti=1,2,..,

elle n’obéit pas & la loi faible des grands nombres (c¢f. [1], p. 191).
Nous allons nous occuper & présent d’une suite de variables aléatoires
{X,} (n =0,1,...) liées par une chaine de Markoff & r états possibles.
La chaine n’est pas supposée homogéne. Désignons par @y, @, ..., &,
ol |z <L avec L >0 (4=1,2,...,7), les valeurs admises par les
variables aléatoires {X,} et introduisons les notations qui suivent:
(11) PXy=a) =poyg (E=1,...,7),
P(Xpp1 = 2| X, = a;) = pfia'-,'l) (Bhj=1,..,ret n=0,1,...);

P, = matrice de passage d’ordre r dont les éléments sont désignés
par pfP (3, =1,...,7; n=1,2,...);
n
Hy, = [] Ps = produit des matrices de passage (c’est une matrice
S="Mf1
d'ordre 7 dont les éléments sont désignés par hy(m,n) ol ¢,j =1,
r,m=20,1,... et n >m);

,
Paji =721po|jhﬁ(0,n) (t=1,...,retn=1,2,..).
On a alors

P(X, =m) =pg  (t=1,..

P(Xgps = @) Xo= m;) = hy(s, s+1)

LHrets=0,1,...),
(4, =1,...,
et t=1,2,..),

r,s=0,1,...

,
iglpm:l (n=0,1,...),
.
ﬁj,h“ (8,8+) =1 (i=1,...,7r,8s=0,1,...0et t=1,2,..)
et évidemment
hig(8, 8-+1) = p§™ (5,5 =1,...,7 et s =0,1,...).

Les parameétres des variables aléatoires considérées se laisgent derire
comme suit:

r s
B(X,) zizll B Pspi

D(X,) <I* (s=0,1,...),

(s =0,1,...),

- icm®
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la condition (1) est done vérifiée;

B(Xl Xs = m;) = Zm,ht,(s,s-}—t) (s=0,1,...et t=1,2,..),

B(X X)) = Z_,‘ & Psji 2 @;his (s, 8-+1) = Z 2058 (X1 )| Xs = ;)

i=1
(s =0,1,... et t =1,2,...);
enfin,
‘(1?‘) COV(XS) Xs-,'-t) = Z,; T Psyi [E(Xs-)-tIXs: wi)"'E(XH-t)]
i=

= 21 2 Payi Z;wi [hij (8, 8+ 1) —Dsryy].
1= i=

Pour faire usage du théoréme 3 dans le cas de variables aléatoires
lides par une chaine de Markoff, introduisons la notion de chaine d’er-
godicité stationnaire de degré a (cf [9]).

Définition 1. Une chajne de Markoff dont les matrices de passage
sont P, (n =1,2,...) est dergodicité stationnaire de degré a, lorsqu’il
existe un nombre a tel que 0 < a <1 et qu'il existe pour tout ¢ >0
et tous 4,7,k =1,...,r un N & partir duquel on a

(13) Thi(s, s+ 1)—hyy(s, s1)] < &

o

1
n

Ft\ﬂ .

pour tout s =0,1,... (n > N).

TukorEME 3'. Toute suite de variables aléatoires {X,} (n =0,1,...)
liées par une chaine de Markoff & wn nombre fini d’éats et dont Vergodicité
stationnaire est de degré o = 1 obéit & la loi faible des grands nmombres.

Démonstration. Multiplions par pg les deux membres des inéga-
lité (13) pour & = 1,...,r et prenons-en la somme suivant k. On trouve
successivement

Vpsw-Zm,,(s s48)— (s, s+H1) < e

o=

et 4 plus forte raison

[his (s, 8+8) — Ry (s, s+0)]) < e,
d’ou

1 n
(14) ;;g [Bij (85 8+ 1) — Doyl < e
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11 résulte de ’estimation

k(3
1 !
= X sup B, (X,.0— B
t=1

n

1 1
=EZ sgp @;[hij(s, 841)—

=1 7=1

n r
1 R
< 2 Z 3y (5, 84+ 9= D]

=1

(Xs+t)[

Daii]

r

_Z _\ SuD (o] iy (s, 8+-) ez

//\

n

’l'-" 1 ‘
Lf‘; E’ZSEP Vi (85 8+ 1) — Doyl < Iie

N

t=1
que la suite {X,} satisfait & (10). Reste & appliquer le théoréme 3.

§ 2. Loi forte des grands nombres. Par définition, une suite de
variables aléatoires {X,} (» = 1, 2, ...) obéit & la loi forte des grands nom-
bres §i Von peut associer & tout couple de nombres, ¢ >0 et 5 >0, un
entier positif N tel que pour tout entier positif » la probabilité pour que
r inégalités

Isn—E (Sn)l
n

<& ol w=N+4+1,..,N+7r

soient satisfaites simultanément, soit inférieure & 1—1n (S, étant iéi la
n
somme de n premiéres variables, 8, = > X;). Alors on dit aussi que la

F
B(8,)
“n

variable aléatome tend & 0 presque ocertainement, ou pres-

que sdrement ou avec la probabilité 1.

On connadt ¢ing conditions (ou couples de conditions) suffisantes pour
qu'une suite de variables aléatoires {X,} assujebtic & (1) obéisse & la loi
forte des grands nombres. Les voici:

(¢) Bn(Xppn) = B(X,) pour tout m =1,2, ..

Zsuplr o1

1,:1

. (cf. [B]).

1
(d) Convergence de B(X;.,)| vers 0 avee "

(cf. [6], théoréme H).
(e) Equivalence des
(ef. [77).

variables aléatoires {X,} (n==1,2,...)

icm
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(f) La suite {X,} olt —oco < m < +oo est stationnaire et il existe les
espérances mathématiques B (X,).
8y —E(8Sn)
n

Pour assurer la convergence presque certaine de

vers 0, il suffit d’y ajouter la condition (2) (cf. [8]).

o n—1
1

(®) ';‘—;gcovm, X,) < oo

('est 1a condition (d) qui se laisse généraliser le plus facilement,
4 savoir en généralisant le lemme de Kolmogoroff sur lequel repose 1a
démonstration du théoréme de Kolmogoroff relatif aux variables aléatoires
indépendantes.

En outre, M. Lodve a établi un théordéme (cf. [6]) d’aprés lequel
silon a (1) et s’ existe un nombre g tel que 0 << § << } et que

(cf. [4]).

. 1 e .
lim —r M up | B(Xop) — B (Xap)] = 0,
s=1

Ia suite {X,} obéit & la loi forte généralisée des grands nombres, & savoir

Sa—E(8,)

PR
oréme -se laisse également généraliser.

1EMME GENERALISE DE KOLMOGOROFF. Soit A, ensemble des valeurs

de la variable aléatoire X, (n = 1,2,...). Lorsqu'il ewiste un a tel que

0 < a <1 et que Pon peut associer & tout ¢ > 0 un entier positif N tel que

tend presque strement vers 0 pour tout » >0. Ce thé-

1 n ,

(15) = D S| B(Xoy) — B Xa)| < ¢

§=1

pour tout n >N ef tout k =1,2,...,
on a
DS M

(16) P{max |8y —my| =10} < —(20—)2—

1<ksn C

pour tout n >N et tout ¢ >0,

o my = B(8Sy) pour k=1,2,... e¢ M >1 est une constante.

Démonstration. Etant donné un ¢ >0 arbitraire ¢t vn » > N,
soit Z 1’événement consistant en ce qu’une au moins des = inégalités

[8p—mgl <nC (k=1,...,m)
n'est pas vérifiée. Considérons les variables aléatoires ¥, (b =1, ..., n)
telles que
¥, = {1 8 |8x—my| > n°C, mais |S;—my| < 2°C pour 1 =1,2,...,
0 dans tous les autres cas.

E—1,
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En tout point de l’espace des échantillons, on a ¥, = 1 tout au plus

n). On a done en tout point de cet espace S‘ Y, =
Icll

pourun k (k =1,

’
=0 ou 1, d’m‘lL’Z P(Z(Yk=l))=P
k=1 k=1

(Z), et par conséquent

n
2 Yk < (Sn_‘ mn)zy d’olt E[(

n
(8, — my,)? 8n—my)2 3 Y1 < D(8,), ¢'est-d-dire
k=1 k=1
n
(17) kZl (B (Y (8n—my)?] < D(8S,).
Introduisons la notation
Z,’ [X—B(Xy)] (k=1,...,m),

qui nous servira dans I’évaluation des composantes du membre gauche de
T'inégalité (17). On a

Sp—my = (Bg—mp)+ U,y (F=1,...,0—1),
—ma)t] = B[y (8p—mp)2]+ 2B [ Y Ugyr (Sp— mi) ]+ B (X, Uky1)
= B{ Y (8p—mp)2 ]+ 2B [ X3 Upyr (S — mz) ]
= {B[(Sy—mp)*| ¥y = 114+ 2B[ Uk (Sp—mi)| Yo = 1} P( X, = 1).
En portant dans (17) I’évaluation obtenue, on trouve

D(8.) Zg,; {BL(Sk—mi)*| Vi =114 2B[ Upyr (S—mae) | Y3 = 11} P (Y, =1)

BlY(Sn

>3 :{an‘*amzmom 3 ’EXS—E(XE))IY,G =1]}P(¥; = 1)

Z 02 4-2n°0 2 LB( (Xoae) JP (X3 +1).

En vertu de la formule suivante, facile & établir:

(Xoyre| ¥y = 1)~ B(

(Y| T ey, Tied)) < sup B(Tpul Ko = 3y, ..., Ko = )
l=’,‘ll,€,,.,lk
< sup E(Xa-(—chXk = By, oy Xy = 2y,

X@
e

dicdiet1=1,2,...,k,
il vient

n-k n
LZ! (B(Xop| Yy = 1) — B (Xy,2)]| <a§ VB (Xoyre| Yo = 1)~ Xyl

a

n
< .921 sup lEllc(-Xs—Hc) ’”E(Xs+k)! < EnN

oi lim g, = 0 d’aprés la condition (15).

N—p0Q
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Ainsi,
n

D(8y) = Y (n*C"—

20*Cen) P(Y; = 1),
c’est-a-dire
D(8,) > n¥C* (1 “"")P(z
ce qui entraine
P(Z)y < D(Sn)

0t (1—2¢,/C)
Cependant, on a

1
< y im e, = 0.
1o 28n/0 1te, on nhﬂsn 0
Par conséquent
D(8.)M
P(2) S~ pm—  pow n >N,

ot M >1 est une constante.

THEOREME 4. 8¢ une suite de variables aléatoires {X,} (n =1,2,...)
satisfait & la condition (1) et la série

(18) gisup BL(Xap1)—B(Kay)l

converge, (8,—my)[n® converge presque sirement vers 0 pour tout « > %.
o

Démonstration. La série D sup|B;(Xe.p)—P(X,,;)] converge
8§=1

uniformément suivant ¥ = 1, 2, ..., puisque elle est majorée par la série
(18), qui est convergente par hypothése. Par conséquent, la condition
(15) est satisfaite pour tout a > 0, ce qui permet d’appliquer & la suite
{X,} le lemme généralisé de Kolmogoroff. On & done pour tout a >0,
tout ¢ >0 et tout n >N

D(8,) M,

19) P{max |Sy—my] > n°C} < —5 ot M, >1.
i<k<n n?C
Pour évaluer D(8,), on a la formule
n—ln-—1
D(8,) = 2 D(X,)+2 ZitZ:OOV(Xn Xs+t)
8=1li=
et leg conditions (1) et (18), d’ol
D(8,) < L*n+2nM, < M,n,

ou M, >0 et M; > 0 sont des constantes.
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On a done pour tout 0 >0 et #» >N et pour tout o tel que 0 <a <1

u M
(20) P{max|S—m| >n0} <

Ta 192 1
1<k<n n (4

olt M >0 est une constante. Soit y >0 arbitraire. Il s’ensuit de (20)
que

P{ma,x MA>%}< MVG’ pour n > N.

Gas
<hen BT n*

En y posant ¢ = n* ol 0 < ' < 9, on en tire
18— my| < 1 } M
n

20-1-++2y"

P{ma.x pour n >N.

o = y—
1cken B s

o
Posons A présent « >} etn = 2" (» =1, 2,...). La srie Y 27701+

y=l

8—my,
converge et d’aprés le lemme de Borel-Cantelli max l—lrvz—l
1gh2? 2( +)

alors presque certainement vers 0. Soit 27! <n<<2’. On a alors

converge

._1., .._.l_ et max Mlz
or(a+y) > (2n)*+? B orat+y)

convergeant presque stirement vers 0, (8,—m,)/n*** converge & plus

forte raison presque stirement vers 0 (quel que soit y >0 ot a > §).

THHEOREME 5. Si une suite de variables aléatoires {X;} (n =1,2,...)
satisfatt & la condition (1) et sl ewiste un a tel que 0 < a <1 et que T'on
peut associer & tout ¢ >0 wun entier positif N tel que

n
\ . ,
(21) o O BT~ B0 < o

pour tout m >N e tout + =1,2,..., (8,—my,)[n converge presque sdre-
ment vers 0.

Démonstration. Il résulte de (21) d’aprés le lemme généralisé de
Kolmogoroff que

o D(S)M
P{E%x |Sp—my| =00} < w?%ﬁj
pour tout » >N et tout ¢ >0, M, > 1 étant une constante. Bn posa.nt
0 =n'"%, ol ¢ >0 est arbitraire, il vient
S| 8} _ D8,
n

S

f
P lma.x

2 2
<t <n ne
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Evaluons la variance D(8,). On a
D(8,) < I'n+2M,n't" < Myn'+e
o My >0 et M, >0 sont des constantes. On en tire

Sp—my M
P{max I_k__il, > SI < 'i 4
1<k<n n ,‘ n"

&

0i1 M, >0 est une constante. Si I'on pose n = 2" (v =1, 2,...), la série

Z 9*(=9 converge, vu que 0 < a < 1 par hypothése. On conclut done en

v=1

vertu du lemme de Borel-Cantelli que

" 185 — ] A
(22) max — converge presque sirement vers 0.
1<kg?

En posant 2 7' <n <2, on a 1/2° >1/2n et (22) entraine la thése
du théoréme.

Nous allons envisager 4 présent une suite de variables aléatoires
{Xa} (n =0,1,...) lides en une chaine de Markoff et voir, en gardant
les notations (11) introduites, quelle est la forme que prennent dans ce
cas les conditions suffisantes qui viennent d’étre étudiées, pour que ces
variables obéissent & la loi forte des grands nombres.

Une telle suite de variables aléatoires satisfait & la condition (1)
e, vu la propriété de la chaine de Markoff, on a

r

By (X)) = 7»2 P (X = @) Xy 1 = @5y Xy =gy oeny Xy = y,_))

La condition de Lévy (voir (c), p. 296) prend alors la forme
(23) 2 — D) = (n=1,2,...eb i =1,...,7).

Dans le cas particulier ol les variables aléatoires X, (n = 0,1, ...)
ont la distribution des 0 et 1, c’est-a-dire que
P(X,=1)=p,
(24) (Lo =1) = Py n=0,1,..),
P(X, =0)=1—pu

Colloquium Mathematicum X.2 . 8
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1a condition (23) se réduit & la suivante:

PD=py =1,2,...ebt4,j=1,..,7);

la matrice de passage P, est donc ergodique pour tout w = 1,2, ...
variables aléatoires X, sont ici indépendantes.

La condition de Loéve (voir (d), p. 296) peut s’écrire dans le cas d’une
suite de variables aléatoires {X,} liées en une chaine de Markoff sous la

forme
n r
1 Y 1
— E max =0
[ q n
S=1 i=1

ce qui revient en particulier dans le cas (24) de variables aléatoires ne
prenant que les valeurs 0 et 1 &

1 1
fal § o __ —olz
" £ m?x [Py — Dol = 0 (n)'

Quant & P'application du théoréme 4 & une suite de variables aléatoires
{X,} lies en une chaine de Markoff, la condition (18) devient

gmaszw,

=1

Les

(P8 —pay)

(25)

—Pay)

En particulier, dans le cas (24), la condition (25) devient

Ymax | — sl < oo

En rapport avec le théoréme 4, on peut introduire la définition sui-
vante qui en simplifiera I’énoncé dans le cas d'une suite de variables
aléatoires liées en une chaine de Markoff:

Définition 2. Une chaine de Markoff dont les matrices de passage

gont P, (n=1,2,...) est extra-ergodique lorsque
Zmaxlpﬂ —Pgyl < oo pour tout j=1,2,...,r.
§=1 %
THEOREME 4'. 8¢ une suite de variables aléatoires {X,} (n == 0,1,...)
est lide en une choine de Markoff ewtra-ergodique,
: Sp—my,
(26) B tend presque sdrement vers O pour lowl « == §.

Démonstration. Il suffit de montrer que la condition (18) du
théoréme 4 est satisfaite pour les variables considérées. Or cela résulte
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de 1’estimation

I\

sup | B (X

o) =B Xy = Y'max| 3a,(plf)—payuy)
§=1 j=1

<.
]

<L Zma,x y [pg )*Ps-nu < LZ Zma.x L’PM )*‘Z’s+m‘)

8=1 j=1

r

= Z Zma‘x ].'p(s+ )__pa—lul

=1 8=1

En particulier, une suite de variables aléatoires liées par une matrice
de passage réguliére est extra-ergodique (cf. [9], théoréme 6); elle obéit
par conséquent pour tout o > % & la loi forte des grands nombres de la
forme (26).

Quant aux conséquences du théoréme 3 pour une suite de variables
aléatoires liées en une chaine de Markoff, on a d’abord

r
By Xope) = B(Xopil Xy = @) = Zwﬂm(t, s-+1).

j=1

Pour de telles variables aléatoires, la condition (21) prend la forme
suivante: il existe un « tel que 0 < a<< 1 et que 1’on peut associer & tout
e >0 un entier positif N tel que

n
1
7 2 max\Zmythnt | B

&7
pour tout n >N et tout t =1,2,...

Si les variables aléatoires X, ont les distributions (24) et sont lides
en une chaine de Markoff, la condition (21) se simplifie: il existe un «
tel que 0 < a << 1 et que l'on peut associer & tout ¢ > 0 un entier positif
N tel que

n
28) = Dlmax b, 540~ Pusnl < o
8=1
pour tous n > N et tout t >1,2,...
Si Pon tient compte de la définition 1 (p
5 la conséquence qui suit:
5'. Toute suite de variables aléatoires {X,} (n =1,2,...)

. 295), on déduit du théoréme

THEOREME 5.
lide en une chaine de Markoff d'une ergodicité stationnaire de degré a ot
0 < a<<1 obéit & la loi forte des grands mombres; (8,—my)[n tend donc
presque sirement vers 0.
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Démonstration. Il suffit de montrer que la condition (27) est
satisfaite. Or cela résulte de Pestimation

n r
1
— m?JX‘Z”y[hﬁ(i; 8- 1) — Doyl
=

a
n “r i
n r
1
<22 D max 3 o i 80— pasa)
=1 ' jo

” n
1
< LZFZIH?JX [Py (8, 841) — Doy iyl
=1 =1

et d'une propriété des chaines dune ergodicité stationnaire de degré
a ol 0 <a<1(cf [9], lemme).

En terminant, je tiens & remercier les professeurs IE. Marczewski,
O. Ryll-Nardzewski et K. Urbanik pour leurs conseils concernant la ré-
daction définitive de ce mémoire.
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SUR LE CONTACT DES COURBES DANS LES ESPACGES
METRIQUES GENERAUX
PAR
8. GOLAB Er Z. MOSZNER (CRACOVIE)

§ 1. La théorie des courbes dans les espaces métriques généraunx
entre progressivement dans le domaine de plus en plus vaste, dominé par
la géométrie différentielle classique des courbes. Il y a quelques années,
parut la note de Haantjes et Nottrot [1], dans laquelle les auteurs ont
introduit la notion de direction (appliquée au point fixé d’un espace mé-
trique général), notion fondée sur celle de mesure d’un angle, introduite
par Menger [2] pour les triplets. Cependant cette notion de mesure, bien
adaptée & V'avis de Haantjes & Pespace euclidien, n’est pas généralement
adéquate. C’est pourquoi I'idée nous est venue de baser la notion de direc-
tion sur une autre qui nous semble bien adaptée anx espaces généraux,
a savoir sur celle de contact des arcs simples. Les ares simples (ensembles
des points homéomorphes au segment 0 < # < 1) peuvent ne pas exister
dans un espace métrique général. Tel est par exemple I’espace quelconque
avec la métrique zéro-un, ou bien un ensemble au plus dénombrable guel-
conque avec la métrique arbitraire. Nous n’allons pas nous occuper ici
de Dexistence des arcs simples dans les espaces considérés, mais envisa-
gerons plus précisement la notion de contact entre eux dans les espaces
métriques généraux (autant qu’il y existent), discuter les difficultés liés
4 cefte notion et, entre autres, établir un théoréme gui n’est pas connu
4 notre avis méme pour les espaces euclidiens.

§ 2. Soit F l'espace pourvu d’une métrique satisfaisant aux postu-
lats connus de Fréchet. Les éléments de Pespace E, appelés dans la suite
les points, seront désignés par des minuscules latines, les majuscules
latines étant reservées pour désigner les courbes, en particulier les arcs
simples. La distance entre p et g sera designée par ¢(p, ¢q).

La distance d’un point a e F 4 I’ensemble A C H, définie par la formule

dat .
1) Q(“yA)szQ(an);
Ze.
peut ne pas é&tre atteinte pour certains points z¢A . Toutefois, si ’ensemble

4 est compact, il existe pour tout a<A au moins un point seA pour
lequel cette distance est atteinte.
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