SUR UNE EXTENSION DU THEOREME DE CONVEXITE
DE M. MARCEL RIESZ
PAR
R. SALEM (CAMBRIDGE, MASS)

(1))11 doit & M. Marcel Riesz le théoréme fondamental sui-
vant™):
Soit M{a, 8) le maximum de la forme bilinéaire complexe

L3

n
2 2 ayxy
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sous les conditions:

Sse <, DPARES!

La for?ction log M(a, B) est une fonction convexe du point (2, §)

dans le triangle 0<a<1, 0B, at+p=1.
. En 1939, M. Thorin a généralisé ce théortme de la fagon

suivante %) :

Soit f (‘zl, w Zn) Une fonction enticére des n variables. complexes
21y s B Soit V un domaine borné dans Pespace euclidien a n di-
mensions de coordonndes vy,..,0.. Soit Ma,,..,0,) le maximum
de |f(zy, ..., 2,)| sous les conditions:

‘ZII= Dallis

. |z, = oo, (0 ) V.

Dans ces hypothéses :
1° si 0 <4d<m<B<oo pour k=1, .,n, logMa,..,an est
une fonction convexe du point (ay,..,as) dans fout lespace
=00 < gy < 00 (k =1, .., n)
20 s?' ok 20 pour k=1,..n, log M(ay, ., 0. est convexe dans
le domaine

0< ax < oo (e =1, oy n).
WM. Riesz, Sur les maxima des formes bilinéaires et
) s } i les ton-
nelles2 lzgéaires, Acta Mathematica 49 (1926), pp. 463-497. et sur Les fonetion
) G. O. Thorin, An extension of a convexit ¢
¢ : 2, C ] ty theorem due to M, Riesz
Kungl, Fysiografiska Sallskapets i Lund Forhéndlinger 8 (1939), nr, 14. o
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Fn 1944, MM. Tamarkin et Zygmund ont fait connaltre
une démonstration simple et élégante de ce résultat®). Le but
de la présente note, inspirée par la méthode de MM. Tamar-
kin et Zygmund, est de montrer que le théoréme de M. Tho-
rin est une conséquence presque immédiate de la théorie des
fonctions sons-harmoniques; de plus, notre démonstration nous
permetira d’étendre encore le théoréme en supposant seulement
que la fonction |f(zy,...,2.)| est une fonction sous-harmonique des
n pariables complexes z,, ..., Zn.

1! est bien connu que la deuxidme partie du théoréme est une
simple conséquence de la premiére. Nous nous bornons done
3 en démontrer la premiére partie.

Le point (oy,...,vs) appartenant au domaine ¥, mous pouvons
poser:

20 =¥ St img (k =4,...,n),
ol 1y, ... 7n sont complédtement arbitraires et ot le point (&, ... £n)

appartient 4 un domaine borné D correspondant a (eﬁ, ...,eE")eV.

Posons

ay = a + A log ¢ ' (k=1,.,n),

les ap ot A, étant des quantités réelles fixes, et { étant une va-
viable réclle positive. M(ay, ..., an) devient une fonction de ¢, soit
M(#), et nous avons i monirer que logM(f) est une fonction
convexe de logt.

Posons, pour p =1:

oty = f|flefie +isiosntom, utentdniost i |

dé ..d€ dn, .. dy,

Pintégrale étant étendue au domaine
(k=1,...n), gy s En) € D

i on considére maintenant f corme une variable complexe,
toe® (¢>0), Vintégrale I(#) est, pour un choix déterminé du
logarithme, une fonction sous-harmonique de &. De plus, il est
aisé de voir que cetie fonction est uniforme et que Lty = L(e),
la fonction ne dépendant que du module de £ Nous avons, en
effet:

Eulan + Aclog o + Mio) -+ imk = (e + A log ) +i{me + Ao)

“) T D Tamarkin and A Zygmund, Proof of a theorem of Thorin,
Bulletin of the American Mathematical Society 50 (1944), pp. 279-282.
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et notre assertion est une conséquence immédiate du fait que
Iiniégrale est étendue & toutes les valeurs possibles des varia-
bles 7 (mod 2m).

Or il est bien connu que, () étant sous-harmonique, log I,(¢)
est une fonction convexe de log ¢ et, puisque M) = lim [L,()]"r,
il suffit de faire crofire p indéfiniment pour obtenir le résultat
annoncé,
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REMARQUE SUR UNE HYPOTHESE DES CHINOIS
CONCERNANT LES NOMBRES (2°—2)/n
PAR
W. SIERPINSKI (VARSOVIE)

Les mathématiciens chinois pensaient que le nombre (2°—2)/n
ne peut pas dire entier lorsque n est un nombre composé.

M. Banachiewicz!) a trouvé en 1909 cing nombres natu-
rels n.< 2000 pour lesquels I'hypothése des Chinois est en défaut 2).
Le plus petit de ces nombres est 341 =11-31.

Je vais établir ici Pexistence d’une infinité de nombres com-
posés n pour lesquels (2»—2)/n est un entier.

A ce but, puisqu’il existe
(%) un nombre impair composé n pour lequel (2"—2)/n est un entier,
il suffit de montrer que, pour tout n jouissant de la propriété («),
il existe un k>n qui en jouit aussi. Or, il suffit de poser:

k=2"—1.

En effet, soit ¢ un diviseur de n et 1 <g<n. Alors, on a
d’abord 1 <27—1<2"—1=%k et on voit sans peine que 27— 1 est
un, diviseur du nombre k, qui est par conséquent composé et par
définition impair. Enfin, n étant impair par hypothése, (2*—2)/n
est évidemment pair et par conséguent sa moitié m= (2*~!—1)/n
est un entier; comme 2*~!—1 =mn, on a:

Oh—1 = 920" 4 — 1) _ Otmn @em  don 2t l—f == (20)m—{
de sorte que 2*—1—1 est divisible par 2*— 1=k et il est évidem-
ment de-méme du nombre 2(2*—t—1)==2+—2, c¢.-a-d. (2*—2)/k
est un entier. Ainsi, k jouit de la propriété (»), c. q. £ d.

) T. Bangchiewicz Comptes rendus dela Soc. des Sc. et de Lettres
de Varsovie, Classe III, Année 2 {£909), p. 9.

%) La Rédaction vient d’apprendre par une lettre récente de M. Ban a-
chiewicez qu'il v en a exactement sept (mais qu’il n'en a trouvé le troisiéme
et le quairidme gue plus tard), 3 savoir: 341 =11.31, 561 =3.11.17, 6452=5.5.43,
1105 == 51317, 1387 =19-73, 1729==7.13.19 et 1905==3.5.127,
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