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1. Equations de Navier-Stokes. On dispose de deux méthodes pour établir les
équations fondamentales de la mécanique des fluides. La premiere, microscopique, re-
monte & Navier, Cauchy et Poisson et consiste a déduire les équations macroscopiques a
partir de certaines hypotheses sur le comportement des particules constituant le fluide.
Considérée longtemps comme irréaliste, cette approche a retrouvé de nouveau la faveur
des physiciens.

Dans la deuxieme méthode, basée sur I’hypothese du continu et introduite par d’Alem-
bert, Euler, St. Venant et Stokes, les spéculations moléculaires sont, au contraire, éludées,
au profit d’une analyse des phénomeénes macroscopiques a ’aide des seules hypotheses et
variables macroscopiques.

1.1. Approche microscopique. L’hypothese moléculaire, avancée en 1822 par Navier
dans I'étude du mouvement d’un fluide incompressible qui consiste a supposer “ce corps
comme un assemblage de molécules placées a distance tres petite les unes des autres et
susceptibles de changer presque librement de position les unes par rapport auzr autres’
[100], n’était pas une idée nouvelle [27].

En 1738, pour expliquer des phénomenes macroscopiques, telle la pression d’un gaz
agissant sur les parois d’un récipient, D. Bernoulli représentait le gaz par un ensemble
discret de particules matérielles en mouvement selon les lois de la mécanique classi-
que. Et, avant Bernoulli, certains philosophes grecs, tel Démocrite, avaient déja défendu
I’hypothese que les “atomes” qui constituent un corps continuent a bouger, méme si le
corps en question parait immobile.

L’aspect novateur du mémoire de Navier était autre : il introduisait les effets de visco-
sité, a savoir 'influence des processus de dissipation d’énergie qui ont lieu lors du mouve-
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ment des particules du fluide. Ce frottement interne visqueux, cause de l'irréversibilité
thermodynamique, s’exprime en transposant I'impulsion des régions aux grandes vitesses
vers celles aux vitesses plus petites. Selon Navier [100] “il est nécessaire d’admettre ’exis-
tence de mouvelles forces moléculaires qui sont développées par I'état de mouvement” et
postuler, en conséquence, que “les actions répulsives des molécules sont augmentées ou
diminuées d’une quantité proportionnelle a la vitesse avec laquelle les molécules s’appro-
chent ou s’éloignent les unes des autres’.

Par des calculs assez compliqués, que nous n’allons pas présenter ici, Navier parvient
enfin aux “équations indéfinies” régissant le mouvement d’un fluide incompressible et
auxquelles son nom restera depuis attaché. Il s’agit du systeme :

szt}Hv-V)v] — pAv=pf—Vp

V-v=0

(1.1)

ou la vitesse v(t,x) et la pression p(¢,x) & l'instant ¢ et au point x sont les inconnues,
tandis que p, p et f représentent les données du probleme, & savoir la densité (constante,
dans le cas des fluides incompressibles), la viscosité et la force extérieure agissant sur le
fluide par unité de volume. Pour la présentation originale de Navier on se reportera a la
rédaction simplifiée donnée par R. Dugas dans [36].

Comme nous 'avons déja fait remarquer, la voie suivie par Navier parait aujourd’hui
irréaliste quand on la compare a celle de Stokes. Il a fallu attendre I'introduction des
méthodes de la mécanique statistique pour donner une justification rigoureuse de ’ap-
proche moléculaire. Essayons de comprendre pourquoi.

Si on suppose un fluide constitué par un ensemble fini de N particules dont 1’évolu-
tion est dictée par les lois de la mécanique classique, leur nombre est trop grand pour
que lon puisse penser déterminer avec précision la position et la vitesse initiales de
chaque particule. Et, méme si on y parvenait, on ne saurait résoudre un systéeme de
6N équations différentielles en 6N inconnues (3N positions et 3N vitesses), sauf dans
des cas bien particuliers. Enfin, méme si I'on disposait de la solution exacte donnant la
trajectoire de toutes les IV particules, on imagine difficilement comment ces informations
nous permettraient de déterminer les quantités macroscopiques fondamentales, telles la
vitesse v et la pression p du fluide.

C’est pourquoi le recours aux méthodes de la mécanique statistique est indispensable.
Le probleme consiste alors a prédire le comportement probable de I'état dynamique du
systeme a partir d’'une description incompléte a un instant donné. C’est le point de vue
introduit en 1867 par J. C. Maxwell et qui culmine par les théories de L. Boltzmann en
1872. Or, sous certaines hypotheses, il est possible de déduire les équations de Navier-
Stokes des fluides visqueux incompressibles a partir de I’équation de Boltzmann de la
mécanique statistique. Nous ne développerons pas ce point de vue ici. Le lecteur intéressé
trouvera une analyse complete dans les livres de C. Cercignani [26, 27] et de M. Shinbrot
[121] et dans les travaux récents de C. Bardos, F. Golse et D. Levermore [1-4].

1.2. Approche macroscopique. Dans ’approche macroscopique un fluide est identifié
a un milieu continu. Cela vaut dire que chaque petit élément de volume est si grand
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qu’il contient encore un nombre considérable de molécules. Quand on parle alors d’un
point du fluide, on pensera plutot a un élément de volume “physiquement” infinitésimal
et suffisamment petit par rapport & celui du fluide, mais grand par rapport aux distances
moléculaires.

Si 'on dispose des équations constitutives d’un fluide, la description de son mou-
vement va étre complétement déterminée par la connaissance de la vitesse v = v(t, x)
et de deux quelconques de ses grandeurs thermodynamiques, notamment la pression
p = p(t, z) et la densité p = p(t, x). Ici on prendra garde au fait que x ne représente pas un
“point” du fluide comme dans la description précédente, mais un “vrai point” de ’espace
R3. De méme, la variable temporelle ¢ sera supposée réelle et, sauf indication contraire,
positive. Enfin, v(¢,z) représente comme d’habitude un champ vectoriel dans R3, & sa-
voir v(t,x) = (vi(t,x),va(t, x),vs3(t, z)), tandis que p(t,x) et p(t,z) sont deux champs
scalaires.

Venons-en finalement a la déduction de I’équation fondamentale des milieux continus,
celle qui exprime la loi de conservation de la matiere et qui est connue sous le nom
d’équation de continuité. Nous allons suivre ici la présentation de C. Truesdell [130] et
celle de L. Landau et E. Lifchitz [79].

Si 'on désigne par V un volume arbitraire de ’espace, plus précisément un ouvert
borné régulier de R3, alors la diminution de matiere & I'intérieur de V, soit *a% v pdz,
doit étre égale a la quantité totale de fluide sortant en 'unité de temps du volume V),
soit le flux de matiere sortant de la surface V. Or, puisque les “particules” du fluide
se déplacent le long des courbes intégrales X = v(t, X), le flux sortant est donné tout
simplement par la quantité f oy PU - ndS, ou n désigne le vecteur unitaire normal orienté
vers lextérieur et dS représente ’élément de surface. En égalant les deux expressions on

obtient 5
——/pdm:/ pv - ndS (1.2)
ot Jy av

et, grace au théoreme de Stokes, puisque V est arbitraire, on arrive a 1’équation de con-

tinuité bien connue 5
D
— + V- (pv) =0. 1.3
LV () (13)
Dans le cas des équations de Navier-Stokes incompressibles la densité p du fluide est
considérée comme invariable, c’est-a-dire constante en tout point et pendant tout le temps
du mouvement. Le fluide est dit alors incompressible puisqu’il n’y a ni compression ni

dilatation notables et I’équation de continuité prend, pour p=const, la forme
V.v=0. (1.4)

Pour que le bilan soit complet, il ne nous reste qu’a déterminer trois autres équations
faisant intervenir la vitesse v(t,x) et la pression p(t,z) du fluide. Il s’agit de modifier
les équations d’Euler gouvernant le mouvement d’un fluide parfait en tenant compte des
effets dus a la viscosité.

Considérons encore un volume arbitraire V et écrivons, cette fois-ci, [’équation de
conservation de l'tmpulsion pv. Pour cela, il nous faut tout d’abord évaluer la force totale
s’exergant sur le volume V. Elle comporte trois termes.
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Si le fluide est soumis a une force extérieure f (la gravité, par exemple), le premier
terme de force agissant sur V est donné par fv pfdx. Vient ensuite l'intégrale de la
pression p sur la surface 9V du volume, soit — |, 5y pndS. Enfin, il faut tenir compte de la
viscosité, qui intervient sous forme de forces de contact dues au frottement interne, qui
ne prennent naissance que si différentes régions du fluide se meuvent avec des vitesses
différentes. C’est pourquoi les forces visqueuses de contact, ou, pour utiliser un langage
plus précis, le tenseur visqueux des contraintes T, doit dépendre des dérivées de la vitesse
par rapport aux coordonnées. Des considérations d’invariance, rotation et translation
pour le tenseur 7 et d’isotropie pour le fluide, permettent de déduire la forme la plus
générale de tenseur 7, ou la dépendance par rapport aux dérivées de la vitesse est au plus
linéaire, a savoir I'expression tensorielle

1.
oxy, + ox; (1.5)

Ici A et p sont les coefficients de viscosité de Lamé, ne dépendant pas de la vitesse du
fluide, et §;; est le delta de Kronecker.

Finalement, la viscosité donne une contribution f oy T-ndS & la force totale qui s’exerce
sur le volume V.

i = AV - 0)6i + <5‘w 8vk> .

L’équation de conservation de I'impulsion s’écrit alors

Q/pvdx:—/ pv(v-n)dS—i—/pfdx—/ pnd5+/ T -ndS. (1.6)
ot Jy av v av av

Faisant appel encore au théoreme de Stokes et en se limitant au cas qui nous intéresse,
celui d’un fluide incompressible, on parvient finalement aux équations

p [Z-F(U-V)v} =pf — Vp+ pAv, (1.7)

qui, avec I’équation V - v = 0, permettent, en principe, de caractériser completement le
mouvement d’un fluide visqueux incompressible, & savoir déterminer sa vitesse v(t, x) et
sa pression p(t,x) en tout point et tout instant, en supposant connues les valeurs de ces
quantités a un instant to donné.

Si on introduit la viscosité cinématique v et la pression cinématique P du fluide par
les relations :

_. K
v=:=
0
(1.8)
P = P
p
alors les équations (1.4) et (1.7) prennent la forme bien connue
ov
 Av = —(v- _VP
5~ VAV (v-V)v—=VP+f (1.9)
V.-v=0.

Dans les pages qui suivent, c’est sous cette forme que nous étudierons les équations
de Navier-Stokes incompressibles.

Le plus souvent, la pression P sera éliminée a l’aide de l'opérateur de projection P
de Leray-Hopf sur le champs de vecteurs & divergence nulle. Ainsi, par abus de langage,
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nous chercherons les “solutions v” du probleme

Ov
5 —vAv =P V)v—-Pf (1.10)
Pv=w

au lieu des “solutions (v, P)” du systéme (1.9). Enfin, nous allons nous limiter au probléeme
idéalisé ou la variable z varie dans I’espace R? tout entier.

Une derniére remarque. La complexité de I’équation (1.7) est essentiellement due & la
compétition entre le terme non-linéaire de convection de quantité de mouvement, p(v-V)v,
et le terme linéaire de diffusion visqueuse, pAv. L’ordre de grandeur du rapport de ces
deux termes

lp(v-V)v| pV?/L LV
udol T wV/LE T v

définit une quantité, nombre de Reynolds, qui fera I'objet des pages suivantes.

(1.11)

2. Nombres de Reynolds. En utilisant les propriétés d’invariance d’échelle des
équations de Navier-Stokes nous pouvons introduire des parameétres, les nombres de Rey-
nolds et de Froude, propres a I’écoulement d’un fluide.

Pour un probleme donné, soient L et V respectivement sa longueur et sa vitesse
caractéristiques, ces nombres étant choisis un peu arbitrairement. Si, par exemple, on
considere ’écoulement d’un fluide autour d’une sphere, alors L peut étre a la fois le
rayon ou le diametre de la dite sphere, tandis qu’on peut prendre pour V' le module de la
vitesse du fluide a l'infini. Le choix de L et V' détermine une échelle T = L/V du temps
caractéristique du probleme.

Introduisons maintenant les variables adimensionnelles

v’:%, x’:%, t’:%, P’:%. (2.1)
Un calcul élémentaire montre que les équations de Navier-Stokes, en ’absence de force
extérieure (f = 0)

v
— —vAv=—(v-V)v—=VP
gt VA=~V (2.2)
V-v=0,
s’écrivent, dans les nouvelles variables, sous la forme
o' 1
777A//:7 /.vl /7V/P/
o R v (v Jv (2.3)
V' v =0,
ol nous avons introduit le nombre (adimensionnel) de Reynolds R, par 'expression
LV

Remarquons que tout autre parametre, sans dimension, propre a l’écoulement du
fluide, peut étre décrit en fonction du nombre de Reynolds R. En revanche, en présence
d’une force extérieure f (d’accélération caractéristique G), il convient d’introduir un
deuxieme nombre adimensionnel, indépendant de celui de Reynolds. Il s’agit du nombre
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F' de Froude, défini par la relation
V2
F= o (2.5)

Revenons au nombre de Reynolds. Il représente le rapport entre 1’échelle de vitesse
imposée V et I’échelle de vitesse “visqueuse” L/Tys, donnée par la longueur L en I'unité
de temps Ty = L?/v de diffusion du moment. Autrement dit, le nombre de Reynolds
compare les forces d’inertie aux forces de viscosité. Aux faibles nombres de Reynolds, les
forces visqueuses jouent un role important, alors qu’aux grands nombres de Reynolds ce
sont les forces d’inertie qui dominent. De ce fait, en ’absence de conditions aux bords et
de force extérieure, la limite R — oo transforme les équations de Navier-Stokes (adimen-
sionnelles) en ’équation d’Euler des fluides parfaits.

Une autre propriété du nombre de Reynolds est liée a la notion de similitude. Si deux
écoulements différents ont la méme structure géométrique (par exemple le mouvement
de deux sphéres de rayons différents dans deux fluides de viscosités différentes) et que
leur nombre de Reynolds est aussi le méme, alors les vitesses (et pressions) relatives v’
(et P') des deux écoulements seront des fonctions identiques des variables o’ et ¢'. Autre-
ment dit, deux écoulements avec les mémes nombres de Reynolds et la méme géométrie
sont semblables, car ils peuvent étre déduits I'un de I'autre par un simple changement
d’échelle. C’est la loi de similitude de Osborne Reynolds [113] (1883), conséquence di-
recte de la forme (2.3) des équations de Navier-Stokes adimensionnelles. Son importance
est capitale, surtout dans le domaine aérospatial, ou les essais en soufflerie restent un
élément indispensable de la conceptions des avions, des hélicopteres, des missiles ou des
fusées. Ainsi, pour connaitre le comportement des atmospheres raréfiées autour d’une aile
d’avion, il suffit de construire un modele réduit de ’aile en question, en choisissant les
parametres caractéristiques (viscosités, vitesses ..) de telle sorte & obtenir les mémes nom-
bres de Reynolds. En vertu de la loi de similitude, on parviendra a une bonne simulation
du probleme de départ.

Pour terminer, venons-en au roéle joué par le nombre de Reynolds dans la résolution
des équations de Navier-Stokes, du point de vue théorique des équations aux dérivées
partielles. Les questions fondamentales sont au nombre de deux. Sous quelles hypotheses
les équations de Navier-Stokes admettent-elles une solution? et, s’il existe une solution,
peut-on garantir qu’elle est unique?

On sait, depuis les travaux fondateurs de J. Leray (1933), qu’il existe toujours une
solution faible des équations de Navier-Stokes [84-86]. Mais il semble difficile de démontrer
qu’une telle solution faible est suffisamment réguliere (dérivable) pour qu’elle vérifie le
systéme (classique) du départ. Pour les écoulements dans ’espace bidimensionnel, la
solution est toujours réguliere et les équations de Navier-Stokes admettent une solution
unique. En dimension trois, on ne dispose malheureusement pas d’un tel résultat. Tout
ce que l'on sait, c’est que la solution est réguliere si la donnée initiale est suffisamment
petite (dans une certaine topologie) ou réguliere pour un petit intervalle de temps et
tout choix arbitraire (raisonnable) de donnée initiale. Ces résultats ont été initialement
prouvés par A. A. Kiselev et O. A. Ladyzhenskaya (1957) [72, 80] et généralisés par la
suite par plusieurs auteurs. Dans cette direction la théorie la plus complete est sans doute
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celle de T. Kato et H. Fujita (1962) [45, 68], et sur laquelle nous reviendrons avec plus
de précision.

Concernant les solutions “a la Kato”, ce qui est extrémement déplaisant est de ne
pas savoir si, pour des données initiales arbitrairement grandes, de telles solutions sont
globales et uniques. La question étant bien str intimement liée a celle de la régularité. La
solution est initialement unique et réguliere, mais a U'instant ¢ ou elle n’est plus réguliere
(si un tel instant existe) I'unicité pourrait aussi faire défaut. La question de l'unicité
est de premiere importance en mécanique des fluides. Pour les solutions de I’équation de
Boltzmann et de Enskog, on ne dispose pas non plus d’un théoréme général d’unicité [26].

Dans le contexte des équations de Navier-Stokes incompressibles on pourrait estimer
la question insignifiante, puisque la solution est unique et réguliere pour données initia-
les petites et qu’aucun fluide ne peut étre considéré incompressible si les données sont
trop grandes. De méme, pour 1’équation de Boltzmann, (resp. Enskog), si la densité de
probabilité est trop grande, le gaz cesse d’étre raréfié (resp. modérément dense).

Ici le probléme est autre: ’ensemble (6 > 0) des valeurs initiales pour lesquelles on
obtient l'existence et 'unicité (||vg|| < ¢) n’est pas connu avec précision et pourrait étre
trop petit pour que le résultat ait un sens physique. En d’autres termes, la donnée, de
méme que 'unique solution correspondante, seraient “physiquement” nulles !

Mais, comme nous allons le voir (Théoréme IV.2), la condition de petitesse est en effet
relative & la viscosité v: elle s’écrit, plus précisément, |lvg||/v < §. Or, si on interpréte
|lvo|| comme la wvitesse caractéristique du probleme, et qu’ on suppose (dans I'espace R3
ou T?) la longueur caractéristique normalisée a I'unité, le rapport R =: ||vgl|/v n’est rien
d’autre qu’'un nombre de Reynolds associé au probleme. Ainsi, la condition d’existence
et unicité de la solution (globale et réguliere) de Kato se traduit-elle par la petitesse du
nombre R.

De méme qu’on ne peut donner un sens physique a l’expression “vitesse petite”, a
moins qu’on ait choisi a priori quelque échelle de comparaison, il serait incorrect de
caractériser un fluide pour lequel les effets de viscosité seraient non négligeables, par la
seule condition de “viscosité grande”. Dans le deux cas, il convient de faire appel aux
parametres adimensionnels du probleme et de remplacer par “nombre de Reynolds petit”
les expressions erronées précédentes.

Dans les pages qui suivent, nous allons nous limiter essentiellement au cas de petits
nombres de Reynolds pour lesquels, comme nous ’avons déja fait remarquer, nous serions
en mesure de prouver (dans un cadre fonctionnel opportun) 'existence et I'unicité d’une
solution globale réguliere des équations de Navier-Stokes.

Il serait a ce point tentant de démontrer que, pour des nombres de Reynolds trop
grands, il n’existe pas de solution, ou que la solution n’est pas réguliere ou encore pas
unique. Ce point de vue serait en accord avec 'image de la turbulence développée formulée
par L. Landau (1944). Dans le cas des écoulements stationnaires, la situation est la
suivante [79] :

“Résolvant les équations du mouvement stationnaire d’un fluide visqueux, on doit
souvent, par suite de difficultés mathématiques, se borner a certaines approximations.
L’application de ces solutions approchées ne vaut, naturellement, qu’entre certaines li-
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mites. Telle, par exemple, la solution du probléme de l’écoulement autour d’une sphere,
dont le domaine d’application est limité aux petits nombres de Reynolds.

Cependant, il doit exister, en principe, pour tout probleme, c’est-a-dire pour tout
mouvement dans des conditions extérieures stationnaires données, une solution station-
naire exacte des équations hydrodynamiques. Ces solutions existent formellement pour
n’importe quel nombre de Reynolds.

Mais toute solution des équations du mouvement, méme si elle est exacte, n’est pas
forcément réalisable dans la nature. Outre qu’elles doivent vérifier les équations hydro-
dynamiques, les mouvements réalisables dans la nature doivent encore étre stables. Pour
que le mouvement soit stable, il faut que les petites perturbations s’amortissent au cours
du temps apres leur apparition. Mais si, par contre, des perturbations arbitrairement pe-
tites, qui prennent inévitablement naissance dans le courant fluide, ont tendance a croitre
au cours du temps, le mouvement sera absolument instable. Un tel mouvement instable
vis-a-vis de perturbations infinitésimales ne saurait aucunement exister. [...]

Toutefois, une telle étude mathématique de la stabilité est extrémement complexe.
Jusqu’a présent, la question de la stabilité de l’écoulement stationnaire autour de corps de
dimensions finies n’a recu aucune élaboration théorique. Nul doute que, pour des nombres
de Reynolds suffisamment petits, [’écoulement stationnaire autour des corps soit stable.
Les données expérimentales témoignent vraisemblablement du fait que, R croissant, on
atteint finalement une valeur déterminée, notée Rerir., G partir de laquelle le mouvement
est instable vis-a-vis de perturbations infinitésimales, si bien que pour des mombres de
Reynolds suffisamment grands (R > Repit.) Uécoulement stationnaire autour des corps
solides est impossible.”

3. Stabilité. Du point de vue théorique, une solution des équations de Navier-Stokes
pourrait exister pour tout nombre de Reynolds R positif. Cependant, comme nous venons
de 'apprendre, de telles solutions ne correspondraient pas nécessairement a des écoule-
ments réels. A partir d’un certain nombre de Reynolds critique R..;., elles ne seraient
pas stables par rapport a de petites perturbations.

Les criteres pour déterminer la valeur R.;;. sont donnés par la théorie de la stabilité
hydrodynamique [35, 46, 59, 94, 119, 120].

Nous allons commencer par une définition due & A. M. Lyapunov [59, 94].

DEFINITION I11. 1. Soit v(t, z) une solution des équations de Navier-Stokes de donnée
initiale vg. On dira que v(¢,x) est une solution inconditionnellement (resp. condition-
nellement) stable, par rapport & une norme donnée || ||, si pour tout (resp. il existe)
e > 0 il existe d(¢) > 0 tel que, pour toute solution 9(¢,z) de donnée initiale ¥y qui
vérifie ||0g(z) — vo(x)|| < 0, on ait ||0(¢,z) — v(¢t, x)|| < € pour tout ¢ > 0. Si, en plus,
limy o ||0(t, ) —v(t, 2)|| = 0, on dira que v(t, ) est une solution asympotiquement stable.

Quelques commentaires. Si v vérifie des conditions aux bords ou a l'infini, il en sera
de méme pour v : seule la condition initiale vy est perturbée en . La définition III.1
s’applique aux solutions globales en temps et ne concerne donc que leur stabilité globale.
On remplacera t > 0 par 0 < t < T pour obtenir la notion de stabilité locale. Enfin, une
solution qui n’est pas stable au sens de la définition III.1 est appelée instable.
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Dans les pages suivantes, nous n’allons étudier que les solutions globales des équations
de Navier-Stokes qui, pour un nombre de Reynolds R inférieur & un nombre critique R
donné, sont régulieres, uniques et stables.

Un programme plus ambitieux serait de s’attaquer au comportement des solutions
au-dela de la valeur critique R.,.;;.. L’entreprise est ardue. Plusieurs scénarios semblent
envisageables.

Tout simplement, pour R..;., la solution pourrait ne pas exister, ou bien exister sans
étre unique, ou encore exister sans étre stable. Dans ce dernier cas, le plus probable,
Iinstabilité pourrait étre simple ou par degrés.

Les perturbations qui agissent sur un écoulement en condition d’instabilité simple
sont amplifiées pour ¢ — oo : le mouvement change brusquement et devient turbulent.
En cas d’instabilité par degrés, pour R.,;;. les perturbations donnent lieu & un mouvement

laminaire nouveau. Il s’agit d’un écoulement secondaire, qui est stable jusqu’a un certain

/
C

nombre de Reynolds R/, et qui apres devient, & son tour, instable (simplement ou par
degrés).

Ainsi, & mesure que le nombre de Reynolds augmente, des oscillations secondaires
apparaissent sous forme de degrés de liberté dynamique, conduisant a une agitation cro-
issante de plus en plus désordonnée et finalement & la turbulence.

Cette image d’instabilité par degrés est légitimée par la théorie des bifurcations. Cha-
que valeur de Reynolds critique serait a la fois un point d’instabilité et de branchement.
Et, si on disposait en plus d’un théoreme d’existence globale, comme c’est le cas pour les
solutions de Leray ou de Kato, chaque valeur R.,; correspondrait aussi & un point de
perte d’unicité.

R/I

3 /
Si le processus de branchement R, R it e

crit.’
a une infinité de solutions, la conjecture de Landau-Hopf serait validée. En revanche,
si, apres un nombre fini de points de bifurcations les solutions étaient attrapées par un

attracteur étrange, la théorie de Ruelle-Takens s’imposerait.

continuait, pour donner lieu

Quel modele choisir pour la turbulence? Perte d’analyticité des solutions “turbulentes”
(Leray), nombres infini de points de bifurcations (Landau-Hopf), ou encore, comporte-
ment chaotique et attracteurs étranges (Ruelle-Takens)?

Au-dela du nombre de Reynolds critique R..;., la situation reste inextricable et fort
controversée. Les trois théories phénoménologiques pourraient contribuer & donner une
description de la turbulence de maniére complémentaire et non pas concurrentielle. Par
ailleurs, loin d’avoir trouvé un consentement unanime, aucune de ces conjectures n’a
été rigoureusement démontrée pour les équations de Navier-Stokes, bien que chacune
Pait été, soit pour des équations modele (Boussinesq, Burgers, Lorenz, ...), soit pour des
écoulements particuliers (Couette, Bénard...).

Revenons a la notion de stabilité. Quel est le lien entre I'existence et 'unicité des
solutions et leur stabilité? Dans la définition III.1 nous n’avons pas précisé en quel sens
v(t,x) et 0(t,x) sont solutions des équations de Navier-Stokes. Ni quelle norme choisir
pour en vérifier la notion de stabilité. En effet, le plus souvent, ces deux concepts sont liés.

Ainsi, pour les solutions classiques on choisira la norme L*° de la convergence uni-
forme, tandis que si 'on considere les solutions faibles de Leray, on utilisera plutot la
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norme L? de 'énergie. Enfin, pour les solutions mild de Kato on préférera la norme
de l'espace de Lebesgue L3, ou d’autres normes invariantes par I’action des dilatations
normalisées, v(-) — Av(A-), VA > 0, [15].

Pour que les cadres fonctionnels précédents soient bien adaptés au probleme, il faudrait
alors étre en mesure de définir un nombre de Reynolds R tel qu’il existe une et une
seule solution (réguliere) pour la norme choisie et qu’elle soit stable pour 0 < R < Repit.
Commencgons par analyser les solutions de Leray d’énergie finie. On dispose d’un théoréme
d’existence globale (sans unicité). A la différence des solutions de Kato, dont I'existence
(et 'unicité) est garantie seulement lorsque la quantité ||vg||/v est suffisamment petite,
les solutions de Leray ne semblent pas faire intervenir de restrictions sur le nombre de
Reynolds. Mais le calcul que nous allons présenter montre que les solutions d’énergie finie
ne sont pas toujours stables au sens de la norme L2.

Vérifier qu’une solution est stable pour une norme donnée (vy — g # 0) est tout aussi
difficile que d’en prouver I'unicité (vo — 99 = 0). On ne dispose pas de théorie générale
pour 'unicité des solutions faibles de Leray. C’est pourquoi les manipulations que nous
allons effectuer seront formelles et nous renvoyons le lecteur aux travaux de J. Serrin
[119, 120] et de D. D. Joseph [59] pour une analyse plus approfondie.

Fixons une solution (faible) v(t, x), P(t, x) des équations de Navier-Stokes de condition
initiale vo. Si @(t,z), P(t,z) est une perturbation, & savoir une autre solution (faible)
associée a la condition initiale 99, formons la différence

u(t,z) = o(t,z) —v(t,z), Qt,x)=P(t,z)— P(t,x), (3.1)
qui vérifie alors (faiblement) le systéme

%—l—(v-V)u—l—(u-V)v—i—(u-V)u:—VQ—f—uAu

(0, ) = ¥y — vo.

Une précision: si la variable = varie dans l’espace R? tout entier ou si I’on considere
un ouvert € borné au lieu de I'espace R3, les conditions aux limites et & 'infini vérifiées
par v(t,x) et ¥(t,x) seront les mémes. Dans les deux cas, la différence u(t, ) prend, en
tout temps, la valeur zéro aux bords.

Cette remarque nous permet de déduire une estimation a priori sur 1’énergie

B0 = [l = 5]l (33)

associée a la fonction différence w.

Pour le voir, multiplions I'équation (3.2) par u(t,x) et intégrons le résultat sur R? (ou
sur §2). Cela donne

jt/u2|2+/(v.v)u.u+/(u.V)v.u—i—/(wV)u~u:—/VQ-u+V/Au-u. (3.4)

Or, puisque u(t, z) s’annule & Uinfini (resp. sur 92) nous pouvons évaluer, & aide de
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la formule de Stokes, le terme

(v-Vu-u== [v-VuP== [ V-(u?) =0 (3.5)
/ o3 f

et il en est de méme pour

/(u-V)u-u:%/U-VMQ:%/V-(MUF):O (3.6)
. / VO - u= / V- (Qu) = 0. (3.7)

Par ailleurs, nous pouvons écrire

/(u-V)v-u:—/(u-V)u~v+/V-[(v-u)u}:—/(u-V)u-v (3.8)

et
I//Au-u: —v|| V|3, (3.9)
ce qui nous permet de simplifier ’expression (3.4) pour obtenir [’égalité d’énergie suivante
dE(t
% - /(u-V)u.v—unvung. (3.10)

Le terme [(u-V)u - v exprime la quantité d’énergie qui passe de I'écoulement de base
v(t,x) & I'écoulement perturbé o(t,z), tandis que le terme —v||Vul|3, qui est toujours
négatif, mesure ’énergie de dissipation due a la viscosité.
Une condition suffisante pour que la solution v(¢, x) soit stable au sens de la norme
L? est alors simplement donnée par ’inégalité
dE(t)
At
En effet, sous cette condition, la fonction ||0(t) — v(t)||2 serait décroissante en temps, ce
qui permettrait de vérifier le critere de la définition III.1.

<0 vt > 0. (3.11)

Si, en outre, on avait
lim E(t) =0 (3.12)

t—o0

alors v(t, x) serait aussi asymptotiquement stable.

Cette simple méthode, qui consiste a réduire un probleme de stabilité hydrodynamique
en une recherche de dissipation d’énergie, a été introduite par O. Reynolds [113] (1883)
et W. Mc F. Orr [103] (1907) dans le cadre de la théorie élaborée par A. M. Lyapunov
[94] (1893). Les fonctions de type énergie décroissantes en temps sont appelées fonctions
de Lyapunov (Définition IV.1).

Revenons a (3.10). Une condition suffisante pour la stabilité est alors donnée par

J(w-Vu-v

<1 vt > 0, (3.13)
v[[Vul3

ce qui est équivalent a

0 <R < Rerit (1) vt >0, (3.14)
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ol nous avons introduit le nombre de Reynolds R par la relation
1
R=: - 3.15
y (315)
(ou, plus simplement nous avons utilisé la formulation adimensionnelle (2.3) des équations
de Navier-Stokes) et nous avons défini le nombre critique Re,;:.(t) & I’aide d’un probléme

variationnel (isopérimétrique) avec contraintes

1 J(u-Vu-v
——— =SUp ——=—5— 3.16
Rerit@® ueo IVl 1
et
O={u(t): V-u=0, wu,,=0 Vt>0} (3.17)

Venons-en maintenant a la stabilité asymptotique de la solution v. Pour cela, écrivons
l"inégalité de 'énergie

dE(t) | Vu|)? { 1 1}
<2 — = | E(t 3.18
& <Pl R &)Y 19
et définissons la quantité
o V3
a(t) = inf . (3.19)
we0 [ul3
Une simple application du lemme de Gronwall nous permet alors d’écrire
[o(t) = (®)]13 < llvo — oll3 exp[~1(1)], (3.20)
ol
1(t) Q/ta( ) L1 d (3.21)
=: )| = - T. .
0 R Rcrit.(T)
1l suffit alors que I(o0) = oo existe, pour obtenir la stabilité asymptotique (de type

exponentiel) pour la solution v(¢, x).
Une remarque finale nous permettra peut-étre de clarifier la discussion précédente.
En particulier, si on choisit la solution v(¢, ) = 0 identiquement nulle pour vérifier la
notion de stabilité, on est amené a étudier la décroissance en temps de la fonctionnelle
d’énergie E(t) associée aux solutions (faibles) u(t,z) des équations de Navier-Stokes.
Dans ce cas, 'identité (3.10) s’écrit sous la forme bien connue
dE() _ d [Jull
dt dt 2
ce qui garantit immédiatement la stabilité de la solution nulle.

= —v||Vulj3 <0, (3.22)

11 est beaucoup plus difficile de vérifier la stabilité asymptotique, & savoir de démontrer
que pour les solutions (faibles) des équations de Navier-Stokes

tlim lw]|2 = 0. (3.23)

Annoncé comme conjecture dans un travail de J. Leray [85], ce résultat a été obtenu
par T. Kato [64] en dimension n = 2 (plus exactement pour toutes les normes L™(R"),
n > 2) et ensuite démontré de maniere systématique pour L?(R™), n > 2 par plusieurs
auteurs (M. E. Schonbek [118], M. Wiegner [138], R. Kajikiya et T. Miyakawa [60]). Nous
y reviendrons dans les pages suivantes.
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Avant de passer aux solutions de Kato, on voudrait signaler ici un résultat obtenu
récemment par Y. Meyer [97]. Il s’agit d’un théoréme exprimant la sensibilité aux condi-
tions initiales des solutions de Leray.

THEOREME I11.1 [97]. Il n’existe pas d’application de classe C? qui associe v(t,r) €
L>([0,T); L?(R?)), solution faible au sens de Leray, a la condition initiale vo € L?(R3).

Par contre, comme nous allons le voir dans les pages suivantes (Lemme IV.1), 'appli-
cation qui & la donnée initiale vy € L3(R3) associe la solution mild de Kato v(t,z) €
C([0,T); L3(R?)) est analytique au voisinage de zéro, en tant que fonctionnelle agissant
sur L3(R3) & valeurs dans C([0,7T); L3(R3)).

4. Solutions de Kato. Nous allons nous intéresser aux solutions mild des équations
de Navier-Stokes. Il s’agit des fonctions v(t,x) € C([0,T); X), fortement continues de
I'intervalle [0, T) & valeurs dans un espace de Banach X, solutions de ’équation intégrale
mild

v(t) = S(t)vo — B(v,v)(t) —|—/0 S(t—s)Pf(s)ds, (4.1)

B(v,u)(t) =: /0 S(t—s)PV - (v®@u)(s)ds, (4.2)

P et S(t) étant respectivement l'opérateur de projection de Leray-Hopf sur les champs
de vecteurs & divergence nulle et le semigroupe de Stokes, qui coincide, dans I’espace R?
tout entier avec l'opérateur de la chaleur exp(trA).

Nous renvoyons le lecteur & [96] pour la définition précise du probléme ainsi que
pour ’équivalence, parfaitement rigoureuse, avec la recherche des solutions classiques du

systeme
% —vAv=—(v-V)v—VP+f
V.u=0 (4.3)
v(0) = vp.

Nous limiterons notre attention aux solutions mild v(¢,z) € C([0,7"); X) en absence
de force extérieure (f = 0), et lorsque la variable z occupe I’espace R? entier. Aussi seul
un cadre fonctionnel X sera-t-il analysé : il s’agit de 1’ espace de Lebesgue LP(R3).

Nous disposons alors de deux théoréemes fondamentaux.

THEOREME IV.1. Soit p > 3 fivé. Si vg € LP(R3), V -vy = 0, il existe T =
T(|lvollp,v) > O et une unique solution mild v(t,x) € C([0,T); LP(R3)) des équations
de Navier-Stokes.

THEOREME 1V.2. Si vy € L3(R3), V-vo = 0, il existe T = T(vo,v) > 0 et une unique
solution mild v(t,z) € C([0,T); L3(R3)) des équations de Navier-Stokes. En outre, il
existe § > 0 tel que, si ||vgl|s/v < 8, alors T = 0o et limy_, ||v(t)]3 = 0.

Avant de donner leur démonstration, ajoutons & ces résultats quelques commentaires.
L’ espace L*(R?) apparait comme un cas “limite” [15, 17, 43, 44, 83] bien particulier.
D’abord car a l'intérieur de la famille fonctionnelle des espaces de Lebesgue sa norme
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est la seule invariante par l'action des dilatations normalisées, a savoir la transformation
v(-) — Av(A-), A > 0. Ensuite, il s’agit de I’ espace le mieux “adapté” [96] & I’étude des
solutions mild: il permette d’en assurer l'existence globale, pour des données initiales
petites par rapport a la viscosité.

La premiere formulation mild des équations de Navier-Stokes est contenue dans [45,
68] : connue depuis le début des années soixante, [’existence d’une solution mild des
équations de Navier-Stokes dans les espaces de Sobolev “limites” H2 (R3) [45] et H 2 (€2),
Q ouvert borné [68] est a l'origine des travaux fondateurs de T. Kato et H. Fujita. Quant
a lunicité, elle est due & G. Furioli, P. G. Lemarié et E. Terraneo [43, 44, 83].

Pour les espaces de Lebesgue LP(R3), la restriction p > 3 apparait déja dans les
travaux de J. Leray [85, pages 227, 231]. Annoncée dans [45], la premiere démonstration
complete du théoreme IV.1 n’est donnée qu’en 1972 par E. B. Fabes, B. F. Jones et N.
M. Riviere [37] et améliorée par la suite par Y. Giga et T. Miyakawa [47, 49, 50, 53,
98]. Un probléme encore ouvert & ce jour est de savoir si de telles solutions locales sont
en effet globales en temps. La non-invariance de la norme LP(R®), p # 3 par I’action
des dilatations normalisées, permet d’assurer qu'un tel résultat d’existence globale ne
dépendrait pas de la taille des données initiales. Mais, comme pour les solutions faibles
de Leray, une restriction sur le nombre de Reynolds pourrait apparaitre dans la recherche
des solutions stables.

Avant de passer au cas critique p = 3, un mot concernant le cas sous-critique 1 <
p < 3. Dans la seule hypothése que vy appartienne & 'espace LP(R?), 1 < p < 3, ac-
compagnée bien str par la condition de divergence nulle V - vg = 0, aucun résultat
d’existence et unicité, ni locale ni globale, n’est connu. Récemment, dans un article de
revue [67], T. Kato a avancé I'hypothese que le probleme de Cauchy au sens mild soit
mal posé si 1 < p < 3. Si cette conjecture s’avere juste, pour p = 2, on n’obtiendrait
pas de solutions (globales) régulieres, uniques d’énergie finie, et le scénario imaginé par
J. Leray pourrait se dessiner. Si par exemple, en adaptant un argument de A. Haraux
et F. Weissler [56], on arrivait & démontrer l’existence d’une solution auto-similaire non
nulle de la forme v(t,z) = %V(%), avec V € LP(R®) et p < 3, alors le probleme de
Cauchy associée a la donnée initiale nulle admettrait au moins deux solutions différentes,
a savoir les fonctions v et 0. En effet, lim;_,q ||%V(%)||p =0, si p < 3. Enfin, il est clair
que si 1 < p < 2 une condition supplémentaire doit étre imposée a priori sur la solu-
tion v(t,z) € C([0,T); LP(R3)), pour pouvoir définir, au sens des distributions, le produit
V.

L’histoire du théoreme 1V.2 se situe entre 1979 et 1997. F. Weissler donne le premier
théoréme d’existence de solutions mild & valeurs dans 'espace limite L3(2) lorsque
est le demi-espace R3 [137]. Vient ensuite la généralisation au cas d’un ouvert borné
) par Y. Giga et T. Miyakawa [53]. Enfin, en 1984 T. Kato [64] démontre, a I'aide de
seules inégalités de Young et de Holder, et sans utiliser les puissances fractionnaires de
Popérateur de Stokes, I'existence de solutions locales (resp. globales) avec données (resp.
petites) dans L3(R?).

Depuis leur introduction, les solutions de Kato se sont imposées comme alternatives
aux solutions faibles introduites par Leray.
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Entre 1962 et 1964, dates de publications des articles en collaboration avec H. Fujita,
T. Kato quitte Tokyo pour Stanford : son travail influence non seulement la nouvelle école
japonaise d’apres-guerre (K. Masuda, S. Ukai, Y. Giga, T. Miyakawa, T. Kobayashi, T.
Muramatu, H. Kozono, M. Yamazaki), mais aussi une partie de I’école américaine (F.
Weissler, G. Ponce, M. E. Taylor, C. Kenig, C. P. Calderén). Permettant de traiter les
cadres fonctionnels les plus variés, les solutions mild sont ainsi adaptées aux espaces de
Morrey-Campanato [54, 66, 123, 39], Triebel-Lizorkin [11-13] et Besov [75-77].

En Europe, en revanche, c’est 'approche de Leray dans les espaces définis par une
norme d’énergie qui ’emporte pour longtemps. Dans cette direction on citera les noms de
O. A. Ladyzhenskaya, A. A. Kisilev, K. K. Golovkin, V. A. Solonnikov dans I’ ancienne
Union Soviétique; E. Hopf, W. von Wahl, M. Wiegner, H. Sohr en Allemagne et G. Prodi,
H. Beirao da Veiga, G. P. Galdi en Italie. Mais c’est surtout en France, en particulier
a Paris, qu’une vraie tradition autour des solutions faibles de Navier-Stokes s’établit.
Prisonnier de guerre jusqu’en avril 1945, et voulant éviter de collaborer a l'effort industriel
ennemi, Jean Leray abandonne, sans plus y revenir, la mécanique des fluides (sujet de sa
these [84] en 1933 sous la direction d’Henry Villat [132]) pour se consacrer a la topologie
algébrique. Mais les bases de son travail sont posées et les effets sur les générations
suivantes (J.-L. Lions [91], R. Temam [125], P.-L. Lions [92]) seront considérables.

Solutions mild d’un coté et faibles de I'autre. Quel lien peut-on établir entre elles?

J. Leray démontre que si deux solutions, 'une réguliere et ’autre faible, ont la méme
donnée initiale, alors elles coincident. Mais il n’est pas connu si les solutions faibles sont
completement déterminées par leur valeur a un instant initial donné.

Plus exactement, T. Kato [64] démontre (& l’aide d’un résultat d’unicité de J. Serrin
et de H. Sohr et W. von Wahl) que si v est une solution faible avec vy € L3*(R?) et
V - vy = 0, alors v coincide avec une solution mild réguliére sur un certain intervalle
[0,T), avec T = oo si |lvglls/v < 4.

Les solutions de Leray laissent ouvert le probléeme de I'unicité et celui de I'explosion
en temps fini, tandis que les solutions globales de Kato sont, quant a elles, uniques et
régulieres.

A Leray de résumer en 1994 [87] : “L’étude théorique d’écoulements fluides ¢ donnée
initiale aboutit donc dans des cas trés divers a une méme conclusion: [’existence d’au
moins une solution faible qui est réguliére et unique pres de linstant initial, et qui existe
a toute époque ultérieure. C’est un théoreme d’existence “faible”; existe-t-il des théorémes
de régularité et d’unicité le complétant?

Autrement dit, dans ces cas: un écoulement fluide initialement régulier reste régulier
durant un certain intervalle de temps; ensuite il se poursuit indéfiniment; mais reste-t-il
régulier et bien déterminé?

On ignore la réponse a cette double question. Elle fut posée il y a soizante ans dans
un cas extrémement particulier [85]. Alors H. Lebesque, consulté, déclara: “Ne consacrez
pas trop de temps a une question aussi rebelle. Faites autre chose !” 7.

Leray remarque que si une solution faible v devient turbulente au temps 7', alors
la quantité u(t) = supyers+/v - v doit exploser comme —<

VT—t
suggere ensuite, sans pouvoir le démontrer, qu’il pourrait exister des solutions turbulentes

lorsque t tends vers T. 11



44 M. CANNONE

auto-similaires, ¢’est-a-dire de la forme v (¢, z) = \/%V( \/%) 11 aboutit & la conclusion
suivante [84] : “[...] je n’ai malheureusement pas réussi a forger un exemple d’une telle
singularité. [...] Si j’avais réussi & construire des solutions des équations de Navier qui
deviennent irréguliéres, j’aurais le droit d’affirmer qu’il existe effectivement des solutions
turbulentes ne se réduisant pas, tout simplement a des solutions régulieres. Mais si cette
position €tait fausse, la notion de solution turbulente, qui n’aurait des lors plus a jouer
aucun role dans l'étude des liquides visqueuz, ne perdrait pas son intérét: il doit bien se
présenter des problemes de Physique mathématique pour lesquels les causes physiques de
régularité ne suffisent pas a justifier les hypotheses faites lors de la mise en équation; a
ces problémes peuwvent alors s’appliquer des considérations semblables a celles que j’expose
ici”.

Ce n’est qu’en 1996 que 1’école tcheque de J. Necas démontre qu'une solution auto-
similaire v(t, z) = \/%V(\/%) turbulente pour ¢ — T ne peut exister si V(z) appar-

tient & Pespace L3(IR?) [101] (ce résultat est par la suite généralisé par T. P. Tsai [131] et
par J. Mdlek, J. Necas, M. Pokorny et M. E. Schonbek [95]). Ainsi le cadre fonctionnel
par excellence des solutions mild, I'espace de Lebesgue L3(IR?), et la question principale
concernante les solutions faibles, leur possible irrégularité, se trouvent pour la premiere
fois réconciliés.

D’un autre coté, suite au travail révélateur de P. Federbush “Navier and Stokes meet
the wavelets” [39], 'introduction des méthodes en ondelettes, au début des années quatre-
vingt, faisait réver et croire qu’a l'aide d’une décomposition localisée en espace et en
fréquence seraient dévoilés les mysteres de la turbulence.

Deés 1992, Y. Meyer lancait ses éleves sur le programme séduisant de P. Federbush.
L’analyse de Littlewood-Paley et les méthodes de paraproduits a la Bony remplagaient
les ondelettes. Mais surtout les résultats de Kato étaient améliorés grace a 1’utilisation
du calcul paradifférentiel [15-19, 107-110].

C’est & ce moment que les espaces de Besov et les solutions auto-similaires globales et
régulieres font leur apparition, méme si, dans le contexte des équations de Navier-Stokes,
les espaces de Besov avaient été déja traités par T. Kobayoshi et T. Muramatu [75] et
Iexistence de solutions auto-similaires déja prouvée par Y. Giga et T. Miyakawa [54]
(voir aussi [117, 102]).

Les résultats obtenus par Y. Meyer et son école sont ensuite adaptés a d’autres
équations d’évolution [114-116], en particulier celle de Schrodinger [25].

Deés lors, nombre de theses de doctorat se succedent, consacrées a Navier-Stokes, aux
solutions de Kato et aux espaces de Besov [15, 110, 114, 134, 34, 104, 42, 127].

En 1994 H. Brézis [9, 10, 51] et en 1996 J.-Y. Chemin [30, 31] s’attaquent, indépendam-
ment, & une question fondamentale laissée irrésolue depuis les travaux de T. Kato et H.
Fujita : 'unicité des solutions mild dans leur espace naturel d’appartenance. Mais ils ne
parviennent qu’a des réponses partielles.

Le tout culmine par le résultat obtenu par G. Furioli, P.-G. Lemarié et E. Terra-
neo [43, 44], ou la question de 'unicité est finalement résolue sans aucune hypothése
supplémentaire. Dans leur démonstration les espaces de Besov jouent un role fondamen-
tal.
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Quelque temps apres [96], Y. Meyer simplifie considérablement la démonstration de
l'unicité de P.-G. Lemarié et ses éleves (et celle de 'existence des solutions auto-similaires)
en réduisant le probleme & I’étude des solutions dans I’espace de Lebesgue faible L3> (R?).
Cest sur ce méme espace L>>°(R?) que nous reviendrons dans les pages suivantes (lemmes
IV.7-8).

4.1. Démonstration des théoremes IV.1 et IV.2. Commengons par une remarque
évidente. Si on introduit les variables

!/
v =

Rl

(4.4)
t' =

N
S

Péquation intégrale (4.1) est transformée en la méme équation avec v = 1. C’est pourquoi,
dans ce qui suit, nous nous limiterons, sans perte de généralité, au cas v = 1.

Alors que l'existence des solutions faibles se fait a 1’aide des inégalités de ’énergie et
des criteres de compacité faible, la démonstration de l’existence des solutions mild fait
usage de l'algorithme de point fixe de Picard. Il s’agit du résultat suivant [15, 96]:

LEMME IV.1. Soit X un espace de Banach space et || || sa norme. Si B: X x X — X
est un opérateur bilinéaire, tel que pour tout x1,x2 € X on ait

[ B(z1, z2)|| < nllza |||zl (4.5)
alors, pour tout y € X tel que
anllyll <1, (4.6)
il existe une solution x € X de ’équation
=y + B(z,2), (4.7)
qui est l'unique parmi celles qui satisfont la condition
1
lz|l < W (4.8)

Enfin Uapplication y — x ainsi définie est analytique.

Nous allons appliquer ce lemme abstrait a I’équation
t
v(t) = S(t)vo — / St — )PV - (v@v)(s)ds, (4.9)
0
dont la solution v(t,z) sera cherchée dans I'espace (naturel)

No(T) = ([0, T); LP(R?)). (4.10)

Il s’agit des fonctions v(t,z) fortement continues de lintervalle [0,7") & valeurs dans
I'espace LP(R?), 3 < p < oo, telles que la quantité

[vlln, () = sup_[lo(t, )], (4.11)
0<t<T

soit finie. Pour vy € LP(R®) donnée, il convient de définir aussi le sous-espace A,(T) de
N, (T) des fonctions v(t, z) admissibles, ¢’est-a-dire qui vérifient en outre

tim [Jo(t) — vl = 0. (4.12)
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Avec la convention que, pour p = oo, la topologie forte de L est remplacée par la
topologie de la norme faible *, ceci & cause de la non-séparabilité de ’espace L™ [15, 17,
96].

Pour appliquer 'algorithme de point fixe il faut établir la continuité de 'opérateur
bilinéaire

B(v,u)(t) = /0 S(t —s)PV - (v ®u)(s)ds. (4.13)

Comme dans [15], nous allons nous limiter & I’étude de opérateur scalaire

B0 = [ =970 (=) - s (.14

oun f = f(t,x) et ¢ = g(t,x) sont deux champs scalaires et © = O(z) une fonction
analytique d’intégrale nulle, [o, © = 0, qui est O(|z|~*) pour |z| — oo. Pour simplifier,
on choisira pour © la fonction dont la transformée de Fourier est donnée par

O(¢) = |l 1éF. (4.15)

L’importance de cette remarque vient de ce qu’elle nous permet de considérer ’opéra-
teur de projection P, celui de divergence V- et le semi-groupe de la chaleur S(¢) comme
un seul opérateur de convolution ©. Parmi les conséquences de cette simplification nous
en citons deux. D’abord, a la différence de 1’énoncé originel de T. Kato, aucune condition
supplémentaire sur le gradient de la solution v n’apparait dans le théoreme IV.2. Ensuite,
dans le théoreme IV.1 nous pouvons inclure le cas p = oo, & une seule condition pres,
de changer la continuité forte pour ¢ = 0 par celle de la convergence faible *. Démontré
dans [15, 17] en utilisant la structure scalaire simplifiée du terme bilinéaire (voir aussi
G. H. Knightly [14, 73, 74]), ce dernier résultat est inattendu car 'opérateur P tout seul
n’est pas borné dans L°°(R3). Récemment, Y. Giga et son école & Sapporo ont exhibé
une démonstration différente de ce méme résultat d’existence de solutions locales bornées
[52].

Apres ce préambule, venons-en & la démonstration du théoreme IV.1. On dispose de
deux lemmes, dont la preuve est élémentaire (voir [15]).

LEMME IV.2. Soient 1 <p < oo et 0 < T < oo fizés. Si vy € LP(R?), alors S(t)vg €
A (T) et
15 @) vollns, () = llvollp- (4.16)
LEMME IV.3. Soient 3 <p < o0 et 0 < T < oo fixés. L'opérateur bilindire B(f, g)(t)
est bicontinu de Np(T) x Np(T') — Np(T) et on a

1B(f: 9)()lns, )y < (T O|w, (9 ()l ) (4.17)
avec
mp(T) = C,T30 %) = %T%(l_% . (4.18)
p

Relions ces deux lemmes au théoreme de point fixe. Si la condition

Anp(T) |lvollp < 1 (4.19)
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est vérifiée, I'existence de la solution v (¢, x) du théoréme IV.1 est assurée. Concernant son
unicité, il suffit de remarquer que, pour toute autre solution mild v'(¢, x) avec v’(0,z) =
v(0,z), on a

[o(t) =o' (Olln, ) < (0O, () + 10" Ol ()1 (T [0(E) = 0" ) lwv, (1) (4.20)
Le théoréme TV.1 suit alors sans difficulté [15].

La démonstration du théoreme IV.2 est plus compliquée, car non seulement la con-
stante C}, dans (4.18) diverge si p — 3, mais, comme I’a montré F. Oru [104], 'opérateur
bilinéaire vectoriel B(v,u) n’est pas continu de N3(T) x N3(T) — N3(T).

Pour contourner cette difficulté dans le demi-espace Ri, F. Weissler, suivant T. Kato
et H. Fujita, introduit des espaces arbitraires ou la bicontinuité de B est assurée, ce qui
permet d’appliquer le schéma de point fixe et obtenir une solution qui s’avere appartenir,
ultimo, & Vespace C([0,T); L3(R?)).

T. Kato utilise la méme stratégie pour I'espace R tout entier. Dans la relecture
de lalgorithme de Kato donnée dans [15, 21, 110], les espaces auxiliaires /Cj(T") sont
définis de la manieére suivante. Une fonction v(t, z) appartient a K,(T'), avec ¢ fixé dans
Pintervalle 3 < ¢ <ocet a=a(q) =1-— %, si elle vérifie les conditions

t2u(t,x) € C([0,T); LY(R?)) (4.21)
et
lim t%|o(t)]lg = 0, (4.22)
et, si T'= o0,
Jim t2|Jv(t)|l = 0. (4.23)

Les deux lemmes suivants (voir [15] pour la démonstration) permettent d’appliquer
lalgorithme de point fixe dans I'espace Iy (T').

LEMME IV 4. Soient 3 < g < 0o et 0 < T < oo fizés. Si vy € L*(R?), alors S(t)vy €
Ky(T).

LEMME IV.5. Soient 3 < g < 0o et 0 < T < oo fizxés. L'opérateur bilinéaire B(f,g)(t)
est bicontinu dans ICq(T') x Kg(T) — KCy(T') et on a

I1B(f; 9) D,y < nallf O,y llg@®llx, z)- (4.24)

ot la constante ng ne dépend pas de T'.

On fixe alors ¢ dans l'intervalle 3 < ¢ < 0o et on obtient une solution mild v(t, z) €
Kq(T) deés que la condition

dny sup t3]1S(t)woll, < 1 (4.25)
o<t<T

est vérifiée. Or, grace au lemme IV.4, ceci est le cas si ||vglls < & et T' = oo, mais aussi
si vg € L3(R3) est arbitraire et T = T'(vg) est suffisamment petit.

Une simple application du lemme suivant permet d’assurer que la solution v(¢,x) €
C([0,T); L3(R?)) et de prouver (4.12) pour p = 3 et (4.23) pour T = oo et ¢ = 3. En
effet, on obtient encore plus: que v(t, z) € Ky(T) pour tout 3 < g < 0.
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LEMME IV.6. Soit 0 < T' < oo fizé. L’opérateur bilinéaire B(f, g)(t) est bicontinu de
Ky(T) x Kg(T) = Kp(T) si3<p< 63qu et3<qg<6,53<p<ooetq=06, etenfin si
d<p<ooetb<qg<oo.

Pour terminer la preuve du théoreme IV.2 il ne nous reste plus qu’a démontrer 'unicité
de la solution v(t,z) € C([0,T); L*(R?)) (& ce propos voir aussi [93]).

Ce résultat fondamental a été démontré en 1997 par G. Furioli, P.-G. Lemarié et
E. Terraneo [43, 44] en utilisant la bicontinuité de lopérateur B(f,g) respectivement
de L((0,7); L3 (R)) x L®((0,T); LA(R®)) — L=((0,T); Bf ™ (%)) et de L((0,T);
By (R9)) x L=((0,T); LA (RY)) — L=((0,7); B ™ (B%)),

Quelque temps apres [96], Y. Meyer simplifiait la démonstration de Lemarié et de
ses éleves en se servant seulement de la bicontinuité de B de L*((0,T); L3>°(R3)) x
L>((0,T); L3*°(R3)) — L>=((0,T); L*>(R3)). Cest ce résultat clef que nous allons
démontrer. En effet, nous obtenons un résultat plus précis, a savoir les lemmes IV.7
et IV.8 (voir aussi [20]).

LEMME IV.7. Soient % < qg< ooetd < T < o fixés. Lopérateur bilinéaire
B(f,g)(t) est bicontinu de L*°((0,T); L>*(R3)) x L*((0,T); L>*(R3)) — L>((0,T);
-3 _ 1,00
Bi T (R?).

On démontre ce lemme par dualité. On considere alors une fonction de test x(z) €
Cs°(R?) et on en évalue le crochet de dualité dans R? avec le terme bilinéaire. Cela donne

t
[(B(f,9)(1), x)] < / [(s7*® <> * X (fg)(t — s))|ds. (4.26)
0 Vs
Si on disposait d’une généralisation de I'inégalité de Young classique
o+ bllso < llall bl (4.27)
on pourrait espérer modifier 'argument suivant qui donne la continuité de B(f,g) de

L°((0,7); L3(R?)) x L((0,7); L*(R?)) — L=((0,T); B/¥ (R%)), & savoir

B(F.0)0 01 < (s 1aOlaye) [ |72 (=) x| a
o 1 . du
<2( s SO s o)) [ |50 (1) en] T 429

< C( sup [IFD)s)( sup (lg(®)]ls)llxll 5,11
0<t<T 0<t<T

la derniere estimation étant une conséquence de la caractérisation des espaces de Besov
rappelée dans I’Appendice ci-dessous.
Or, 'inégalité de Young généralisée aux espaces de Lebesgue faibles [112],

la*bllr < CpgllFlpll9gllg.00 (4.29)

ne s’applique que si 1 < p,¢q,7 < oo et p~! +¢ ! =1+ r~ 1. On ne peut donc modifier
(4.27).
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Pour contourner cette difficulté, nous allons décomposer le noyau © en deux parties
©1 et Oy définies en transformée de Fourier par

O1(¢) =: el (4.30)
et

Ou(6) = =T, (4.31)
de telle sorte que

1

1 4
—0O(/s€) =
7 (Vs€) 7
A T'aide de cette décomposition, nous pouvons alors écrire, en passant par la trans-
formée de Fourier inverse (p et ¢ exposants conjugués)

€l expl—s[¢[*] = 01(/56)05(v/5). (4.32)

t . 3 .
(U900 < | <e (55)x(z) e (55) < sate- s>> ds
A (4.33)
. . .
< [[|(%5) & () sste-o e (), =
et I'inégalité de Young généralisée (3/2 < g < oo, ¢ ' +1=a"!+2/3)
1\?* : 1\?* :
(72) :(55) + fote <¢ ‘(\[) 0 (2 st = Moaoe
< s 26| fg(t = 8) 152,00
permet de conclure
tls~201 (5) * Xl
(BN (s 1790 spe) [ g5t ds
o<t<T 0 S$2'3 ¢
© | 50, (=) * d
<2 sup 50l s g(0lee) [ 1O Xl
0<t<T 0<t<T 0 u o a U
< C(sup |[[f(#)lls,00)( sup {lg(t)l[3.00) X 1-2.1-
o<t<T o<t<T B,
(4.35)

Pour pouvoir utiliser le lemme IV.7 dans la preuve de l'unicité des solutions mild
comme dans [96], nous avons besoin d’un résultat classique (voir [6]).

1,00

L3 , ,
LEMME IV.8. Les inclusions suivantes sont continues: Bq (R3) — L*>*(R3) pour

3 _
tout 0 < g < 3 et L¥*(R3) — By

1,00

(R3) pour tout 3 < q < co.

Sans perte de généralité, démontrons ce résultat seulement pour ¢ = 2. Pour cela, il
convient d’utiliser la caractérisation des espaces de Besov et de Lebesgue faibles donnée
par la théorie de 'interpolation, & savoir

(L*(R?), LA(R?))2/3,00 = L™ (R?) (4.36)

et
(Bg’l(Rg)aBz%l(Rg))ws,oo = BQ%’OO(Rg)- (4.37)
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Or, puisque
BN (R?) — L2(R?) (4.38)
et que
.3 .
B (R3) < BYYR3) — LA(R?), (4.39)
on obtient le résultat .
B2 (R3) — L>*°(R?). (4.40)

4.2. Fonctions de Lyapunov et stabilité des solutions de Kato. Comme dans les pages
précédentes, nous allons nous intéresser a la projection des équations de Navier-Stokes

v
VA =-V. _VP
5~ VAV V- (v®v) -V (4.41)
Vov=0
sur les champs vectoriels a divergence nulle
Ov
— =vAv—F
5 = VAY (v,v) (4.42)
v=DPv
ol
F(u,v)(t) =PV - (u®v)(t) (4.43)

et [P est comme d’habitude 'opérateur de projection de Leray-Hopf.
Commencgons par une définition classique.

DEFINITION IV.1. Soit v(¢) solution de (4.42). Toute fonction £(v)(t) qui décroit en
temps est appelée fonction de Lyapunov associée a v.

L’exemple le plus connu de fonction de Lyapunov est donné par 1’énergie, a savoir la

fonctionnelle )
E(v)(t) = QHv(t)llg (4.44)
car, comme on 'a déja fait remarquer, éq. (3.22),
dE(t)
- —v||Vo||2 < 0. (4.45)

Dans un article qui semble peu cité [65], T. Kato a démontré qu’il existe d’autres fonctions
de Lyapunov pour les équations de Navier-Stokes. L’importance de ce résultat vient de
son lien avec la théorie de la stabilité. Le théoreme IV.3 qui suit, complete les résultats du
théoreme IV.2 et entraine de maniere évidente la stabilité conditionnelle asymptotique
de la solution nulle.

THEOREME IV.3 [65]. Il existe 6 > O tel que, si le nombre de Reynolds Rs(vo) =
Ivolls < 5. alors la quantité Rs (v)(t) = W®ls o5t yne fonction de Lyapunov associée a v.

v v
Ce résultat s’applique aussi dans le cas d’autres normes fonctionnelles, en particulier
celles de Besov [23]. Par ailleurs, la stabilité conditionnelle des solutions de Kato est une
conséquence immédiate du Lemme IV. 1 (voir aussi [71]). En effet, & la différence des solu-
tions de Leray (Théoréme II1.1), Papplication qui & la donnée initiale vy € L3(R?) associe
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la solution mild au sens de Kato v(t,z) € C([0,T); L3(R?)) est analytique au voisinage
de zéro, en tant que fonctionnelle agissant sur L3(R3) & valeurs dans C([0,7); L3(R?)).

Appendice. Décomposition de Littlewood-Paley et espaces de Besov. Com-
mencons par définir la décomposition de Littlewood-Paley. Pour cela, on considere une
fonction (arbitraire) ¢ dans la classe de Schwartz S(R?) et dont la transformée de Fourier
¢ est telle que

0SPO <L $O=1 s <2, pO=0 s 25 (A1)
et I'on pose
Y(x) = 8p(2z) — p(x) (A2)
pji(z) =2Yp(2z), jEL (A.3)
V() =2%¢p(27z), jeL. (A.4)

On désigne par S; et A; respectivement les opérateurs de convolution avec ¢; et ;.
Enfin, Pensemble {S;,A;},cz représente la (une) décomposition de Littlewood-Paley de
I'unité, & savoir
I=S+Y Aj=> A, (A.5)
§>0 JEL
L’importance de cette décomposition vient de ce qu’elle permet de définir (indépen-
damment du choix de la fonction ¢) les espaces de Besov [106, 41] et de Triebel-Lizorkin
[128, 129, 41].
DEFINITION A.1. Soient 0 < p,¢q < 0o et s € R. Une distribution tempérée f appar-

tient & 'espace (homogene) de Besov B(j’p (R3) si et seulement si

(D@15 fl,7)" < ox. (4.6)

JEZ

=

DEFINITION A.2. Soient 0 < p < 00, 0 < ¢ < 0o et s € R. Une distribution tempérée
[ appartient a I'espace (homogene) de Triebel-Lizorkin F;? (R3) si et seulement si

[(Seiame)’|,
JEZL

< 0. (A7)

Les quatre propositions suivantes permettent de définir des normes équivalentes dans
les espace de Besov et de Triebel-Lizorkin en termes du semi-groupe de la chaleur S(t)
et de la fonction © qui interviennent dans le formulation intégrale mild des équations de
Navier-Stokes.

Les deux premieres équivalences, Propositions A.1-2 ci-dessus, sont naturelles. Les
opérateurs de convolution A; peuvent étre interprétés comme un sous-ensemble discret
(j € Z) de l'ensemble continu (¢ > 0) des opérateurs de convolution 0; ou

0, = tli‘@ (¥> (A8)
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et, comme dans (4.15), © est définie par sa transformée de Fourier ©(§) = |§|e‘|€|2. Si
la fonction © était réguliere et & support compact du coté de Fourier, on obtiendrait
une caractérisation compléte des espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin, sans restriction
aucune sur le troisieme exposant s qui apparalt dans les Définitions A.1-2. Et il en serait
de méme si la fonction © avait tous ses moments nuls [106]. Or, on ne dispose que d'un
seul moment nul pour O : son intégrale. C’est pourquoi il convient de se limiter a s < 1.

Pour les démonstrations, le lecteur se reportera & [106] et, pour une caractérisation
plus générale, a [128, 129, 41].

PROPOSITION A.1. Soient 1 < p,q < oo et s < 1, alors les quantités

1

(D-e1asf1.7)” (4.9)

JEZL

(AMWW@JMV?); (410)

sont équivalentes et seront désignées indifféremment par ||f||Bs,p(R3).
q

et

PROPOSITION A.2. Soient 1 < p < o0, 1 <g< oo et s <1, alors les quantités

[(Zeviame)’, A
et
(o)

sont équivalentes et seront désignées indifféremment par || f| [P (R3)
q
Les équivalences suivantes, Propositions A.3-4, sont encore plus utiles car elles per-
mettent de passer de A; & .S; (et, de la version discrete S; a celle continue S(t)). Méme si
on arrive facilement & donner une estimation supérieure des quantités qui font intervenir

Aj, par d’autres ne faisant intervenir que S;, et ceci grace a l'identité

Aj = Sj+1 =5 (4.13)
le passage de A; a Sj, via l'identité
SjJrl - Z Ak, (A14)
k<j

n’est pas possible si s > 0 ([106]).

Dans le contexte des équations de Navier-Stokes, un contre-exemple explicite pour
s =0 a été donné dans [15] pour les espaces de Besov. Un deuxiéme, toujours pour s = 0,
mais concernant les espaces de Triebel-Lizorkin est contenu dans [21].

Venons-en aux équivalences dont il est question.

PROPOSITION A.3. Soient 1 < p,q < 0o et s <0, alors les quantités

1

(Seia.)7)", (4.15)

JEL
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(e, a.r)". (4.16)

JEZ

(f °°<t-35<t>f||q>f’“f)'l’, (A17)

(/ w(t-snetfnq)pcf)'l’ (A18)

sont équivalentes et sont désignées indifféremment par ||fHBs,p(R3).
q

PROPOSITION A.4. Soient 1 <p < oo, 1 <g< oo ets<O0, alors les quantités

et

[(Se 2’| (A19)
JEZL
[(eis,e)| (A20)
JEZ
W
([t

sont équivalentes et sont désignées indifféremment par ||fHFs,p(R3).
q
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