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Le nombre de Milnor a d’abord été défini en 1967 par J. Milnor ([M2]) pour les sin-

gularités isolées des hypersurfaces d’une variété analytique complexe W sans singularité.

Il a ensuite été généralisé par H. Hamm en 1971 ([H]) (cf. aussi Lê Dung Tran [Le]) pour

les intersections complètes, mais toujours avec singularités isolées (ce qui ne correspond

pas à une situation générique en codimension ≥ 2). Il a aussi été généralisé en 1988 par

A. Parusiński ([P]) pour les hypersurfaces avec singularités non nécessairement isolées.

Nous allons ici definir et étudier ce nombre de Milnor, en codimension arbitraire

et pour des singularités non nécessairement isolées, essentiellement sur les variétés sin-

gulières V qu’on peut définir comme ensemble des zéros d’une section holomorphe s d’un

fibré vectoriel holomorphe E → W , génériquement transverse à la section zero. Entrent

par exemple dans cette catégorie toutes les hypersurfaces de W , ainsi que tous les ensem-

bles algébriques dans un espace projectif complexe qui sont des intersections complètes

du point de vue ensembliste. La methode originale utilisée dans [M2] et [H] consistait

à étudier la fibration de Milnor; or il se peut qu’une telle fibration n’existe pas pour

des singularités non isolées. Quant à la méthode de [P] pour les hypersurfaces, elle ne

s’applique pas en codimension >1.

Le principe de notre méthode est basé sur la généralisation d’une formule donnée dans

[PP] dans le cas des hypersurfaces à singularités isolées. Pour un ensemble analytique

V satisfaisant l’hypothèse ci-dessus, nous définissons un invariant topologique global qui

représente une sorte d’obstruction à ce que le théorème de Gauss-Bonnet soit vrai sur

V . Cette obstruction est en fait “localisée” près de l’ensemble singulier Sing(V ) de V ,
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le nombre de Milnor µα(V ) attaché à une composante connexe Sα de Sing(V ) étant

alors la contribution de Sα à l’obstruction en question. Cette méthode peut aussi être

efficace pour faire des calculs sur de nouveaux exemples, y compris dans des situations

théoriquement déjà connues.

Plus précisément, on se donne un fibré vectoriel holomorphe E → W de rang k

sur une variété complexe W de dimension n + k, et une section holomorphe s de E

supposée generiquement transverse à la section zéro: l’ensemble V des zéros de s est alors

un ensemble analytique complexe de dimension n, qui est localement une intersection

complète ensembliste dans W . En outre, la restriction de E à la partie regulière V0
de V peut être canoniquement identifiée au fibré normal de V0 dans W : en particulier,

notant N la restriction de E à V , nous obtenons un “fibré virtuel” tangent τ(V ) =

TW |V −N dans la K-théorie KU(V ), dont on peut prendre la classe (totale) de Chern

c(V ) = c(TW |V ) · c(N)−1, ainsi que la classe cn(V ) qui en est la composante homogène

de dimension 2n. [On remarquera que ces classes de Chern dépendent du choix de E|V ,

et en fait toutes nos constructions ultérieures dépendront a priori de E(1). Cependant,

si l’on peut choisir les données holomorphes (E, s) de telle façon que la section s soit

régulière (c.à.d. telle que l’idéal de V soit localement engendré par les composantes de

s relativement à une trivialisation locale de E, ce qui par exemple est toujours possible

pour les hypersurfaces), V est alors localement une intersection complète, et la classe

d’isomorphie de N = E|V est bien définie, de même que l’identification de E|V0
avec le

fibré normal à V0 (cf. [LS], section 2): on appelle alors N “l’extension réduite” du fibré

normal(2).

Donnons-nous un champ de vecteurs X, C∞, tangent à V0. Notons Sing(X) la réunion

de Sing(V ) et de l’ensemble singulier Sing0(X) de X dans V0. Soient (Sα)α les com-

posantes connexes de Sing(X). Supposons de plus chaque Sα compact et inclus, de deux

choses l’une, ou bien dans V0, ou bien dans Sing(V ). Pour tout α tel que Sα soit inclus

dans V0, notons PHα(X) l’indice (généralisé) de Poincaré-Hopf de X au voisinage de Sα
(c’est l’indice usuel quand Sα est un point).

Lorsque V est compacte et sans singularité, les formules suivantes sont bien connues :

(i) χ(V ) = cn(τ) _ [V ] : c’est une version du théorème de Gauss-Bonnet,

(ii) χ(V ) =
∑
α PHα(X) : c’est le théorème de Poincaré-Hopf, qui signifie que la

donnée de X fournit une “localisation” de l’invariant topologique χ(V ) près de Sing(X).

Si V , toujours supposée compacte, a maintenant des singularités, l’expression χ(V )−
cn(τ) _ [V ] n’est plus nulle en général: c’est elle qui sera—au signe près—l’invariant

topologique de V dont nous parlions ci-dessus.

(1)En fait, toutes nos constructions et nos résultats restent valables sous l’hypothèse plus
faible que le fibré normal à V0 dansW s’étend en un fibré vectoriel Ñ qu’on peut supposer seule-
ment C∞ sur un voisinage de V dansW , et sans supposer—même si Ñ = E est holomorphe—que
V est nécessairement l’ensemble des zéros d’une section de E.

(2)Cela ne veut pas dire, même pour les hypersurfaces à singularités isolées, que cette
extension réduite N soit l’unique extension possible à V du fibré normal à V0: voir ci-dessous
l’exemple 2.
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Cet invariant se localise près de Sing(V ) de la façon suivante: si Sα désigne une

composante connexe compacte de Sing(X), (V elle-même n’étant pas nécessairement

compacte), la donnée de X fournit séparément une localisation de χ(V ) près de Sα et

une autre de cn(τ) _ [V ]: à partir de là, on distingue 2 indices de X en Sα, tous deux

généralisant l’indice de Poincaré-Hopf et cöıncidant avec lui si Sα est dans V0, tous deux

définis dès que X est défini au voisinage de Sα sauf peut-être en Sα, et tous deux ne

dépendant que du comportement local de X au voisinage de Sα. Ces 2 indices sont

appelés ci-dessous “l’indice virtuel” Virα(X), et “l’indice de Schwartz” Schα(X). Avant

d’esquisser leur définition, remarquons d’abord que toute variété singulière admet des

champs de vecteurs X comme ci-dessus, tel par exemple un champ “radial” R au sens de

[Sc]: dire que R est radial signifie qu’il cöıncide pour tout α avec un champ de vecteurs

Rα tangent à V0, sans singularité sur ∂Tα = V0 ∩ ∂T̃α, et transverse à ∂Tα (T̃α désignant

une variété à bord dont l’intérieur est un voisinage régulier de Sα dans W et dont le bord

est transverse à V0).

L’indice “virtuel”, introduit dans [LSS], y est défini par des méthodes de géométrie

différentielle. Si une singularité de V est un germe d’intersection complète en un point

isolé, l’indice virtuel cöıncide avec le GSV-indice, qui est lié à la fibre de Milnor et au

nombre de Milnor. Dans le cas de singularités non isolées, le GSV-indice n’est pas bien

défini a priori, d’où l’intérêt d’utiliser l’indice virtuel. Nous allons définir ici ce dernier de

façon purement topologique, en supposant pour simplifier W compacte : il existe alors

un fibré E′ →W tel que E⊕E′ soit un fibré trivial θh(W ) de rang fini h, dont on notera

(v1, · · · , vh) la trivialisation naturelle. Sur V0, TW ⊕E′ est isomorphe à TV0 ⊕ θh(V0) et

admet par conséquent, au-dessus de ∂Tα, le h + 1 repère (X, v1, · · · , vh), (T̃α ayant été

choisi de façon que X ne s’annule pas sur ∂Tα, ce qui est toujours possible). L’indice

Virα(X) est alors l’obstruction à prolonger le h+ 1 repère (X, v1, · · · , vh) à Tα = V ∩ T̃α
tout entier; puisque cette obstruction appartient à Hn(Tα, ∂Tα;Z) ∼= Z, c’est un entier;

on peut montrer qu’il ne dépend pas des différents choix effectués.

Si X ′ est un autre champ de vecteurs tangent à V0, et sans singularité sur chaque

∂T̃α, on pose:

dα(X,X ′) = Virα(X ′)−Virα(X);

cet entier représente une obstruction à l’existence d’une homotopie entre X et X ′ sur

∂Tα.

L’indice de Schwartz Sch est introduit dans [SS2] quand Sα est un point singulier

isolé. Nous le généralisons ici au cas de singularités non isolées en posant

Schα(X) = χ(Sα) + dα(R,X).

En particulier, Schα(R) = χ(Sα). (Il existe une autre généralisation dans [KT] de l’indice

de Schwartz pour les champs de vecteurs stratifiés éventuellement non radiaux, éventuelle-

ment discontinus).

L’indice de Schwartz dépend seulement de X et de V , tandis que l’indice virtuel tient

compte aussi de la façon dont V est plongée dans W et du choix de E.

Nous allons résumer nos résultats dans le théorème suivant :
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Théorème. Soit V un sous-ensemble analytique complexe de dimension n d’une

variété complexe lisse W , défini comme ci-dessus, et soit X un champ de vecteurs comme

ci-dessus. Définissons le nombre complexe

µα(V ) = (−1)n
[
Virα(X)− Schα(X)

]
.

Alors :

(i) µα(V ) ne dépend pas du choix du champ de vecteurs X au voisinage de Sα, bien

qu’il dépende, en général , du choix de l’extension Ñ du fibré normal à V0.

(ii) Virα(X) = Schα(X) = PHα(X) si Sα est dans V0.

(iii) Si V est compacte, on obtient les 2 généralisations suivantes du théorème de

Poincaré-Hopf : ∑
α

Virα(X) = cn(V ) _ [V ],
∑
α

Schα(X) = χ(V ).

(iv) Si V est compacte, on a alors χ(V ) = cn(τ) _ [V ] + (−1)n+1
∑
α µα(V ).

(v) Si Sα est un point isolé p, si V est localement une intersection complète près

de p, et si N est l’extension réduite du fibré normal à V0, Virα cöıncide alors avec le

GSV-index of [Se, GSV, SS1], et µα(V ) cöıncide avec le nombre de Milnor usuel ([M2,

H, Le, L]).

(vi) Si V désigne une hypersurface, le fibré normal à V0 possède alors une extension

naturelle à un voisinage de V dans l’espace ambiant , et dans ce cas µα(V ) cöıncide avec

le nombre de Milnor généralisé de Parusiński ([P]) (le nombre de Milnor usuel si Sα est

un point).

La formule (iv) est un corollaire immédiat de (iii). Elle généralise celle pour les hy-

persurfaces donné dans [Pa], et celle pour les “intersections complètes locales fortes avec

singularités isolées” de [SS2] (cf. aussi [D, PP]). Comme indiqué dans [SS2], cette formule

se réduit à la classique formule d’adjonction quand V est une courbe complexe et W une

surface compacte complexe.

Exemple 1. Prenons pour W l’espace projectif CP4 avec coordonnées homogènes

[X,Y, Z, T, U ], et soit V la surface complexe définie comme l’intersection, dans CP4, des

2 cônes X2 − Y T = 0 et Z2 −XY = 0. Il est aisé de vérifier que l’ensemble singulier S

de V est la droite complexe X = Y = Z = 0. Pour tout nombre complexe a, le champ

de vecteurs

Ra = (2 + a)x
∂

∂x
+ (4 + a)y

∂

∂y
+ (3 + a)z

∂

∂z
+ at

∂

∂t

(relativement aux coordonnées (x, y, z, t) = (XU ,
Y
U ,

Z
U ,

T
U ) dans l’espace affine U 6= 0) est

tangent à V , et s’étend naturellement à l’hyperplan de l’infini U = 0.

Pour a = −4, Ra s’annule le long de la droite X = Z = T = 0, qui est incluse dans V

et pas dans S bien que coupant S. Il ne satisfait donc pas aux conditions voulues.

Pour toutes les autres valeurs de a, le seul point singulier de Ra sur V −S est le point

isolé p = [0, 1, 0, 0, 0] (régulier dans V ). Ainsi, Sing(Ra) possède 2 composantes qui sont

S et {p}.
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Tous les Ra (a 6= −4) sont radiaux sortant de p, tandis que les Ra tels que a 6=
−2,−3,−4 sont radiaux sortant de S. On en déduit χ(V ) = χ(S) + χ(p) = 2 + 1 = 3,

Sch(Ra, S) = 2 et Sch(Ra, p) = 1.

D’autre part le fibré tangent virtuel à V est égal à la restriction à V de 5L−L2−L2,

(L désignant le fibré “en hyperplans”, c’est à dire le fibré dual du fibré tautologique en

droites sur CP4). Il en résulte: c2(V ) _ [V ] = 4
[

(1+t)5

(1+2t)2

]
2

= 8. Puisque le point p est

régulier, Vir(Ra, p) = Sch(Ra, p) = 1 pour a 6= −4. On en déduit: Vir(Ra, S) = 8−1 = 7,

and µS(V ) = 7− 2 = 5

Exemple 2. Prenons pour V la courbe d’équation X3 − Y 2Z = 0 dans l’espace

W = CP2 (coordonnées homogènes [X,Y, Z]). Puisque le degré de V est 3, le fibré

E = L⊕3 est une extension à W du fibré normal à la partie régulière V0 de V (extension

“réduite”). Mais la courbe V est aussi une composante irréductible de la courbe V ′ définie

par Y (X3−Y 2Z) = 0, et E′ = L⊕4 prolonge de même le fibré normal à la partie régulière

V ′0 de V ′. L’origine [0, 0, 1] étant le seul point singulier et de V et de V ′, E′ est aussi une

extension du fibré normal à V0. On a donc 2 extensions (non isomorphes, même après

restriction à V ) du fibré normal à V0, et donc 2 indices virtuels distincts et 2 nombres

de Milnor. On trouve χ(V ) comme nombre de Milnor réduit correspondant à l’extension

réduite E, et χ(V ) + 3 pour l’extension E′. En fait χ(V ) = 2, puisque l’application

[u, v]→ [u2v, u3, v3] de CP1 dans CP2 est un homéomorphisme de CP1 sur V . Ainsi, le

nombre de Milnor réduit est 2; il cöıncide avec le nombre de Milnor usuel, qui est égal à

la dimension de O{x, y}/Jf où Jf désigne l’idéal jacobien de la fonction f(x, y) = x3−y2
dans l’anneau O{x, y} des séries entières convergentes en (x, y).

On remarquera que les 2 extensions L3 et L4 du fibré normal à V0, étant localement

triviales, sont isomorphes au voisinage du point singulier isolé. Or l’indice virtuel comme

le nombre de Milnor ne dépend que du comportement local de ces fibrés près de l’ensemble

singulier. Il n’y a cependant aucune contradiction à trouver des indices virtuels et des

nombres de Milnor distincts; en effet, si nous identifions localement chacun des 2 fibrés

avec le fibré trivial, les projections π : TW |V → N ne sont pas les mêmes dans les 2 cas.

Remarquer aussi qu’il faut choisir E = L3 si l’on veut que V soit l’ensemble des zéros

d’une section holomorphe de E.
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