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TeorEma 5. Lur mozo umobe ypasnenue (T) umeno pewsenic s mpocmpancmae
H(G), G = @+ K, 048 scaxosi naockoii swinyxaoli obracmu D u aroboi Bynrcyun

2(2) € H(D) neobxodumo u docmamouno, wmobs dymxyus F(A) Gura Byuryues;
enoane pezyaaprozo pocma e C.

Ommernm, uro B pabore [14] maxomaTcs HeoGXOUMBIE M HOCTATOYHBIE ycao-
Bus pasmepHocTt ypaeHerua (7) B npocrpancree H(G), G = 9+ K, rne 9 —
¢uxcHpoBaHHas BeIOyKIaA 061acTs B mocKocTH C.
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1. Introduction. Résumé

Dans une note parue aux C. R. A. S. [4], nous avons établi le résultat suivant

THEOREME 1. Soit 2 un domaine dans C™ et f(x,y) une fonction analytique
sur QxC", pour tout xR on pose Z, ;= {yeC": f(x,y) = 0}. Si’ensemble
E; = {xeQ: Z,  est algébrique} n'est pas polaire dans un domaine 2, € £, alors
il existe une fonction h analytigue sur 2 xC" et des fonctions A, (xeN", o] < q)
analytiques sur 2 telles que

£ 3) = (D 4.5) ) exph(, 3).
le{<g
Dans cet énoncé on peut mettre ,,non polaire dans £°* & la place de ,,n’est pas
polaire dans un domaine £, € £”, en raison d’un important résultat de Josefson
[2]. Le but de ce travail est d’étendre cet énoncé aux fonctions analytiques sur
des espaces vectoriels topologiques de Baire.
Soient E et F deux e.v.t. complexes séparés et de Baire dont le produit E xF

est également supposé de Baire. Soit 2 un domaine dans E.

DeriNrrioN. Un ensemble X < E est dit finiment polaire dans  si et seule-
ment si X 2 et pour tout sous-espace affine de dimension finie 4 dans E, on
a sur chaque composante connexe C de 2n4:

— ou bien X o C,

— ou bien Xn4 est polaire dans C.

I1 résulte immédiatement de cette définition que si (X) est une suite d’ensembles
finiment polaires dans 2 et si {_J X, 3 £, alors () X, est finiment polaire dans Q.

n n

THEOREME 2. Soit f(x, y) une fonction analytique sur 2 X F, on pose
Zor = {yeF: fix,y) = 0}

[269]
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et
E = {xeQ: Z, est Pensemble des zéros d’un polynéme sur F}.

Si E; west contenu dans qucun ensemble finiment polaire dans Q, alors f(x, y)
= P(x, y)expg(x, ¥), ou g est analytique sur QX F et P est analytique sur Q2 x F te]
que: pour tout x €8, P(x,y) est un polynéme de degré < q (g entier constant)
en y.

2. Démonstration du théoréme 2, cas F = C

On peut toujours supposer f(x,0) # 0, quitte & faire un changement d’origine
dans F.
2.1. On considére la fonction

2r
Ny, ) = _21_7; S log|f(x, 1¢)|d0
0

qui est convexe par rapport & logz (# > 0). On pose
. Ne(x,t)
= lim =220

g(x) lim — et

11 est évident que g(x) e NU{— o0 }.

et g = supg(x).
xe

LemMA. Dans I’hypothése du théoréme 2, q est un entier = 0 et Pensemble e
= {xeQ: ¢(x) < q} est finiment polaire dans Q et de 1ére catégorie de Baire.

Preuve. On montre d’abord que g est fini, en raisonnant par ’absurde. Sup-
POSONs g = ¢0, POSONS:

_ . _ . Ny(x,i+k)
X={xe:qx) < 0}, X;= {xe!). “Tos TR
X;; est évidemment fermé dans 0, car x — Ny(x, t) est semicontinue supérieure-
ment dans 2. D’autre part, X, = @, en effet dans le cas contraire, on aurait g(x) < j
Vxew = X,; ouvert non vide, ce qui entrainerait ¢(x) <j Vx €2, contraire i
Phypothése ¢ = 0. On démontre cette implication de la maniére suivante: Soit 4
Pensemble des points x, € 2 tels que g(x) < J pour x appartenant & un voisinage
de xo, 4 est évidemment ouvert et o = A.

On va montrer que 2 = 4, il suffit de montrer que tout ouvert B de Q disqué
par rapport & un point a € 4 est inclus dans 4. En effet soit x € B, le plan {a+
:l- & (x—r%): ¢ € C} coupe B suivant un disque  de centre a. Pour tout u appartenant
4 un voxs‘inage de a dans ce disque, on a g(u) < j. Par conséquent, on @ d’aprés
injthéoreme de Pierre Lelong ([3], Proposition 4), q(u) <j Yue é, donc ¢(x)
A 1,§d: gxt;?’éss‘t don(;: de Pl'emi??re catégc')rie de Baire, par conséquent X # £.
dane O o XDrzme de ,Leloug, il est facile de voir que X est finiment polaire
hypothe s qui I‘le‘St contenu. dans aucun ensemble finiment polaire (par

ypothese), donc contradiction, ce qui prouve que g est fini. Il est clair que g e N

sijeN}(i,jeN).
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et {xeR: q(x) = g} % @. Encore par le théoréme de Lelong, on voit que I’en-
semble e = {x € 2: g(x) < g} est finiment polaire dans 2.

2.2. Posons Cy = {xeQ: f(x,0) = 0}. Comme en dimension finie, on voit
facilement que CyUe est fermé, et finiment polaire dans Q. D’autre part, cet ensemble

~ est de premiére catégorie de Baire. Par conséquent G = O\ (Csue) est un ouvert

partout dense dans £.
Pour tout x € G, y — f(x,y) posséde m zéros notés y;(x) (j=1,2,...,m),
on a:

T ¥) = £2, 0) (1=9/y5 () .. (1=p/yu(x))exph(x, y)

avec

1 S fe(x, )

U2 g 16,0

oll R est arbitraire > max|y;(x)|. Par un raisonnement classique, on voit que %
est séparément analytique, donc analytique, sur G xC. On va montrer que % est
analytiquement prolongeable & 2 xC. Soit x, € £, soit 7z un sous-espace affine de
dimension finie de E passant par x, tel que la composante connexe de w2 con-
tenant x, rencontre G. Un tel =z existe, car G est un ouvert partout dense dans
Q. 7 peut s’écrire 7 = {Xo+ A uy+ Aytia+ ... +An,: A; € C} ot les 1y sont fixés
dans E. On applique le Théoréme 1 a4 la fonction

DAy, Agy oeey A3 Y) = fXo+ Aqus+ oo +Au,,9)
définie sur w, xC avec

h(x,y) = log(l—y/&)dé

g = {(A&, ..., A) €C% Xo+ Aty + ... + Ay, € composante de
7z contenant X, }.
On voit que la fonction A(xo+ Ayus + ... + A4, »), définie sur (0.nG) xC, est
analytiquement prolongeable & w, xC. On note par A.(x,, ) la valeur de cette fonc-
tion au point (A4, = A, = ... = 4, = 0,). Il est clair que A.(xo,¥) = Alxo,¥) si
Xo € G. D’autre part, (%o, y) ne dépend pas du choix de sz: Si #’ est un autre
sous-espace affine de dimension finie passant par x, et rencontrant G, alors
he(X0,¥) = ha (%0,7) VyeC.
En effet
7' = {Xo+ MU+ .. +i0;pEC),
I'espace affine
" = {Xo# Aty + oo FAlgtp O+ o 0 Ay et pyeCY
coupe G suivant un ouvert non vide de @, en appliquant le Théoréme 1 2 la
fonction

(P, gy g5 onns e} Y)
o f(XoF Aty F o AUt 0+ o e, Y) = 9(4, 1, Y).
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On voit que la fonction
Qoo+ Aty + oo+ AU O+l 0, ),
définie sur (w,.NG)xC, est analytiquement prolongeable & w,. xC et
he(%0, ¥) = hus (%0, ¥) = (0,0, y).
Maintenant pour tout (x,y) €2 xC, on pose
h(x, ) = hax, )

od 4 est un sous-espace affine de dimension finie quelconque de E passant par
x et rencontrant G. A est analytique au sens de Gﬁtf,aux sur 2 xC et coincide avec
h sur GxC. Donc d’aprés le Théoréme de Zorn, / est analytique sur 2 xC,

Considérons P(x, y) = f(x, y)exp (—g(x, y)) avec g = ﬁ, P est analytique sur
QxC et pour tout x e @\ (Cyue), P(x, y) est un polynéme de degré g en y, donc

q
P(x,y) = D A(x)y* avec les 4, analytiques sur Q.
[

3. Cas général

On considére la fonction @(x,y, 4) = f(x, Ay) qui est analytique sur Q xFxC.
Pour tout (x,y) € E;xF, la fonction 4 — g(x,y, 2) posséde g(x,y) < co zéros
ou est identiquement nulle. L’hypothése faite sur E; entraine: E; x F n’est contenu
dans aucun ensemble finiment polaire dans 2 x F. D’aprés le cas précédent (F = C),
on voit que la fonction A — ¢(x,y, A) posséde exactement g zéros A,(x, y), ...
ws 24(%,¥) tous # 0 (g entier constant), sauf pour (x, y) appartenant i un en-
semble A fermé et finiment polaire dans £ x F ayant la propriété suivante:
pour tout (x,y)e (@xF)\A et tout AeC,

(%, ) € (@ xF)\A.
Donc pour (x,y, 4) € [(2 x F)NA] xC, on a:

= A A u
f(x, 4y) ‘f(x,O)(l— ll(x,y)) (1 ) )expg(x, ¥, A

avec

S AT - R
g(x,y, ) 2im crlom fx, zy) og|l z
on constate que Z(x,y, 1) = Z(x, Ay, 1). .
Encore daprés le cas F = C, & est analytiquement prolongeable 3 2 x FxC.
On pose g(x> y) = g(x9 b 1)1 P(xa » =f(x’ Y)CXP (~g(x’ y))
La fonction P(x, y) est analytique sur Q x F et, pour tout (x, y) € (2 x F)\A4,
P(x, 4y) est un polynome de degré g en AeC.

) dz (R > R(x,)

Soit %Am(xd’) le développement de P(x, y) en série de polyndémes homo-

gines en y.
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Chaque An(x,y) est analytique sur Q x F et il résulte de ce qui précéde que:
Am(x5y) =0 V(x,y)e(-QXF)\A, Vm > q.

Puisque (£ x F)N\A est un ouvert non vide du domaine 2 xF, ona 4,, = 0 Vm > q.
Fin de démonstration.

4. Remarques

4.1. Tl résulte immédiatement du théoréme 2: Soit E un espace vectoriel to-
pologique complexe séparé et de Baire. Soit f une fonction analytique sur E, £(0)
# 0 (0 = élément nul de E). Si pour tout x appartenant & un ensemble e = E
qui n’est contenu dans aucun ensemble finiment polaire dans E, z — f(zx) posséde
un nombre fini de zéros dans tout le plan C (z € C), alors f(x) = P(x)expg(x) o
P est un polynéme et g une fonction analytique sur E.

Cet énoncé étend 4 la dimension infinie un résultat de Hengartner [1].

4.2. Le théoréme 2 est aussi une extension 2 la dimension infinie d’un résultat
de Ronkin [5] qui est & origine du théoréme 1.

4.3. Ce texte reprend et développe la seconde partie d’une communication
faite au Colloque d’Analyse Harmonique et Complexe de La Garde — Freinet
(Juin 1977, Actes multigraphiés, Universit¢é de Provence), ou le théoréme 2 est
annoncé sans démonstration pour les espaces de Banach. Il constitue I'essentiel
d’un exposé que l'auteur a envisagé de faire (sans 1’avoir fait) pendant son séjour
au Centre Banach de Varsovie en Avril 1979.
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