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POLONIOI MATHEMATICI
IX (1961)

Uber die Vektorkomitanten der Vektorfelder

von M. KUCHARZEWSKI (Katowice)

Einleitung. Bs seien m kontravariante Vektorfelder
(1) 1%, 2“’ oy ml
mit den Koordinaten
(2) Wy Wy, v =1,2,..,mn,

im #n-dimensionalen Raume X, gebegen.

DerFINITION 1. Eine Vektorkomitante der Vektoren (1) nennen wir
jedes Funktionensystem

(3) fw(lu”la“-un/”’%l)y Dy Py eyt =1,2,..., 7,

der Koordinaten (2) dieser Vektoren, welches bei der beliebigen Trans-
formation des Koordinatensystems

(4) o =a" (@) (Y, v =1,2,.,%,
der Beziehung
(8) TRy oy A me?) = AL (0 L ™)
geniigt, wo A, die Ableitungen
, 0a”
=

der Transformation (4) bedeuten.
Die Beziehung (5) kann auch in der Matrizenform geschrieben werden:

(6) FCA-quy oy Aou) = A f(31hy ooy mb).

Dann igt A die Matrix
(M A4 =4

(1 In dieser Arbeit bedienen wir uns der in [2] eingefihrten Bezeichnungen
(vergl. [2], FuBnote (1) und (*).
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und f, yu, ..., n% stellen die einspaltigen Matrizen
fl Mul
2 u? .

(8) f= f y o=t i w=1,2,...,m,
1 |

dar. Endlich 4-u, A-f bedeuten die Produkte der Matrizen (7) und (8).

Ahnlich wie in der Arbeit [2] (Formel (9)) schreiben wir die Argumente der

Funktion f (die jetzt eine eingpaltige Matrix darstellt) in der Form einer Ma-

trix. Die u-te Spalte dieser enthiilt die Koordinaten des u-ten Vektors ,u.
Die Gleichung (5) soll fiir beliebige

v
My ov=1,2,...,mn,

und diejenige A, gelten, die der Ungleichung

(9) . Det |4} # 0
" gentigen.

Die Gleichung (6) kann man auch in folgender fiir weitere Uber-
legungen bequemerer Form

(10) ’ Af(A-yuy ooy A pu) = Flutty ...

umschreiben. A bedeutet die zu 4 inverse Matrix.

In dieser Arbeit bestimme ich alle Losungen der Gleichung (10)
und auf diese Weise erhalten wir alle Vektorkomitanten der m- kontra-
varianten Vektorfelder (1) im n-dimensionalen Raume.

Fiir den speziellen Fall m = 3 und n = 2 wurde dieses Problem
von S. Golgb [1] bei der Gelegenheit der Untersuchungen iiber die Diffe-
rentialvektorkomitanten erster Ordnung gelost. Rin Teilergebnis in
dieser Richtung (m = 1 und n beliebig) hat A. Moér [3] erhalten als
eine Folge aus dem allgemeineren Satze iber Affinorkomitanten eines
Vektorfeldes (S. 16, Satz 1, 8.17, Korollarium).

§ 1. Formulierung der Satze. Wir betrachten ein bestimmibcs
System von Vektoren (1). Es seien p von ihnen linear unabhsngig. Ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daB eben die p
ersten von den Vektoren (1)

(1) . Dy ooy gl
linear unabhéngig sind und jeder der Vektoren

pu=1,2,...,m,

’ mu)

(12) 1ty ooy ml

von (11) linear abhingig ist. Die eindeutig bestimmte Zahl p erfiillt die
Ungleichungen

(13) . . 0 <
(14) »

N

psm,
<

3
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Ist
p<m,
so gibt es Zahlen
(15) A a=1,2,..,p, o=p+1,..., m,
welche die Beziehungen o
(16) oW = A%

erfiillen. Die Skalaren (15) bleiben hei der affinen Transformation

(17) w' = AYw

ungedndert. Da die lineare Abhingigkeit der Vektoren und die Zahl p
auch bei diesen Transformationen invariant sind, kann man die Form
der Funktion f tiir jeden Wert von p unabhingig bestimmen. Dies ist
in folgenden Sitzen enthalten.

Sarz 1. Ist
1<p<m,
so hat jede Vektorkomitante (3) der Vektoren (1) folgende Gestalt :
(A8)  fo(yty ey mu) = w2 (A, a,B=1,...,p,
o=1,2,...,m, o=p+1,...,m,
wo q)ﬂ(gﬂ.“) beliebige Funktion der Skalaren (15) bedeutet.

Die Sonderfille p =m und p =0 sind in den nichststehenden
Satzen erfalt: ‘

SArz 2. Ist
P =m,
so hat jede Vektorkomitante der Vektoren (1) die Gestalt
(19) LUy ey mu) = 00", a=1,2,...,p, o0=1,2,...,n,

wo O beliebige Konstanten bedeuten.

Sarz 3. Sind alle Vekioren (1) gleich Null, so miissen die Kompo-
nenten der Vektorkomitante auch gleich Null sein.

Auf Grund der in der Arbeit [2] angefiihrten Uberlegungen (Bémer-
kKung 1 und 2), die auch jetzt giiltig sind, kann man annehmen, das dle
aus p ersten Reihen der Matrix '

sy ooy pill ()
gebildete Determinarnte von Null vérschieden ist:
(20) ) A= [y, ..y pu] 5% 0.

(!) Die Symbole (%, ..., pull, [1%,....pw], daj sind in der oben erwihnten
Arbeit [2] (Bezeichnungen 1, 2, Bemerkung. 8) erklirt,
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AuBerdem gelten die Relationen

4q
Ale, a=1,2,..,9,
Aus dem Satze 1 folgt fiir m = 3 und » = 2 das Ergebnis, das
8. Golgb in seiner Arbeit [1] erhalten hat:
o af L% 2wl [, a“])
[1u, ou] " Lty o]

e=p+1,...,m.

1) A=

Foawy oty g%) = U

Diese Beziehung ist nur fiir p = 2 und unter der Voraussetzung richtig,
daB die zwei ersten der Vektoren ,u, ,u, st linear unabhéngig sind. Ist
dagegen p = 1, d. h. gibt es nur einen zwischen yu, ,u, ;% linear unabhéin-
gigen Vektor, z. B.

% # 0,

8o ist die Funktion f* in der Form

(22) FO (g, su) = 10”0 (4, u)
darstellbar, wo A und u die Beziehungen
(23) U= A, gl = U
erfiillen. Ist z. B.

ul %0,

80 konnen wir A und p aus (23) durch die Koordinaten der Vektoren
1%, o, g% ausdriicken,
ot o

’ B =7
Gt e

und die Formel (22) in der Form

o o [aut gt
T2 (aty oU,y gu) = 12 ‘P(W:ET)
darstellen. Ist endlich p = 0, so miissen alle f* gleich Null gein.

Den Satz 2 kann man in diesem Falle nicht verwenden, weil die
Gleichheit p = m fiixr n = 2 und m = 3 unmoglich ist.

Aus dem Satzen 2 folgt das Teilergebnis von A. Moér fir m =1,
welches alle Vektorkomitanten eines einzigen Vektors bestimmt. Dies
besagt, dal jede Vektorkomitante des einzigen Vektors ,u zu diesem
parallel ist:

o) = Cw”.

-§ 2. Die Beweise der Siitze 1, 2 und 3. Zuerst machen wir noch
eine Bemerkung, die in dem Beweise des Satzes 1 niitzlich wird,
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Bemerkung 1. Die Funktionen

Fowt, o pumy),
die die Funktionalgleichung (5) erfiillen, miissen homogen erster Ordnung
hinsichtlich der Veridnderlichen

w (23 «
Uy Uy ey

und homogen nullter Ordnung hinsichtlich allen anderen Verinderlichen

Wy Uy ey, Y F o,
sein.
Diese Bemerkung folgt sofort aus der Beziehung (®)
(24) FoM Uy oy @M™) = " fO (U, L., ™),

die man erhilt, wenn in die Gleichung (5) als Elemente der Matrix A
die folgenden
47 =¢"8, & #0,
eingesetzt werden.
Beweis des Satzes 1. Wir nehmen an, daB die Zahl p der Unglei-
chung

(25) I<p<m
gentigt. Der Beweis wird durchgefithrt, indem wir eine Matrix 4 konstru- *

iren, die die linke Seite der Gleichung (10) in die rechte von (18) iiber-
fithrt.
Wir unterscheiden zwei Fille: p < n und p = n. Es sei zuerst
(26) p<n.
Da das Vektorensystem (1) und die Zahl p die Bedingungen (20),
(25) und (26) erfiillen, welche mit jenen in [2] auftretenden (20), (24)
und (25) identisch sind, kann man ganz genau wie dort die Matrizen B
und C bilden. Die Matrix B hat folgende Gestalt:
} P-te Spalte

I 0 .. 0 0 .. 0
01 .0 0 0
: 0 0 1 0 0 <~ p-te Reihe
(27)  B=| poer e ppel pryl 0 ’
(BT BIY L BIT' 0 BRE 0
BY B} .. B 0 .. 0B

() In (24) haben wir die Akzenten itber Indizes weggelassen. Da f*" der Defi-
nition nach gleich f© sein muB und die mit dem Akzent versehene Indizes bei ¢ und &
nur die Nummerierung der Argumente von f® bestimmen, fihrt dies zu keinen
MiBverstindnissen. :
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wo die Elemente Es ist leicht nachzupriifen, daB B und C entsprechend folgende

(28) BY,...,Bj, B, o=p+1,..,n (nicht summicren fiber o), Formen besitzen.:

J p-te Spalte I
. . ' , 1 0 e 0 0 .. 0
die Bedingungen : . : i
e 0 1 0 0 PR 0
(29) B; = 4, : : : : :
(30) Bl 4 B P+ Bl =0, a=1,2,..,p, 0 o .. o1 0 . .. 0 |<pteneme,
e e 0
Qrflxllen. Die Matrix Ov W@hlen wir wie folgt: (36) B = B B T BT BT
' | —BY+r _prit —Bpt 1
Cf v Gy 0 ... 0 B;+§ B”+§ e 0 BT 0
¢: . 0E 0 ... 0 | o S T
| oo ’ " —B 1
— » | — .. 0 0 —
(31) 0—- 01 e Oﬁ O e (.) ‘, . B: B: .B: B:
0 0 1 : S b
L ol .0 . Co PO
0 ... 0 ... 01 Y R RS |
wo |08 (¢, f=1,2,...,p) eine zu [ inverse Matrix ist. Es gelten _
also die Beziehungen. ’ ‘ ' o . (37) C=jw u° ... uf 0 ... 0
' o 0 ... 0 1 ... 0
(32) G;ﬂw’:cjg, %/377:172.:-”:1’- _ .. . L
Nachher bestimmen wir die Matrix A als Produkt von B und O: ) 0 0 ... 0 O "1.i
(33) o 4 =0-B. us (35), (36) und (37) folgt mit Hilfe der Beziehungen (30), daB8 die
Die Matrix A,y sieht folgendermafBen: a,ué; . P . Ma.tnx A die Form
: Wt Lt 0 co. 0
¢ .00 ... 0 o ot Ll 0 .. 0
(34) A= O{;H ...'C£+l 0 o 0 . : WP WP 0 ... o
D 0+
- Bl B Bpil . 0 wPtlt wP ! up+1 1 0
E X 1 ; : .. (38) A‘ It 2 e p Bﬁﬁ .
Bl ..B 0 ..0B ' 1
! ’ " R S | e
D12
Nun berechnen wir noch die in (10) a.uﬁ;retende, zu A inverse
Matrix 4. GemdB der bekannten Formel kann man A4 als Produkt der 1
zu B und C inversen Matrizen B und, ¢ erhalten: . A T, 0 .. 0 5
n

(35) N S 3 B R hat.
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Aus den in {1] ((45) und (47)) angefithrten Formeln folgt, dafll die
n (10) auftretenden Produkte 4-u (u=1,...,m) gleich

0 i
. e}“ﬂ
0 :

(39) A-,u=| 1| < e Reihe A-gu=| W, e=p+1,...,m,
ol v=1,2,...,p, 0
0 0

sind. Setzt man jetzt A und A4 in die linke Seite von (10) ein, so erhalten
wir folgende Gleichungen:

FUty ooy mth) = U fP(Auy oy Apu), o, =1,...,p,

(40)
1
FolaWy ooy mth) = fF (A gty ooy Aou) + —Jf"(A-Iu, cory Aot
c=p41,...,n.
Jetzt ist es moch zu zeigen, dafl
(41) fU(A‘I’M/,...,A'm'M/)=0,

falls A die Form (34) hat.
Um dies zu zeigen, setzen wir in die zweite der Gleichungen (40) an
Stelle u, ..., »u folgende, spezielle Werte:

o=p+1,...,n,

% 0 0
0 1
0 0 0
(42) 1Uo= - i, oth = y sy = 1 || < p-te Rethe,

0
0 0 0

p+1a}1 0

p1® i’
p1th = 0 3 ey mlh = 0
P 0 0
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Dann erhalten wir mit Hilfe der Beziehungen (21):

20 ... 0 ...t 10 ... 0 .02 ... .2t
01 ...0,,,2% ... 2 01 ...0,,22 .. 2
@) fFloo 1,0 ... 2f|=2lo0 1,0 ni®
00..0 0 ... of ® foo...0 o .. o0
00...0 0 ... 0 00...0 0 ... 0

Die Funktionen f° (¢ = p+1, ..., ») sind aber auf Grund der Bemerkung 1
homogen nullter Ordnung in Bezug auf

1 1
LUty ey Ut

Aus (43) folgt also die Beziehung

20 ... 0,8 ... ot @ 0 ... 0 58t ... ot
01 ... 0,2 ... 2% 01 .. 0 ,,2° m?

] I : : 1, Do

7100 ... 1 500" ..l =;f 00 ... 1,2 ... 2|,
00 0o 0 ... 0 00...0 o0 ... 0
[00...0 0 .. 0] [ 00...0 0 ... 0 |

wenn man die erste Reihe der Matrix, welche in der rechten Seite von
(43) steht, mit » multipliziert.
Wird nun in dieser Gleichung z = 2 gesetzt, so ergibt sich

2 0 ... 0 50t ... Lot |
01 ... 0,y ... o8
fFloo ... 1,6 P =0
00..0 0 0
[00...0 0 ... 0|

Da f* homogen nullter Ordnung hingichtlich den in erster Reihe stehenden
Verdnderlichen sind und ,,.,2%,...,,#* ganz beliebig sind, folgt die

Begiehung (41). Bezeichnen wir ¢f(4%) < fA(4-1u, ..., A-pu) (a,f8 =
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=1,2,...,0; 0o =p+1,...,m), so ergibt sich aus (40) und (39), daB
das Funktionensystem

o=1,2,...,n,

POty ooy m),

die durch (18) bestimmte Form haben mufl. Auf diese Weise ist der

Beweis des Satzes 1 im Falle n < p beendet. Den Beweis dieses Satzes

im Falle n = p erhalten wir, wenn man in allen vorherstehenden Uber-

legungen an Stelle B die Einheitsmatrix ||d,[ (v, ® = 1,2, ..., n) nimmt,.
Der Beweig des Satzes 2. Jetzt nehmen wir an, dall es

m=pLn
gilt, Wird in (b)
(44) M=6, r=1,2,...,m, a=1,2,...,p =m,
eingesetzt, so ergibt sich daraus

(45) FO(AL, AR, .., Aym) = AT (81, 82,..., Om).
Ist
m=p=n,

50 folgt ohne weiteres die Beziehung (19), wenn man in (45) A% = u’
und f*(é3, ..., o) = € einsetzt. Falls :

m=p<n
ist, miisgen wir zuerst zeigen, daf alle
(46) F(8, 62, ..

gleich Null sind. Um dies zu beweisen setzen wir in (45)

. 6‘21")7

c=p+1,...,n,
Ad =2, a=1,2,...,p,
A} =02, o=p+1,...,n,
ein. Dann erhalten wir

Jw( ;17 522; sy 5"mm) = “‘fa(&l’I: (RES) ‘5;‘11‘21')7

Daraus folgt sofort (46) und der Beweis des Satzes ist beendet.
Der Beweis des Satzes 3. Um die Werte der Funktion

c=p+1,..,0.

% o=1,2,...,n,
zu bestimmen, falls alle Vektoren (1) gleich Null gind, setzt man

AV =8, w,v=1,2,...,n,

icm
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in (5) ein. Dann erhalten wir

00..0 00 ...0
b D= ], e=1,2,..,0.
00 ...0 00...0

Daraus folgt, daB die den Nullvektoren entsprechenden Werte von f°
gleich Null sein miissen.
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