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POLONICI MATHEMATICI
IX (1961)

Sur la résolution de certains problémes
aux limites pour I'équation elliptique par la méthode
des approximations successives

par J. Burkmewicz (Warszawa)

ProprEME 1. Soit Péquation aux dérivées partielles de la forme

n n
N 02u ’ ou
1 = 2 Gop(A) ——— by(A)— Fc(4
@ b= D eald) gog +; (4) 5, +e(4)u
‘ ou ou
=F(A,u,'ﬁ,...,—-——amn).
On admet les hypothéses suivantes.

1. Les coefficients réels a,(4), b,(4),c(A) sont des fonctions des
coordonnées #,, @y, ..., &,, déterminées dans une région Q-+ 8, Q étant
un domaine borné, limité par une surface fermée § dans 1’espace eucli-
dien & » dimensions, vérifiant les conditions de Holder avec un exposant

h (0 <h<1). .
n
2. La forme quadratique ) a.,(A4)Y,Y; est définie positive dans
afi=1
Q4+ 8.

3. La surface § vérifie la condition de Liapounoff avee un exposant h,,
vérifiant P’inégalité 0 < h, < 1.

4. La fonction F (A4, u, 4, ..., u,) est définie, bornée et continue
dans la région
(2a) A(@, @y ey 00)e2, |uw|<RB (»=0,1,2,...,n)

et elle vérifie une condition de Holder-Lipschitz
(2D)  [F (A, gy Uyy enny ) —F (A", gy Uny onry )|
< B(QAAPP 4 kg 3 |u,— )],
=0
ol le coefficient constant %p > 0 est déterminé et exposant constant kg

vérifie Pinégalité 0 < hy < 1, k(£2) est une constante positive, dépendant
du domaine fermé Q*C Q.
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Nous allons résoudre, par la méthode des approximations successives,
le probléme consistant & déterminer une fonetion w%(4) qui satisfait
& Déquation elliptique (1) en tout point 4 du domaine 2 et vérifie, en
tout point PeS, une condition limite non lméa.lr(, relativement & la dérivée
transversale

.| du(d) - »
@ s [‘amp ] +p(P)u(P) = X[P, u(P)],

olt: 1° la fonction continue p(P) est définie sur la surface § ot vérifie
Pinégalité de Holder

4) |p(P)—p(P")| < const|PP'|'», P,P'el, 0<h, <1,

20 la fonction continue X (P, u) est définie dans la région [Ped, [u| < R)
et vérifie les conditions de Holder-Lipschitz

(ba) | X (P u)— X (P', )| < kx[|[PP'"+|u—u'|];

de plus, cette fonction admet par rapport 3 la variable % une dérivée

véritiant la condition de I6lder-Lipschitz

(5b) | X (P, w) =X (P, )| < B [[PPPX+ [u—uw']],

P,P'e8, |u| <R, [u'| <R, kx, k¥, hy sont des constantes et 0 < hy <1
Notons que les problémes aux limites pour I’équation elhpuqu.e

ong été traités, sous d’autres hypothéses, par Gevrey [1] et Giraud [2].
Nous allong chercher la solu‘uion %(4) du probléme sous forme de la somme

I PR

+ [ [ 14, @0 @u0
8

(6) u(4)

d’un potentiel de charge spatiale et d’un potentiel de simple couche de
densité inconnue et borné ¢(Q), relatif & Déquation P(u) = 0. Nous
désignerons par I'(4, B) la solution foundamentale de 'équation p(u) =0
et nous poserons (voir [3])

2(n—2)(Vr)®

B) = e
B 2)Vdet|a” (B)|

En profitant de 'indétermination de la fonetion inconnue (@),
nous demandons que la condition limite (3) soit remplie par la fonetion (6)
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en tout point PeS. Notons, en nous appuyant sur le travail [3], que la
valeur limite de la dérivée transversale du potentiel de simple couche est

b2 s oma] - i [[ 420 0

sous Phypothése que la fonction ¢ soit continue. Done, en tenant compte
de Pexpression (6), nous arrivons & ’équation intégro-différentielle

@ —gaen [ [[TRE 1 a@re, o lea-
~ [”[MP B) p(P)]’(P,B)]A;I(B)F[B,u(B),B—Z%,...

ou(B)
e

]dB X[P,u(P)].

Le probléme aux limites non linéaire est ainsi ramené 3 la résolution
du systéme de deux équations intégro-différentielles (6) et (7) & deux
fonctions inconnues: u(A), ol 4def, et ¢(Q), ot Q8. Pour résoudre ce
systéme considérons le systéme de n--2 équations intégrales

(8a) wy(4) = mff}]‘A By (B)F[F, uy(B), ..., u,(B)]1dB+
+£fr<A, Q)e(Q)dQ,
(8b)  wu,(4) = ~fﬂfffm,<A,B)A;‘(B)F[B,uo<B>,w1<B),,..‘,%n<B)]dB+
+ff1‘x,.(A,Q)¢(Q)dQ (»=1,2,...,n),
o —ga@eert [[[ TR Lo, oluom -

Jf[dI’P B)
=X{P, nfgffr(P,B)r

+p(P)I(P, B)] 2 (B)F[B, 4y (B),4,(B), ..., u,(B)|dB

"(B)F[B, uy(B); w(B), ..., u,(B)]dB+

+ [[re, 0900
8

& n+2 fonctions inconnues: u,(4), u,(4), ..., u,(4), ¢(P).
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On voit que les intégrales de surface qui figurent dans ce systéme
se rapportent & des fonctions & singularité forte, si les points 4 se trouvent
sur la frontidre § du domaine Q2. C’est pourquoi application de la méthode
des approximations successives au systéme (82, b, ¢) exige des considéra-
tions plus délicates que pour les quations & singularités faibles. Observons
qu’on écarte cette difficulté dans le cas de la condition limite (3) linéaire
par Dintroduction d’une fonction de Green.

Nous pouvons résoudre le systéme (8) par la méthode des approxi-
mations successives, en appliquant les conditions (Ba, b) et en admettant
que la fonction inconnue @(Q) vérifie 1'inégalité

(9) |p(P)— @ (P1)| < Ty | PPy,

k, et h, étant des constantes positives fixées arbitrairement.
Congidérons done n--2 suites fonctionnelles
10 {uP(4), (U)o =

1,2,..,mn), {(/’m )

déterminées par les relations de réourrence

(11a) W™ (4) = — [[[T(4, B)23* (B)F (B, ui"(B), W™ (B), ...
u§™ (B)1dB+ [ [ I'(4, Q)¢™+(Q)dq,
S
(11b)  w™(4) = — [ [[ It (4, B)AZYB) P [B, u™(B), f"(B), ...

, uP(BYAB+ [ [Tn (4, Q@™ (@)dQ (v =1,2,...,m),
[J T
(11e) ——z (P)qo‘"'*"(P)+H[m+ (P)I'(P Q)] 9 (Q) dg—

~ [[[[FE 2 sporre, 3] By 72, w2), B,
7]

c ™ (B)]dB = X [P, ™ (P)]
ol
(11d) w(P) = — [[[I'(P, B)iz" (B)F[B, u{™ (B), W{"(B), ...
2

., u§"(B)1dB+ [ [T(P,Q)¢™ (Q)dQ.
8
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Les éléments initiaux des suites (10) sont des fonetions continues et
satisfont aux relationg’

(12a) uM(4) <R (»=0,1,2,..

e (P)] < o,

L),

(12b) I < &, | PPy,

P (P)— ¢ (P,
0, k, étant des constantes positives, fixées arbitrairement, h, 2 la valeur

(18) h, = min(hy, hp, Ok, 6'h), ot 0<B<1, 0<6 <1.

Pour étudier les intégrales qui figurent dans les formules (11a, b, ¢) nous
nous appuyerons sur les limitations

II'(4, B)| < const[AB|™"*%, I} (4, Q) < const|4Q[~"*,

(14)

ar(e, ) ‘ e
‘—df;"“ < const | PQ)| s

B* = min(h, b)), et sur la décomposition

15)  [[T0(4,9)9(Q)dQ = p(P) £ [ 1,4, 0)aQ+
S .

+ { T2, (4, QT 0@ — (P14,

P étant le point de la surface S le plus rapproché du point 4eQ.
Supposons que les approximations m-&mes des suites (10) soient
continues et vérifient les inégalités suivantes
lu{™(4)] <R

™ (P)] < o,

(n=0,1,2,...,m),

(16)
Ip™ (P)— 9™ (Py)| < b, | PP,

dans la région Q- 8, respectivement sur la surface S. Cherchons si les
approximations suivantes satisfont aussi aux inégalités (16).

L’approximation (m-1)-éme de Ia densité de simple couche ™+ (P)
est déterminée par 'équation (11c) qui a la forme d*une équation intégrale
de Fredholm

1
3w iey [ ([0,

dont le noyau admet, d’aprés (14), une singularité faible et f (P) est une
fonction continue déterminée,

+p(P)T(P, Q)] #™0(Q)dQ = 7 (P)

-
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Nous supposons que l'équation homogene

s D oo, ol - o
(18) —51,,,(1’)9»(.1’)4«&‘[[[ i )T, o

n'admet que la solution nulle p(P) = 0. Done Iéquation (17) admet la
solution

2 (P) "oy p oy @)
(19) PP) = =5 Ty = [ R0 e,

olt N(P, Q) désigne la somme de cortaing noyaux itiérés }a’n (111. noyau
régolvant du noyau itéré borné, correspondant au noysu de Péquation (.17).

En nous appuyant sur les relations (19), (11e), (14), nous obtien-
drons une limitation de la forme

(20) lp™ "V (P)] < (L+My) M;(EMp+Mx),

ol
M, =sup22;1(Q), My =sup [ [P, Q)dQ,
QeS FeS Yy

g arp, B .
s=suw [ -»~—(———’~—v»f)-'—|—p(P)I(P,B)}dB,
PeS & dTI’
Mp = sup [JY(B)F[B, tgy tyy e, Uy]l, Mx = sup |X(P,u)|.
BeQ PeS
[t,|<B <R
Donc la fonction ¢™+Y (P) est bornée, ainsi que la fonction ™ (P), pourva
que Vinégalité
(21) (L+Mp) M, (EMp+ My) << 0
soit satisfaite. - - . ‘
Pour démontrer que la fonetion ¢™+V(P) vérifie 1’}négwh‘tf‘s de
Hoblder, nous nous basons sur les théorémes du travail [3]. En utilisant

ces résultats, nous voyons que la fonction (11d) vérifie une condition
de la forme

(22) @) - (P < @Mp+50) PR, 0<0< 1,

€1, T, étant des constantes positives, indépendantes de ¥, ¢". De méme
la premiére intégrale dans P’dquation (1le) vérifie I'inégalité

(23) | (P)— J* ()| < const sup g™ (Q) | PP, M.
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En nous appuyant sur le théoréme auxiliaire de la p. 281 du travail
[3], nous concluons que la seconde intégrale dans Péquation (11c) vérifie
une inégalité de la forme

(24) |72 (P)—J*(Py)| < const My |PP,|".

En rappochant les inégalités (23), (24) et en tenant compte de la condition
(ba) et de l’inégalité (22), nouns arrivons i Pinégalité de Holder pour la
fonction ¢™+V(P): :

(26) | (P)— "™V (Py)] < {by 0+ by Myt o [By+ b, Mp+- obs]} | PP, |7,

byy by, by, by, by étant des constantes indépendantes des fonctions F, X.
Donc la fonetion o™+ (P) véritie une condition de Holder de 1a forme (16)

?
si la relation

(26) , bro+-be Mp+kx[by+ b Mp+bs0] <k,

est vraie. D’aprés (14), (15), (20) et le théoréme 10 de [4], chapitre XTI,
nous obtenons la limitation

@7) W™ 4)] < o Mpt+co+ak,, AeR18 (»=0,1,...,n).

Nous en concluons que les fonctions «{™+7(4) satisfont linégalité (16),
pourvu que linégalité
(28) e Mptoro+ek, <R
s0it vraie. .
Il en résulte par induction que les fonetions o™ (P), uf™(A4) existent

et vérifient, quel que soit m, les inégalités (16), si les constantes du pro-
bléme, dépendant des fonction F, X, vérifient les conditions

(29) (1+Mp) M3 (eMp+Mx) <o, o Mptootak, <R,
bo+ b Mp+- kX[b3+b4MF+bsé’] <k,.

Le choix des constantes positives o et k, étant arbitraire, les con-
ditions (29) seront toujours satisfaites, si les constantes du probléme
My, Mx, kx sont suffisamment petites.

Nous démontrerons la convergence uniforme des suites (10) en
prouvant la convergence absolue et uniforme des séries fonetionnelles

(30) ST 1l (4) i (4)), D [ (P)— o™ (P)]
m=0

Me=()

(»=0,1,2,...,0).

Annales Polonici Mathematici IX 16
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Etudions donc les différences des approximations voisines des fonetions
u™(4) et o™ (P).

Signalons comme point essentiel que les considérations actuelles
exigent de plus la mige en jeu de la série des coefficients de Holder pour
les différences g™V (P)—g¢™ (P). Nous désignons par le symbole

lv(P)— (@)

(80°) PQe

H[y(P)] = sup
P,QeS

le plus petit des coefficients de Holder pour la fonetion y(P), lids & Pex-
posant h,.

En nous appuyant sur les relations (1la), (14) et
4 la limitation ’

(2b), nous arrivons

(31) ™ (A4)—uf™ (A)] < b kp Z sup |u — ul™ | 4 bysup ™) — g,

a=0

olt les constantes b,, b, ne dépendent que de la surface S et des coefficients
de P’équation (1). En tenant compte de-la décomposition (15) et en posant
|lg™ 2 (@) — o™ (@)1= [¢™ ) (P) — ™ (P)]]

G |PgIPs

= H[g")—o™]
conformément 4 la notation (30'), nous arrivons, en profitant des rela-
" tions (11b), & une limitation de la forme
(33)

™D (4) — ™ (4)]

n
< by D) sup [uf — ul D)+ b sup |+ —

a=0

¢+ by H g™ — g™,

ol les constantes ne dépendent que de la surface § et des coefficients de
Véquation (1).
D’aprés I'équation (11c), nous avons

B~ POE)

+ff[d1‘P ,Q)
~”f[dpp ,B)

—P(B, uf

—g™(P)]4
+p(P)IP, Q)] [ (@) — ¢t™ (9)]dQ

p(P)F(P,_B)] HBYF (B, uf™, w™, ..., ul™)—

", ) 1dB A (X (P, P)—X(P, @™ (P)]-

icm

Sur la résolution de certains problémes aus limites 243
Ensuite, en appliquant la formule (19) ot les inégalités (2b), (5a), nous
arrivons & la limitation

n

5’ sup [ — -] 4-

+ kxsup [a{™ — qZ{,”‘“"]] .

(35) g™ (P)— p™(P) | < (14 M), [

Observons encore que, d’aprés la définition de la fonction #{™ (P)
(11d) et la relation (2b), nous povons écrire la limitation snivante

13
(36) (@™~ < bikp ) sup luf™ —

a=0

4" V| + by sup o™ — ™D,

Pour obtenir une limitation du coefficient de Holder (32) nous nous
appuyerons sur ’équation (34), le théoréme 8 [37], le théoréme auxiliaire [3],
page 281, et les hypothéses (5a, b); nous aurons alors

(87)  H[p"—

n
¢™] < supl™ Y — ™| 48, kp 3 sup |uf™ —uf™Y| 4

a=0
+&H[X(P, 7{™)—X (P, u{"")].

Pour limiter le dernier terme de (37), nous démontrerons le lemme suivant,
qui est en liaison étroite avec un lemme connu d’Hadamard.

Leywe. 87 la fonction donnée X vérifie les conditions (5a, b), la diffé-
rence AX Sexprimme par le produit

(38) 4X = X(P,w)—X(P,v) = D(P, u, v) (u—0v),
o la fonction D(P,u,v) vérifie une condition de Holder-Lipschitz de la
forme
(39)  [D(P,u,v)=D(P', ', )] < kx[|PP'["X 4 ju—u'|+ jo—2'|].

On démontre facilement ce lemme en s'appuyant sur égalité vi-
dente
(38")

X(P,u)—X(P,v) = (u—v) [ Xy [P, v+ s(u—1v)]ds.

En nous basant sur les inégalités (38),
tation suivante

(39) nous arrivons & la limi-

(40) H[X®—X"D] < H[D]sup [a{™ —a{""| + kx H (7" — "],
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ot X™ = X[P,al(P)] et
(41)  H[D] < kx[|PP'["X | |af” (P)—a{™ (P')|+

+ [af"D (B)— 7O (P) 1 PP |,
En tenant compte de la limitation (22), nous pouvons écrire inégalité
(41) sous la forme
(42) H[D] < kx[dy+ doMp+ds 0],

dy, ds, dy étant des constantes positives indépendantes des fonections

du probléme.
Nous nous appuyons ensuite sur 1'égalité

" (P)—w" (P)
= —[[[T(P, B)3z (B){F[B, u{™(B), ¥{" (B), ..., ul(B)] —
—F[B, u{"(B), w"(B), ..., u")(B)]dB +
+ [/ (P, Qg™ (@) — ™ (@)1aQ,
8

la condition (2b) et le théordme 8 [3] et nous obtenons la limitation sui-
vante

n
43)  H[#"—u{"] < dikp D) sup |l —uf™ |+ d sup| g™ — gD
a=0

dy, d, étant des constantes positives, indépendantes des fonctions du
probléme. '

En rapprochant les inégalités (36), (43), (42), (40), nous avons la
limitation .

(44) .
HIX™ X"V < (kixby (dy-+ dy M+ dy o)+ xdy 1op Y, sup|auf™ — =] 4-

a=0Q

+ hixby (@ + dp Mp+ @y 0) + dy o0 |¢f™ — (™Y
Daprés les inégalités (35), (36), (44), (37), nous écrivons linégalité
(48)  H g™ — ™1 < (8, (14 My) M (383, + kg by) by 5y o

+3 Uex by (& + dy Mp+dy 0) -+ ke dy 1) 2 sup [ul™ — w4

a=0 )
{80 (L M) M Jexd, + (Kb (d + dy My 4y 0) +
+ kxa;](’;,} Sﬂp [(p("") - <p(m_)l .
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D’aprés les limitations (35), (36), (45) nous concluons ensuite, que la
Limitation (83), ainsi que (31), dépend de sup [pt™ — ™1 o
> sup [l — 1),

a=0
Enguite nous observons, en tenant compte de (31), (33), (35), (36),
(45), que les termes de la série numérique '

[==}
3
D) B,

m=1

(46)

ol Pon a posé

Sy = D sup ul™™ (4)— uf”(4)|+ sup | (P) — o) (P)],

a=0

vérifient 1’inégalité
Sn < [Askp+Askx+Askrkx+ A ks (kp+1) (dy -+ & Mp+ dy 0)] S, _s

quel que soit m; A4,, d,, A, A, sont des constantes positives, indépen-
dantes des fonctions F, X.

Done, si les constantes du probléme kp, kx, kx, Mp sont suffi-
samment petites pour que Pon ait

(47)  Askp+Askx+Askpkx+ Ak (op+1) (dy+ dy Mp+dy 0) < 1,
la série (46), et par conséquent les séries (30) et les suites (10), sont uni-
formément convergentes.

Par conséquent, si les constantes du problome My, Mx, kg, kx, k%
sont suffisamment petites pour que les inégalités (29), (47) soient véri-
fides, il existe des fonctions limites des suites (10)

) ng w™(4) = u(4)
(48

lim ¢ (P) = ¢ (P),
M0

qui constituent une solution du systéme d’équations intégrales singulie-
res (8a, b, c). ’

On peut facilement démontrer que cette solution est unique dans
la classe des fonctions déterminées par les formules (11a, b, ¢).

En nous appuyant sur les propriétés des intégrales de 1’équation
elliptique, nous obtenons les relations

_ w4

(9)  w(a) = =

(»=1,2,...,m), en AeQ.
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Nous allons ensuite montrer que les fonctions ¢*(P), w*( A) sont
une solution du systdme d’équations intégro-différentielles (6), (7) et
nous prouverons que la fonction ug (A) représente une solution de Tequa-
tion (1) et véritie la condition limite (3). En effet, d’aprés les propriétés
des dérivées du potentiel de charge spatiale, relatif & I'équation elliptique
(voir [3]), les dérivées (49), déterminées par les intégrales (8a, b), vérifient
la condition de Holder dans tout domaine fermé 2* C Q. Par conséquent

. vy 005 (B) au;‘B‘J o
la fonction Z;I(B)F[B, U (B)y ——y «+ 1) —| vérifie aussi la con-
0¢, 0&,
dition de Holder dans tout domaine £* et il en résulte gque la fonction
ur (4) admet des dérivées secondes en tout point intéricur A ef.

Done la fonetion ug(4) vérifie V’équation (1) dans le domaine Q.
D'aprés la propriété de la dérivée tramsversale du potenticl de simple
couche, la fonction trouvée wug(4) vérifie aussi la condition limite (3)
en tout point P de la surface §.

Nous pouvons aingi énoncer le théoréme suivant.

TrforBME 1. §i: .

10 les coefficients de Uéquation elliptique (1) vérifient les conditions de
Hélder dans la région Q-+ 8,

20 la surface S, Uimitant le domaine 2, vérifie les conditions de Liapounoff,

30 les fonctions données (A, gy Uyy ..oy Un)y, X (P, w) vérifient les condi-
tions (2a,b), (Ba, b) et les constantes du probléme My, Mx, by, kx, kx
sont suffisamment petites pour que les inbgalités (47), (29) soient véri-
fides, ol le choix des constamtes positives k,, ¢ est arbitraire,

40 la fonction p(P), figurant dans la condition limite (3), vérifie Pinégalité (4),

50 le probléme aux limites homogéne dv|dTr+p(P)v = 0 pour Déquation
homogéne p (v) = 0 wa quwune solution nulle,

il emiste une fonction uy (4), limite de la suite (11a), qui vérifie Véquation (1)

en tout poimt intérieur A<Q et la condition limite (3) en tout point PeS.

ProBLEME 2. Nous allons maintenant résoudre, par la méthode
des approximationsy guccessives, le probléme de la détermination d'une
fonction %(.A4) qui vérifie Péquation (1) en tout point intérieur 42 ot la
condition limite (3), mais sous une hypothése plus générale.

Nous admettons que la fonetion (4, uy, %y, ..., 4,) o8t définie dans
la région

(50) AeQ, —oco< fu < 400 (v=0,1,2,...,1),
ol elle vérifie I'inégalité

n
(51) P gyt ey )] < iy D o] mip | AP P

V=0
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et une condition de Holder de la forme
(52)

n
(A sy sy ) = F (A 500 oy )| < (%) | AL PP Rep Yty — )
»=0
dans tout domaine fermé .Q* C Q5 r,p, mpy, mp, by sont des constantes
positives, ot 0 <r <1, 0 <p <1; P,y est le point de la surface S le
plus rapproché du point 4, &(2*) est une constante positive, dépendant
du domaine Q¥ qui peut étre non bornée.
Nous supposons que les fonetions p(P) et X (P, u) sont continues
et définies dans la région

(53) Pel, resp. [Pel, —oco < u << +oo],
la fonction X vérifie les inégalités

(54) X (P, w)] < mxlu|"+mkx,

(85) I X(P, u)—X (P', )| < kx[|PP'["X+u—w|],

et la fonction p(P) est telle que ’équation (18) n’a qu'une solution nulle;
mx, mx, kx sont des constantes positives.

Nous allons chercher la solution %(A4) du probléme 2 sous la forme (6),
ol, désormais, nous admettons seulement que la fonetion inconnue ¢(P)
est continue sur la surface 8, vérifiant les conditions de Liapounoff, et
que les dérivées da la fonction inconnue u(A4), continue dans 2+ 8,
vérifient les inégalités

o

(56) lAPA\“—(iQ1<oo (»=1,2,...

0
q étant un nombre positif, arbitrairement fixé, inférieur & l'unité.

De méme que dans le probléme 1 et en nous appuyant surle théoréme
5 du travail [5], nous arrivons & l’équation intégro-différentielle (7).
Pour résoudre le systéme de deux équations (6), (7), nous considérons le
systéme de n-2 équations intégrales (8a, b, ¢) & fonctions inconnues
réelles ug(A), u (4), ..., u,(4), ¢(P).

En remarquant que la fonction ¢(P) n’est pas holderienne, nous
allons chercher une solution du systéme de n-2 équations (8a, b, c),
en considérant n- 2 suites fonctionnelles (10), déterminées par les rela-
tions (11a, b, ¢, d), ol les éléments initiaux sont des fonctions continues
ot satisfont aux relations

luf(4)] < R,
|AP,["|u(4)] <R

lp(P) < e,
(»=1,2,...,,n),

(87)

R, ¢ étant des constantes positives, fixées arbitrairement.
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Supposons que les approximations m-émes de (10) goient continues
ot vérifient les inégalités analogues

() < B, [e™(P) < e

(58)
AP (A <R (v =1,2,...,n),

dang la région 4 eQ, resp. PeS.
Ensuite, en vertu de (58) et de ’hypothése (51), nous avons l'iné-
galité .

(59)  FLB, uf™(B), uf"(B), ..., " (B)] < mpn|BPz| "R +
My B mip | B3|,

D’aprés le théoréme 5 du fravail [5] et les limitations (58), (59), (14),
nous concluons que les approximations m-éme de (11d) et (m--1)-idme
de (11a) sont continues et vérifient des inégalités de la forme

(60) Iﬁ(om) (P)| < O(mpR" -+ my-- o),
(602) " (A4)] < O (mp B+ mip 4 sup o™ (P,
s

C, 0’ étant des constantes positives indépendantes de la fonction F et
de g™,

En nous appuyant sur les relations (19), (11¢), (54), (89), (60) et sur
le théoréme 5 du travail [B], nous obtiendrons une limitation de la forme

(61) o™ (P)| < 0,[0(mp B+ mp)+mx (sup [7" (P)|} +mk],

0y, O étant des constantes positives indépendantes des fonctions r, X.
D’aprés Dexpression (11b) et les théorémes 5.4 du travail [5], nous
arrivons & la limitation

(62) [uf™(4)] < Culmp R +mip)+ oy (|1og | AP 4|+ 65) sup ™+ ()]

- D’aprés les inégalités (60), (60a), (61), (62), nous en concluons par in-
duetion que les fonctions u{™(4), o™ (P) existent et vérifient, quel que
soit m, les inégalités (58), si les constantes du probléme 2, dépendant
des fonctions F, X, vérifient les conditions

(63) Ci[C(mpRB +mp)+mxR +my] <o, C*(mpR +mhp+0) <R,

ot la constante C* est le plus grand des nombres 0, 0’ et des bornes supé-

rieures des fonctions (4P, o |AP4|[|log|AP 4|+ ¢, dans 1le
domaine 0. . :
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11 en résulte que lon peut toujours fixer les constantes g, R suffi-
samment grandes pour satisfaire aux inégalités

C[C(mpR +mp)+mxR +mx] < 0 < — —mzpR —mp,

C
quelles que soient les autres constantes du probleme.

Pour démontrer la convergence des suites (10), considérons les séries
fonetionnelles

)

W™ (A)—uf™(4)], D) [ (P)— g™ (P)],
0

M= m=0

(64) .

E |AP 41 [uﬁ,’"““)(A)—10(”'5(A)] (v=1,2,...,n).

M=

)

Dans ce but nous étudions les différences des approximations voisines
des suites (10), en appliquant l'inégalité (52) et le théoréme 5 du tra-
vail [5]. D’abord nous obtenons la limitation suivante de la différence
des approximations voisines de (11d)

w{"™ (P)—af" " (P)|
n
< kwlb, su u(m)wu(m.—l) b, RU BP q ugn)__us'm—l) _“
< F[l QP[ 0 o |0y QPU 5l g‘ |)]
+ b3 s‘slp [(p(ﬂl)__ ‘p(ﬂl—-l)l .
En nous appuyant de plus sur les égalités (34), (19) et sur la condi-

tion (55) et en tenant compte de ’inégalité 0 < ¢ < 1 mous arrivons
4 la limitation

g™ (Py— ™ (P)]

< O {kr|Bysup o — uf |+ bysup | BP (" an jufm— =] |+

pe=1
+ Toxsup |7 (P) — 7" (P)|}.
Ensuite on aura la limitation suivante
(65) 1"V (P)— g (P)] < o (s + oxedy) s [ — ™|+
2

o+ (ds + dyfex)sup (1Pl 3] ") — D)) |+ by xsup ¢ — )

re=l
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Remarquons que les constantes positives b;, d; ne dépendent pas des
fonetions du probléme.

) En utilisant linégalité (65), nous obtenons une limitation de 1la
différence des approximations voisines de (11a) sous la forme

(66)  uf™ ™ (4) =l (A)] < Jop [(Dy + Dy o) sup [uf — uf*] -

k3
y R q ) = y
(DD sup( P! 3 = o] Dycsup p™— -0,

ot les constantes D; ne dépendent pas des fonctions du problome.
\ Enfin, en tenant compte des théorémes 5.4 du travail [5] et de I'hypo-
these (52) et d’aprés les relations (11Db), nous pouvons éerire Iinégalité

(67) AP ™D (A)—u{™ (4)]

< O* [szgp |u‘()m)_ u(()m—l)[ _{_ S:lgl]:) I(P(m—pl) ‘l‘ (p(m)]] _|__

n
-+l Gy sup (1B 3 [l — ufr=)).

wesl
En nous basant ensuite sur log limitations (65), (66), (67), nous voyons
que les termes de la série

00

(68) N5,

M=1

ol

B = sup 4" () — uf (4)[+ D] sup | AP.(|*]0™ D (4) — ™ (4)| +-

+sup [p" ) (P)— o™ (P)|
s
vérifient ’inégalité
8o < [(4,+45kx) kpAylx] Sy oy

quel que soit m; 4,, 4,, 4, sont des constantes positives indé y
des fonetions ¥, X, ’ P mtpendantes

Si les constantes du probléme ky, kx sont suffisamment petites pour
que Yon ait

(69) (A4 Ayhog) bp+ 4, by < 1,
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il en résulte, que la série (68), et par conséquent les séries (64) sont uni-
formément convergentes dans le domaine 2 resp. 8. Done, si les constan-
tes du probléme %y, kx vérifient inégalité (69), les fonetions limites des
suites (10)

lim ¢ (P) = ¢™*(P),

M—>00

(70)  lim ui(lm’(A) = MT*(A) (»=0,1,...,m),

M—>00

existent ot fournissent la solution du systéme d’équations intégrales
(8a, b, ¢). Remarquons que cette solution est unique dans la classe des
fonctions déterminées par les formules (1la, b, ¢) et par les inégalités (58).

En nous appuyant sur les propriétés des potentiels généralisés de
Péquation elliptique [3], nous obtenons les relations

dug™ (A)
ox,

(71) wr(4) = (v=1,2,...,m), en AeQ.

Nous concluons, en outre, que les fonections ug*(4), ¢**(P) repré-

sentent la solution du systéme (6), (7). La fonction HBYP[B, w*(B),
w*(B), ..., ux* (B)] vérifie, d’aprés l'inégalité (52) et la remarque du
théoréme 6 du travail [5], une condition de Holder dans tout domaine
fermé Q* C @, done, d’aprés le théoréme 7 du travail [5], la fonction
u*(A) vérifie 1'équation (1) en tout point A & lintérieur de Q. D’aprés
la propriété comnue de la dérivée transversale du potentiel de simple
couche, la fonction trouvée w**(4) vérifie aussi la condition limite (3)
en tout point P de la surface S.
Nous pouvons ainsi énoncer le théoréme suivant:

TaLorREME 2. Si:

10 los coefficients de Uéquation elliptique (1) vérifient les conditions de

Holder dens la région Q2+ 8,

la surface 8, limitant le domaine Q, vérifie les conditions de Liapounoff,

30 les fonctions donmées: F(A, g, Uy, ..., Us), X (P, u) vérifient les con-
ditions (51), (B2) resp. (B4), (BB) et les constanies kg, kx somt suffi-
samment petites pour que Vinégalité (69) soit vérifice,

40 la fonction p(P) de la condition limite (3) est telle que le probléme homo-
géne dw|dTp-+p(P)v = 0 powr Déquation p(v) = 0 W'a quw'une solution
nulle v = 0,

il existe une fonction uy (4) (dont les dérivées satisfont aum inégalités (56)),

qui vérifie Véquation (1) en toul point intérieur A eQ et la conditions limite

(3) en tout point PeS.

o
=1

Les problémes étudiés dans ce travail m’ont été proposés par M. W.
Pogorzelski; je tiens & lui exprimer mes plus vifs remerciements.
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Probléme non linéaire a dérivée oblique

par J. WOLSKA-BOCHENEK (Warszawa)

1. Introduction. Dans le travail [1] I. N. Vécoua a posé et résolu
le probléme aux limites & dérivée oblique pour l’équation elliptique,
c’est-a-dire le probleme consistent & déterminer une fonction U(x,y)
qui satisfait, & P’intérienr d’un domaine @ limité par la courbe fermée I,

4 1’équation:
(1) AU+a(x,y)Um+b(w,(t/)U,,+ec(w,y)U=f(m,y)

et, en tout point I7 de cette Ccourbe T, 4 la condition limite suivante:
. au
2) a(IHU,—pIDU,+eyI)U = 6(II), ou v +eyU = 6

a, b, ¢ f, a B, v, 6, étant des fonctions données et ¢ un paramétre. Ce
probléme a été résolu sous des hypothéses trés générales. Notamment,
les ecoefficients de I’équation (1) ot la fonction f appartiennent & la classe
L, (G+1T), c'est-d-dire ils sont de puissance p intégrable dans le domaine
fermé G+ I. Les coefficients de la condition limite (2) satisfont & la con-
dition de Holder et la courbe I' admet en tout point une tangente continue
satisfaisant & la condition de Holder. La solution du probléme existe au
sens généralisé: la fonction cherchée U(wx,y) appartient & la classe
O @+ T) eb D, (@) — Oest-h-dire elle admet des dérivées premiéres
continues et des dérivées secondes généralisées au sens de Soboleff [2],
appartenant & la classe L,[G+ I}

Pour résoudre le probléme proposé, I. N. Vécoua introduit la fonction
complexe

3)

Alors l'équation (1) et la condition (2) prennent la forme

w(z) = Up— iU, = 20,U = 20,.

(4) O, w+E(atib)w Ha—ib)w+ jecU = &f,
(5) Re[A(2)w]+eyT =8, 2= a+ip,
ol 'on a posé

(6) Bw = b(w,+iw,).
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