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Uber die skalaren Komitanten der Vektorfelder

von M. KUCHARZEWSKI (Katowice)

Einleitung. Es seien m konfravariante Vektorfelder

(1) iUy oUy - eey

mit den Koordinaten
(2) Wy ey, v=1,2,...,n,

im n-dimensionalen Raume gegeben.
DurFINITION 1. Skalare Komitante der Vektoren (1) ist jede Funktion

(3) F?y ey ™)

der Koordinaten (2) der Vektoren (1), die bei der Transformation des
Koordinatensystems

(4) =2 (@) ), ¥ =1,2,..,n,

die Beziehung
(5) f(A:1 : luvy teey A:m' m’"’v) = f(l’“’vl’ ceey mu’m)

erfiillt, wo 47 die Ableitungen

der Transformation (4) bedeuten.
Die Beziehung (5) kann man auch in der Matrizenform schreiben
und zwar

(6) FlA suy ooy At} = f(th; o ony mth).

(*) Der Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem wird nach J. A.
Schouten [1], S.1, durch Anhéngen eines Akzents an die Indizes gegeben.
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Hier bedeutet A die Matrix

(M) A = |47

und 4%, ..., n% die einspaltigen Matrizen
#u'l
uz

(8) A= w=1,2,..,m.
!‘/u'”

Endlich bedeutet 4 -u das Produkt der Matrizen (7) und (8). Da das
Produkt A4-u auch eine einspaltige Matrix ist, werden wir die dem
Vektor ,u entsprechenden Verinderlichen in der Formel (6) in einer
Spalte und die Argumente der Funktion in der Form einer Matrix
schreiben. Das Symbol f(y%, ..., %) ist also folgendermaBen

ot L pul

uA ud ... ud
(9) f(lu’ ey mu) =f(1u“17 cey 711“”"") zf 1. 2. '“’:

MU L

zu verstehen.
Die Gleichung (5) soll fiir beliebige
AWy

v=1,2,...,n, wpu=1,2,...,m,

und diejenige A, gelten, die der Ungleichung

(10)

geniigen.

In dieser Arbeit bestimmen wir alle Losungen der Gleichung (5)
und auf diese Weise erhalten wir alle skalaren Komitanten von m kon-
travarianten Vektorfelder (1) im n-dimensionalen Raume.

Det|l4}]| # 0

§ 1. Die Formulierung der Ergebnisse. Wir nehmen in Betracht
ein bestimmtes System von Vektoren (1) und bezeichnen mit p die grofite
Zahl der linear unabhingigen von diesen Vektoren. D.h. es existiert
unter Vektoren (1) p linear unabhingigen und jeder andere ist von diesen

linear abhéngig. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annch-
men, dal die Vektoren

(11) Wy ey gl

linear unabhingig sind und jeder der Vektoren

12) 1%y prathy ooy m¥
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ist von (11) linear abhingig (anderfally ist nur die Nummerierung der
Vektoren zu verindern). Die Zahl p muB natiirlich den folgenden Un-
gleichungen

(13) 0<p<n,
(14) p<m
geniigen.
Ist
p < m,
'50 gibt es Zahlen (Skalaren)
(15) A3, a=1,2,..,p, o=p+1,...,m,
welche den Beziehungen
(16) o= AU

geniigen. Die Skalaren (15) bleiben natirlich bei der Transformation

(17) W =AW

ungesindert. Da die lineare Abhiingigkeit der Vektoren und die Zahl p
auch bei den Koordinatentransformationen invariant sind, wird die
Form der Funktion f fiir jeden Wert von p separat bestimmt werden.
Das Ergebnis ist in folgenden Sétzen enthalten:

Sarz 1. Ist

1<p<m,
so hat jede skalare Komitante (3) der Vektoren (1) folgende Gestali
(18) Fltsoony mtr) = 9(A%),

wo p{,A°) beliebige Funktion der Koeffizienten (15) bedeuter.
Der Sonderfall p = n ist im nachstehenden Satz erfalt:

(*) Um an der Ubersichtlichkeit der Formeln zu gewinnen, werden wir fol-
gende Regeln beachten. Die festen Indizes werden wir mit den lateinischen (z. B.
n, Dimension des Raumes, m, die Zahl der Vektoren u.s. w.), die laufenden dagegen
stets mit griechischen Buchstaben bezeichnen. AuBerdem die bestimmten Gruppen
der griechischen Indizes sollen nur bestimmte Zahlenwerte annehmen und zwar:

a, B,y die Werte 1,2,...,p,
%, 1 . 1,2,...,m,
v, s 1,2,,..,n,
7T, Q » p4+1,p+2,...,m,
o, T 25 p+1,p+2,...,7n.
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SaTz 2. Ist
p=m,
so ist jede skalare Komitante der Vektoren (1) eine Konstante (hingt also
von den Vektoren (1) micht ab).
Im Falle p = 0 sind alle Vektoren (1) Nullvektoren. Fiir
M o=0
geht die Gleichung (6) in folgende iiber:
0...0 0...0
Il =1} B
0...0 0...0
ist algo automatisch erfillt und stellt folglich keine Bedingung dar. Den

Wert f ) kann man gich also ganz beliebig vorschreiben.
Bezelchnung 1. Wir werden mit dem Symbol

[CPRPR |

diejenige Matrix bezeichnen, welche in der u-ten Spalte die Koordinaten .
des Vektors ,u hat.

Bezeichnung 2. Mit dem Symbol

[a%; ey 4]

werden wir die Determinante bezeichnen, welche in jeder Spalte die
ersten » Koordinaten der Vektoren ,u,...,,s besitzt. Natiirlich muf
die Ungleichung

gelten. "<

Bezeichnung 3. Es wird mit

By vio=1,2,...,n

’

diejenige Matrix bezeichnei, welche durch Transposition der »-ten und
o-ten Reihe auns der Einheitsmatrix entsteht (vergl. [2], Definition B5).
Bemerkung 1. Setzt man die Matrix B,, an Stelle 4 in der Glei-
chung (6), so ergibt sich daraus, daB die Funktion ungefindert bleibt,
wenn man die y-te und o-te Koordinate jedes der Vektoren ,u, ..., m%
umgtellt. Also kann man auch die »-te und o-te Reihe der Matrix e
in der Formel (9) verwechseln und die Funktion f #indert sich nicht.
Daraus folgt weiter, daB die Funktion f bei jeder Permutation der Reihen
der Matrix
2"l v=1,2,...,mn,
ungeéndert bleibt.
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Bemerkung 2. Nach unserer Voraussetzung sind die Vektoren (11)
linear unabhingig. Infolgedessen ist der Rang der Matrix

(19) laey «-ey pel

gleich p. Man kann also aus dieser Matrix eine p-reihige von Null ver-

schiedene Determinante erhalten. Diese wird mit A4 bezeichnet. Wir
nehmen an, daB eben die aus den ersten p Reihen der Matrix (19) gebll—

dete Determinante von Null verschieden ist:

(20) A =T[4, ...,,u] #0.

Wiire eine andere p-reihige Determinante der Matrix (19) von Null ver-
schieden, so koénnte man diesen Fall durch entsprechende Permutation
der Reihen der Matrix

Hpu’“ = “1'”'7 vy m'”’“

und mit Hilfe der Bemerkung 1 auf den obenbetrachteten zuriickfihren.

Bemerkung 3. Wir bezeichnen mit
(21) Ay = [1%, ... o=p+1,...,m,

a=1,2,...,p,

y a1Wy oWy qp1%y ooy %],

die Determinante, welche aus der Determinante [yu,...,,u] entsteht,
wenn man in diese an Stelle der Koordinaten des Vektors ,u entspre-
chende p ersten Koordinaten des Vektors ,u einsetzt. Mit Hilfe der Deter-
minanten (20) und (21) kann man die Skala.ren (15) auf folgende Weise
berechnen. Es ist

Anle = [1’”’7 cvey a1y gty ay1thy "';pu]

a
, ] = A% 4,
e=p+1,...,m

— B
= [18) «+vy a1ty oA gty a2ty - -

a,f=1,2,..,p,
Daraus folgt

(22) M=

Setzt man jetzt (22) in die rechte Seite der Formeln (18), so nimmt die
skalare Komitante f der Vektoren (1) folgende Gestalt an:

4
(23) oty = 9 222).
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§ 2. Die Beweise der Siitze 1 und 2. Beweis des Satzes 1. Um
zu beweisen, daf die Funktion f, im Falle

(24) 1<p<m

die im Satze 1 angefiihrte Form hat, bilden wir e¢ine solche Matrix

4 = |47,
welche die linke Seite (6) in die rechte von (18) diberfithrt.
I. Fall:
(25) P < n.

In diesem Falle wird die Matrix 4 als Produkt von zwei anderen Matri-
zen B und C bestimmt: :

(26) A =(-B.
Zuerst wollen wir die Matrix B definieren. Zu diesem Zwecke nehmen

wir die in Bemerkung 2 auftretende Voraussetzung (20) an. Die Ele-
mente der Maitrix '

(27) B, By, ..,B5 B, o=p+1l,..,n,
werden fiir festes o (0 = p+41, ..., n) als diejenige Losung des Gleichungs-
systems

(28) By U By U A Ty U 2 W =0, =1,..,p

(nicht summieren iiber ¢ und p)

bestimmt, welche der Bedingung
(29) B =4

geniigt. Das System (28) enthilt p lineare homogene Gleichungen mit
Pp+1 Unbekannten w,,w,,...,a,,s,. Aus der allgemeinen Theorie
folgt, daB (28) von Null verschiedene Loésungen besitzt. Wegen (20) ist
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich p. Hs gibt also nur eine linear
unabhingige Losung von (28). Diese kann mit Hilfe der Formel von
Crammer berechnet werden. Durch die Bedingung (29) sind also die
Zahlen (27) eindeutig bestimmst. Sie erfillen die folgenden Beziehungen:

(80)  Bi-wl+... 4By WP LBS u’ =0,

a=1,2,...,p, o=p+1,...,n.
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Die Blemente der Matrix B, die in den p ersten Reihen und p ersten
Spalten auftreten, sollen gleich den Kroneckerschen § und alle iibrigen

Elemente gleich Null sein:
(31) By=1¢6, a,f=1,2,...,p.

Die Matrix B besitzt also folgende Form:

} p-te Spalte

l1 o ..o o0.. o0
| 0 1 ... 0 0 ... )
(32) B = 0 0 1 0 0 | < p-te Reiho
By BPH . BRF! BBt
BUY BRY .. BBt 0 BYE;
T S
B By ...B, 0..0DB;

Jetzt definieren wir die Matrix C. Um dies zu erreichen, bezeichnen
wir mit
(33) iC3ll, a,p=1,2,...,p,

die zu der Matrix

(34) flewll, a,8=1,2,...,p,

inverse Matrix. Aus der Definition dér inversen Matrix ergeben sich
die folgenden Beziehungen:

(35) Coput =83, a,f,y=1,2,..,p.

Bezeichnen wir weiter mit

]
das algebraische Komplement von ,u” in der Matrix (34). Dann gelten
die wohlbekannten Formeln

B
a,
Oa — _i.
(36) h=—

aus welehen, gemifl der Definition von 4,,,

D
al, u”
1

(37) G === =
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folgt. Die in p ersten Reihen und p ersten Spalten stehenden Elemente
der Matrix C sollen gleich (33) sein. Alle anderen Elemente von ¢ defi-
nieren wir dureh folgende Formeln: i

(38) C,=¢6, t,0=p+1,...,n,
b=12,...,p.

Die Matrix O hat also folgende Gestalt:

(39) 05 =08 =0,

OOk ...0L0...0

.50 0
(40) oY ... B0 ... 0

00 ...0 1

00 ...0...0 1

Es ist leicht zu priifen, daB die Matrix A in der Form
0 ...0, 0 ... 0

& .. 0 .. 0

4=0-B=|B" . Bz B

B ...B:X 0 ..o0B"

dargestellt werden kann.

Aus (20), (29) und (32) folgt, daB die Determinante von B gleich
4™ und von Null verschieden ist:

(42) : DetB = A™? 0.

Auch die Determinante von C ist wegen (40) und der Definition 0z von
Null verschieden:

(43) DetC =1/4 # 0.

,'i&us (4,‘?), (43) und (26) erhalten wir mit Hilfé des wohlbekannten Satzes
iber die Determinante des Produktes von zwei Matrizen

(44) Detd = A" P! 29,

icm
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Die Matrix A darf man also in die linke Seite von (6) einsetzen. Wir
berechnen jetzt die in der Gleichung (6) auftretenden Produkte A-.u
(u=1,2,...,m). Aus (41), (36) und (30) folgt, daB A-u (y =1,2,...,p)
gleich

|
el
el
'\ . ‘;%
l
0|
(45) A~y =) 1| cptereie, y=1,2,...,0,
0
RE
ol
ist. Um die Produkte
A-ju, po=p+1,...,m,

zu berechnen, multiplizieren wir die o-te Reihe der Matrix A durch die
Spalte der Matrix u (0 =p+1,...,n; ¢ = p-+1,..., m). Dann erhalten
wir

AT = By u'+ BS- ut ... 4By uf -+ Byl
Wegen (16) und (30) folgt

46) AT u'= 2B '+ BY i ...+ By P B ) = 0,

Aus (37) und (40) ergibt sich weiter

Ell
Gz’z
(47) A = || A o =p+1,p+2,...,m.
0

<« p-te Reihe,

0
Wird jetzt die Matrix (41) in die Gleichung (6) statt 4 eingesetzt, so

ergibt es sich wegen (45) und (47), daf jede Funktion, die diese Gleichung
erfiillt, folgende Form


GUEST


320 M. Kucharzewski
10...0 .4 A
0. : :
fluy ooy mu) =F 0 1 p,le' vee AP
0 .0 0 ... 0
o ...0 0 ... 0

haben muB. Bezeichnen wir die rechte Seite dieser Gleichung mit

(A,

80 kann die Funktion f in der Form (18) dargestellt werden. Also ist der
Beweis des Satzes 1 im Falle p < n beendet.

II. Fall:

e=12,..,9, e¢=p+1,...,m,

P =n.
In diesem Falle existieren die Zahlen (27) nicht. Die Matrix B ist der
Einheitsmatrix gleich. Um den Satz 1 in diesem Falle zu beweisen,
gentigt es die Matrix (' an Stelle 4 in die (6) einzusetzen.

Beweis des Satzes 2. Setzen wir in die Gleichung (6) an Stelle M
die Kroneckerschen Symbele . :

M=, rv=12,..,n, p=1,2,...,m,
ein, so erhalten wir die Gleichung
FOAR 0L, ARGy, ...y Apn ) = f(S2, ..., ).

Daraus folgt weiter
F(A3, A2, ..., Ay = 0.

Die letzte Beziehung soll fiir beliebige linear unabhéngige

(48)

C .
- ¥, L
AN, A2, ..., A

gfalten. ‘Werden die Veréinderliche 4’ in (48) mit M bezeichnet, go ergibt
sich aus (48), daB die Funktion f(yu,...,#) konstant sein muf, falls

alle Vektoren ,u, ..., ,u linear unabhingig sind. Der Satz ist also be-
wiesen worden.

i § 3. Einige Anwendungen. Alg Anwendung der obenbewiesenen
S‘a«t?.e werden wir zuerst die skalaren Komitanten der Punkte in dem
n-dimensionalen affinen Raume bestimmen.
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Eg peien m- 1 Punkte
D125 ooy Pmsa (nga®), v =1,2,..., n,‘
gegeben. Eine skalare Komitante dieser Punkte nennen wir jede Funktion
F(a), v=1,2,...,n, x=1,2,...,m+1,
der Koordinaten dieser Punkte, die bei jeder affinen Transformation
(49) o = AV s+ B

mit nichtverschwindender Determinante

(50) Det |14} # 0

ungeéindert bleibt. Das bedeutet, dal F die folgende Gleichung
(51) F(4) 7 +B") = F (&)

fiir beliebige 27, B} und diejenige A4, die der Bedingung (50) geniigen,
erfiillen soll.
Setzt man in der Gleichung (51)

A =&
ein, so ergibt sich
(52)

‘Werden dann in (52)

F(a"+B") = F ().

B = —a
eingesetzt, so folgt daraus, daB man die Funktion F in der Form
F(&") = fo"—@", o2 — 2", ..., @™ —2'm)
darstellen kann, wo die Funktion f durch die Beziehung
FLWr, oy '™y = F(0, ..., 0, 4%, ..., ,u'm)

definiert ist.

Da die Zahlen ,u" x il —(x =1,2,...,m) sich bei der affinen
Transformation (49) dndern, wie die Koordinaten eines kontravarianten
Vektors ,u” = A} -4’y muB die Funktion f die Gleichung (6) erfiillen.
Die Funktion f soll also eine skalare Komitante der m kontravarianten
Vektoren

Wy ooy U
sein. Infolgedessen kann man sie mit Hilfe der Sétze 1 und 2 bestimmen.
Auf diese Weise erhalten wir nachstehenden Folgerungen, welche die ska-
laren Komitanten der m-+1 Punkte im n-dimensionalen affinen Raume
betreffen.
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FoLGERUNG 1. Eg geien in einem. n-dimensionalen affinen Raume
m--1 Punkte

(63) D1y ooy Pngr () ¥ =1, 2y.000,m,

gegeben, die in einer p-dimensionalen aber in keiner (p —1)-dimensionalen
Hyperebene liegen. Man kann annehmen, daB diese Hyperebene durch
die p-+1 ersten von den Punkten (53) eindeutig bestimmt ist. Die Zahl p
muB der Ungleichung
0<p<m

geniigen.

1) Ist 1 < p < m, 80 hat eine jede skalare Komitante der Punkte (53)
folgende Form:

B (@ oy @ ™) = (A%,

wo ¢ beliebige Funktionen bedeuten und ,A* durch die Gleichung
ert® =@ = A (q 12 —1%")
a=1,2,...,p,

definiert sind.

2) Ist entweder p = 0 oder p = m, 80 ist eine jede skalare Komi-
tante der Punkte (53) eine Konstante.

Aus dieser Folgerung ergibt sich, dafl es keine nichttrivialen Komi-
tanten eines Punktes oder zwei Punkte gibt.

EBs seien jetzt drei Punkte p,, pa, ps gegeben (m = 2). Sind gie nicht
auf einer Gerade gelegen, so haben sie auf Grund der Folgerung 1 keine
nichttriviale Komitante. Nehmen wir also an, da8 sie auf einer Gerade
liegen und

e=p+1,...,m,

v=1,2,...,n

’ P1 # D2
ist. Dann gibt es eine Zahl A, welche die Beziehung
(54) o — 8 = (@ — ")

erfiilllt. In diesem Falle erhalten wir aus der Folgerung 1 die nachsteh-
ende

ForeeruNG 2. Jede skalare Komitante von drei kolinearen Punkten
besitzt die Form

(55) F (@, 2%, 40) = p(4),

wo A durch (54) definiert ist. Wenn z. B. & 5 @' ist, 50 kann man die
Zahl 2 aus (54) berechnen,
o —

A=
o0t — ot
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und folglich (55) in der Form

1 1

” s —¥
P, 2%, @0%) =9 (2‘,’21_1”1)
darstellen. Setzen wir in der letzten Beziehung

P(u) = %

(moglichst einfachste Funktion), so erhalten wir den aus der analytischen
Geometrie bekannten Ausdruck fiir das einfache Verhéltnis von drei
kolinearen Punkten. Die Folgerung 2 stellt also die Bestitigung der
wohlbekannten Tatsache aus der atfinen Geometrie dar. Unserem Wissen
nach ist es noch nicht bewiesen worden, daB es auBer dieser Invarianten
keine anderen wesentlich verschiedenen gibt.
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