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ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
IX (1961)

Sur les moyennes arithmétiques, géométriques et
harmoniques des distances mutuelles
des points d'un ensemble*

par F. LeEJA (Krakéw)

1. Certaines fonctions d’ensemble lides aux moyennes. Soit B
un ensemble compact de points d'un espace cartésien R, w(p,q) une
fonetion continue de deux points p et ¢ variables dans R, remplissant,
quels que soient p et ¢, les conditions

o(p,q) =0, w(p,p) =0, (@, q) = w(g,p)
ot p™ un systdme de n--1 points quelconques p,, py, ..., p, de E. Posons

1) AE™) = > (s, ),

i%k
G(p™) = H 0P, p), H@™) = Zk’uw(pz-,m),
1%, 15
ott 1a somme ' et le produit [] sont étendus & toutes les valeurs 0 s 1y,
1tk ik

de 7 et k £ 4, et formons les moyennes

A (™) n(n4-1)
2 0y — )y — ONUREAY gy .
(2) a(p™) i t1)’ g(p™) =[G (»™)] , (™) (™)

On sait que ces quantités satisfont aux inégalités ™
0 <h(p™) <g(p™) <a(p™) < M,
ol M est la plus grande des valeurs w(p, g) lorsque p et ¢ varient dans .
Désignons par ' '
(3) (B, 0), g(8,0), E,0 n=12,..)

les bornes supérieures des moyennes (2) lorsque le systdme p™ varie arbi-
trairement dans E. Chacune des suites (3) est monotone, non croissante
avec #.

* Conférence faite & la Section de E6d4 de la Soc. Pol. de Math. en 1957.
(*) On suppose que h(p(™) = 0 si pour certaines valeurs de ¢ et k& w (pi, px) = 0.
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En effet, soit, par exemple, 9™ = gy G5 +-+y @} un systéme de

points de E tel que a™(¢") = a,(F, ). Posons

AV = D olg, @) (=0,1,..,n)
F=0(k#7)
et supposons que A®(¢™) = minA®(g™). Alors . nA®(¢") < 4O (¢™)+
@
+A(g, -5 qn) €6 par suite
' AD(G)  A(ge e Gu)
<A <o, o
et, comme
A (g™ 2AO ("™ L A(gyy ..y Gn) < A(Qyyeeeyn)
a,(B, w) = = —t
- n{n+1) 2n-+n(n—1) n{n—1)

on a a, (B, o) < a,_,(E, o) pour n = 2,3,

Les limites

(4) lmoe,(E, o) =a(B, 0), HLmg,(B,w)=yg(F, o),

mh, (B, ) = h(E, v)

geront dites respectivement deart arithmétique, écart géométrique et écart
harmonique de l’ensemble F par rapport & la fonction w(p,q) dite
distance généralisée deg points p et ¢. Il est clair que

0 <h(B, 0) <g(B, 0) <a(B,0) <M

Lécart g(E, |pg|) par rapport & la distance cartésienne |pg] se réduib
an diamatre transfini de B introduit par M. Fekete et I'écart h(H, |pg|)
se réduit au diamétre transfini introduit par G. Pélya et G. Szegd [1].

Exemere 1. Soit ¢ la circonférence de rayon r et w(p, q) =
cartésienne des points p et ¢g. Alors

|pg| la distance

'S

(8) a(0, Ipgl) =

_—r,
ki

g0, lpg) =7, MO, |pgl) =

En effet, les moyennes a(p®™), ¢(p™), h(p®™) atteignent leurs maxima lorsque
les points pg, Py, ..., pn sont les sommets d'un polygone régulier inserit dans C.

n), on a

(6) Zlﬁopkl =2r 2 91!170—_]_‘1"

Comme |pypr| = 2rsink;:_—1 k=1,2,...,

1
|POPkl T Z sinkr/(n41)
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et, comme
. . . sinng/2 . ?
sin sin2¢4-...+si = sin(n-+4 1)~
@+ sin2¢+...+sinng /2 (n+1) 3

la somme (6) est égale & 2retg /2 (n+ 1). D’autre part, on a Dloipr] =
Tk

k3
(n+1) Zl‘ [Popxl
et

an(C, Ipgl) = (n+1)2rotg ———

1
1z(11+ 1)
& n+1

2(n +1)
7/2(n+ 1)

mcosw/ﬂn—*— 1)

ce qui entraine la premiére des formules (5).

n
Pareillement, comme 3 [pipr|~! = (n+1) 3 |popz|—! il résulte de (6) que
itk k=1

9
(O Ipgl) = ——
;;—Z‘; sinkr/(n+ 1)

Soit m un nombre entier positif < n et N = N(m, ¢) un indice tel qu’on ait

km(n+1)

pry o T

pour 2>N et I<k<<m.

Alors, si # > N, on a

Z kn/(n+4 1) ntl 1—
~ sinkn/(n+1) krn = &

1
)n+
]

1
g sinkw/(n+ 1)

et par suite

) 2rrn 1 1 1
hp(C, L e U =1+—+...+—,
i (C 1pq) A=t o o Om + 5 + +m
ce qui entraine la dernidre des formules (5), oar o, peut &tre arbitrairement grand.
La seconde des formules (5) résulte du fait que

H [Popx] =

ExeMPLE 2. Soit B I'espace des deux variables complexes & et 4 et 44’ le segment
rectiligne joignant les points 4 et A'. Désignons par [pg] la distance triangulaire des
points p et g, c’est-a-dire l'expression [pg] = }|w1y2— y12a|, ot (w1, 71| sont les coor-
données de p et (xa, y2) celles de g. On peut prouver que les trois earts du segment
A4’ par rapport & la distance triangulaire s’expriment par les formules

(8) a{dd’, [pql) = 3[44"], g(44’, [pq]) = $[447],

(n+4+1)7™ et C = 7{/—“*1—
+ (0, Ipgh) =7 Vn+

k(44 [pg]) = 0.

2. Conditions pour que les écarts soient positifs. II est clair que,
quel que soit E, les trois écarts (4) s’annulent si la fonction w(p, q) est
identiquement nulle. W. Ottenbreit a démontré [2] que 1’écart géomé-
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trigue ¢(¥, w) s’annule, quel que so0it o, i Uensemble B, supposé compact,
est dénombrable. Néanmoins:

1. Décart arithmétigue a(H, w) est toujours positif si B contient deux
points p, et g, en lesquels w(py, ¢o) > 0.

En effet, soit p™ = {py, 1, -..; P} Un systéme de n-+1 = 2» points
3
dont » sont identiques & p, et tous les autres & g,. Alors 3 w(py, pi) >
. k=1
= v0(Ps, @)y A (™) = (n+1)r0(p0, g) b

v n-1
a(p") = — 0 (Po) @) = 5= (P, &)

ce qui prouve l'inégalité (B, w) > f (Do, go)-

2. Lécart géométriqgue g(E, |pq|) est positif si la projeciion de E sur
une droite quelconque contient un segment arbitrairement petit (en parti-
culier, si B contient un continu).

Ce fait est bien connu-[3]. Si la projection de F contient un segment
AB de longueur |AB| on a
9(B, Ipql} = g(
3. Déeart harmonique h(H, |pq|) est positif si la projection de E sur
un plan quelconque contient un domaine plan.
En effet, supposons que la projection de E sur le plan des variables »
et y contienne le carré @ défini par les inégalités
P<e<d, 0<y<a (@>0).

Partageons @ en n? carrés et soient py, (4, = 0,1, ...,
de coordonnées

9 Pix = (

4B, |pq)) = }[4B|.

n) leurs sommets

a, ;d) (i, =0,1,...,7).

Le nombre de ces points étant (n-+1)%, posons N -+1 = (n+1)?,

par p™ le systime (9) et formons la moyenne

N(EN4+1)

H(p™)

la sommation Z étant étendue & toutes les valeurs de 4, k, i, k' =
(1,737 k%)

=0,1,...,n pour lesquelles (¢'—4)*+(k
=n(n+12(n+2) et que

désignons

1

h(p®™) = _
6y [Pl

o H(pW) =

'— k)2 > 0. Puisque N(N-1)

R T
[Paxpirl = ;1 i+ (B —F)?,
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on a
(n+1)2(n+2 . -l 1
i P R P | B S
S (e V& — i) (W =T

Lorsque 4 et 4’ parcourent les valeurs 0,1, ..., n, la différence 3" —1|
admet n+1 fois la valeur 0, 2n fois la valeur 1 (pour 4=0,1,...,2—1,
i'=1i+1let i=1,2,...,n, i =i—1) et, en général, 2(n+1—a) fois
la valeur a=1, 2, ..., n. Il g’ensuit que la somme s,, contient 4 (n--1— a) X
X(n+1—p) termes 1/Va*+ f? pour a = 1,2,..

" on et f=0,1,...,n;
par suite
2 d
10 3 W) —’n—r
(10) ™) n+1 41’
ott -

V(l—a/n+ D)L pfn+1)) 1
= & Vet DpHlnt D) (e r1p

Lorsque n — oo, la suite I, tend vers Pintégrale

I, =

I~Jf V{pﬂ_}_yvdﬁﬂd@/ =In(14+V2)—3(V2—1) = 0,719 ... < 1,

h(p)® tend vers d/4I et, comme hy(Q, |pq]) = k(p™), on trouve

R(Q,|p9) = —

3. Trois fonctions extrémales liées aux moyennes. Soit p un point

variable dans P'espace B et p™ = {p,,py,...,p,} un systéme de n+1
points différents quelconques de B. Formons, pour i = 0,1,...,n, les
fonctiong de »

D) o, -

a®(p, p®) == (P, 21)],
F=0(4)
(11) g(i) (p,p™) = [ (p, p;) ]1/”'
st © (P P7)
1) ) n
rO(p, p™) = —

D [o@p) 7~
§=0( 1)

(Pes 7)1
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et posons pour n =1,2,...

tn(p) = (9, B, ©) = inf {maxa® (p, p™)},
pMer ()

(12) gu(D) = 0a(p, B, 0) = inf {maxg®(p, ™)},
. pMeg ()

ho(p) = ha(p, B, 0) = inf {maxh®(p, p")}.
pMeg (D)

Par exemple la prémiére de ces fonetions est la borne inférieure de la plus
grande des quantités a®(p,p™), i =0,1,...,n, lorsque, le point p
ot le nombre n étant fixés, le systéme p™ varie dans F. Je dis que:

4. La suite a,(p), n =1,2,..., tend en tout point p de B vers wune
limite déterminée finie

(13) nlim a(p) = a(p, B, ).

Démonstration. La suite {a,(p)} jouit en tout point p de la propriété
suivante

(14) (p+2) @1y (p) > pa,(p)+ra,(p) pouwr p,v=1,2,...

En effet, soit ¢“*) = {¢, 1y .-~y Guyr} UN Systéme de u--»-+1 points
de E pour lesquels .

(15) a1, (p) = maxa®(p, ¢“).
(@)

Cherchons le maximum de la somme A(p, ¢, Giyy -++» ¢i,)y 00 D et fixé
et les points ¢;, parcourent le systéme ¢#*). On peut supposer que ce
maximum est égal & A(D, §ui1s -y Gury); Par suite, on a

AD, Quirs ooy Gugw) = AP 5 Gy Qugrs -+ oos Qoo1s L1y oooy Quys)
pour i =0,1,...,u e k= u+1,..., ut+». En rayant les termes égaux
on en déduit I'inégalité

utr

1 1
— Z [o(p, g)— o (g ¢7)] 2;

F=p+1

[o(P, ) — o (gr, 7))
F=t,p+1,.. 5ty
)

ou en d'autres termes a®(p,q”) >a®(p,¢"), ot ¢ = {@, s
-+ey @uto); 18 dernidre inégalité a liew pour ¢ = 0,1,...,u et k = p+1,
ey p+v, @0t Pon conclut que

(16) ‘lm(P; ™) = a,(p}) pour i=0,1,..,u4.
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Bur les moyennes arithmétiques, géoméiriques et harmoniques 217

Mais, d’aprés (15) on a pour ¢ =0,1,..., 4

“® . Bty
B+ 8upn(2) = D) [0 (D, ) — 0l )1+ D) [0, 8)— (4, %)
=0 . j=p+1

> ua® (p, ¢¥)+va(p, ¢),
ol !l(”) = {qoy L3y -+ Qp}: q(y) = {q;, Quiryeey Q,H-y}; par suite

(04 9) @uss (D) > un(l?;hxa‘”(p, 4"+ va, ()

ce qui prouve notre assertion (14).
Il résulte de (14) que la limite (13), finie ou infinie, existe. Puisque

1y 1y
amlp) <max - ' [w(p, p)— 0P, )] < D o) < M)

ORI = im0
ot M(p) = maxw(p,q), la limite (13) est finie, ¢. q.f. d.
qeE

B. 8i Péeart g(B, w) est positif, la suite {g,(p)} tend en tout poini p
de R vers une limite finie

(17) gm;gn(p) =g(p, B, w)

et si h(E, ) >0 la suste {h,(p)} tend aussi vers une limite finie

(18) limh,(p) = h(p, B, v).

En effet, les suites {g,(p)} et {h.(p)} satisfont aux inégalités

(19) gL > EOEE)  (hr=1,2,..)
(20) h”f(;) Sty =12

dont la démonstration est analogue & celle de (14). Lexistence des limites
(17) et (18), finies ou infinies, résulte des inégalités (19) et (20). La con-
clusion que ces limites sont finies résulte de I’hypothése que les écarts
g(E, w) et h(H, w) ne s’annulent pas.

Les formules (13), (17) et (18) font correspondre & chaque ensemble
fermé et borné E trois fonctions a(p, B, w), g(p, E, w) et h(p, B, w)
du point p dans Vespace R, dites fonctions emtrémales par rapport & F et .

Désignons par D (H) le domaine non borné de R contenu dans l’en-
gemble complémentaire de E. On sait [3] que, si R est le plan et w(p, q)
ge réduit & la distance cartésienne |pg| des points p et ¢, la fonction
Logg(z, B, {pg|) du point 2z est harmonique dans D, (E) et se réduit & la
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fonction de Green de ce domaine avec un pdle & linfini. La nature des
fonetions extrémales a(2, B, |pq|), ¢(2, B, |pql) et h(z, B, |pq]) dans un
espace cartésien quelconque sera étudiée dans une note prochaine.
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Probléme aux limites aux dérivées tangentielles pour
I’équation parabolique dans une région non bornée

par M. TRYJARSKA (Warszawa)

Le probléme aux limites aux dérivées tangentielles pour I’équation
du type parabolique de la forme:
n

n
N _ 0%u o _ ou
D(w) u!g::l Aap (4,1) am‘aawﬂ + a=§1 b.(4,1) 9a, +e(4, t)u t

ou Ou ou
IF(A”’ % 5y’ By a‘)
1 2 n

a été posé et résolu par W. Pogorzelski [2] dans une région bornée 4 n
dimensions et dans un intervalle fini de temps #.

Le sujet de ce travail est le méme probléme aux limites pour
1’équation:
(1) Diw) =F(4,t,u)

dans une région non bornée 2, située & 'extérienr d’une certaine surface
fermée S et pour un intervalle fini de la variable ¢. Sur la surface § on
définit ¢ champs de directions tangentielles:

V{S‘g)}i {8}, ..., (B} (PeS, 1 <g<n—1).

11 g’agit de déterminer une telle fonction u(4,1?) qui:
10 vérifie équation (1) en tout point intérieur du domaine:

(2) AeR, te(0,T);
20 vérifie la condition initiale:
(3) limu(d,$) =0
a0

en tout point intérievir 4 eQ;
30 satisfait & une condition limite aux dérivées tangentielles de la
forme:

du
(4) d_TI: +g(P, tyu(P,t) = G[P,t, u(P, 1), “SP(I)(P’ 1)y ey u,,l,(q)(P, )]


GUEST




