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Sur un probléme non linéaire de Hilbert

par W. ZAROWSKT (Warszawa)

1. Introduction. Soit dans le plan de la variable complexe un
ensemble P = Y ¢,c, de points, composé d*un nombre fini d’arcs simples

Zé,, et un ensemble @ = ) C, de lignes fermées de Jordan: Les extré-
e

mités des arcs cpaa,,. peuvent appartenir & un seul are, ou bien &tre commu-
nes & plusieurs arcs différents. En tout cas, les arcs 5:50. et les lignes C,
n’ont Das de points intérieurs communs. Désignons par O1 Gay ..oy Op l€B
extrémités des arcs donnés. Nous supposons que les ares ¢,c, et les con-
tours C, ont des tangentes continues en tout point, méme aux extrémités.
Les points ¢;, ¢y, ..., ¢, sont donc soit des points anguleux, soit des
points de rehroussemem;, ou des points multiples, ou enfin de sunples
extrémités des lignes formées par les arcs donnés.

Nous admettons que tout arc c,c,,A et tout contour C, a une direction
individuelle, fixée indépendamment des autres lignes.(!) L’ensemble
L =C+P entoure les domaines finis 8, S;,..., et le domaine in-
fini S,y

Les problémes aux limites de Hilbert discontinus et non linéaires
pour un systéme de fonetions et pour un ensemble d’arcs P ont été posés
et étudiés pour la premidre fois par W. Pogorzelski [4]. Les problémes
aux limites discontinus et linéaires pour l'ensemble L = C+P ont été
étudids par W. Zakowski [2].

Dans le présent travail, nous étudierons les problémes aux limites
de Hilbert discontinus et non linéaires pour un systéme de fonctions et
pour lensemble des lignes I = C+P, sous des hypothéses un peu plus
générales que dans le travail [4] et par une méthode analogue. Nous
énoncerons d’abord les définitions des classes de fonections complexes
discontinues, définies sur l'ensemble de points L = (4P, données par
W. Pogorzelski (voir [1]).

(*) On admet que les deux cotés, positif et négatif, de toute coupure sont avec
la direction positive de la coupure dans la méme relation que les demi-plans imz > 0
et imz < 0 avec la direction positive de l'axe réel.
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DEFINITION. On appelle classe S)"(ckl, .. ck) I’ensemble de toutes
les fonctions complexes (t), définics en tout pomt t de l'ensemble L,
distinet des points de discontinuité ¢, csy ..., ¢p qui vérifient les méga.»
lités suivantes

const [t —1|*
W(t, i)

P < e

n “ - ovlaan

o=1

lp(t)—o{t) <

4 Pintérieur de tout arc E,\cu, composant de P, le point ¢, étant situé sur

Pare o, (si ¢, # ¢, pour lare c,c.), et [t—c| S|t—op] (81 6 = ¢
pour 'arc ¢,¢,),
Wi, 1) AL A LA B D)
(¢, 0) = [t— |0+ i 6, = Cy.

On admet que les paramétres réels a et u, fixés pour la classe donnée,
vérifient les inégalités

0<ax<l, a+p <1;

onaf,=080="rk,kyy..., k660, =1810 Ak, Fay..., %, 0 < g <p;
6, admet des valours analogues rela,mvemon‘u au point ¢,. Si ¢,1¢C,,
nous SUPPOSONS qUe G, = Cgr == ¢*, ol ¢* est un point de dlsoontmulté
fixé arbitrairement.

Observons que les fonctions de classe 9f (6xs - )'vérifient pour
i, t,¢C, la condition de Holder, sont bornées aux vmsmages des points
de discontinuité dlstmgués Okys vvvy Ok, ©F n’ont pas nécessairement de
limites unilatérales aux points dlstlngués

Les propriétés des classes Di(cx, .-
travaux [1], [2], [4].

2, Enoncé du probléme. Le probléme non linéaire de Hilbert géné-
ralisé, pour un systdéme d’arcs, consiste & trouver un systéme de fonctions
de la variable complexe ®,(2),..., Pn(2) de classe h(cy, ..., 0,) dont
chacune scrait holomorphe dans les domaines S, Ss,..., oy 86paré-
ment ot dont les valeurs limites @; (2), D, (t), » = 1, 2, ..., n, satisferaient
en tout point ¢ de Pensemble L = C+P, excepté aux extrémités c, des
ares, aux relations

o<u<l,

ox,) onb été étudiées dans les

@) & (1) = G, Py () A, [t, B (2), ..., Pr (1), PT(D), .ory P (B)]490(0),
olt G,(t), F,(t, %y, ..., Us) €6 g,(f) sont des fonctions données et 1 un
paramétre.

On admet les hypothéses suivantes:
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1° Tes fonctions complexes @,(t) sont définies pour teL (excepté
aux extrémités ¢,), différentes de zéro et satisfont & la condition de
Holder

(2) 6, (8)—G, (t)] < kalt—1,["7,
ol kg est une constante positive et I’exposant hg une constante positive
non supérieure & 1'unité. Les points ¢ et ¢, sont situés & intérieur d*une
méme ligne arbitraire de l’ensemble I = C+P. Nous supposons notam-
ment que
(3) lim @ (t) = @(c,) # 0,
t—ey

ou t, j=1,2,...,7, sont des points situés » l'intérieur des arcs con-
vergents vers le point ¢,, ou divergents & partir de ce point (r, > 1).

2° Les fonctions complexes F,(t, %y, U, -.., %s,) sont définies dans la
région teL (t £ ¢,), wjell, j=1,2,...,2n, (II désignant le plan entier
de la variable complexe) vérifient 1'inégalité généralisée de Holder-Lip-
schitz:

I6(6,)] < oo,

e &

W, t) =+ g i — ]
ol W(t,1,) est définie dans l'introduction de notre travail et, en outre,
Vinégalité

@) mm%WMMJWWJw%m<h[

(5) mm%.mm<h2mw or

SR R

o=
Les points ¢ et i, sont situéds & 1‘mté1‘1eur de la méme ligne arbitraire (arcs
c ¢ 8i 1,1, P, mais on a toujours tletca 8ie, # e, b [f—e,] < |—0¢,] 8i
€, = €4, VOIr [2]).

Nous supposons que 0 < hp <1, a+p <1, g < min(he, hz); ks,
myp sont des constantes positives données, 6, = 0 si ¢, coincide avee Pune
des extrémités o, ..., Crys €F 6, = 1 dans le cas contraire (v = g, ¢’).

3° Les fonetions ¢,(¢), v =1, 2, ..., n, sont de classe D (ex,, ..., O,

3. Résolution du probléme par la méthode topologique. D'aprés
les travaux [1] et [2], nous pouvons affirmer que la solution @, (2), ..., Pp(2)
du probléme proposé (si elle existe, et si les fonctions limites @F (f) sont
de classe S(ckl, ey O )) vérifie le systéme d’équations

F,lr, (7 -5 Paa(T)]
)f X““(r r—z)
X ,(2)

27 f X"'

Annales Polonici Mathematici IX [

(6)  D.(2) =

dr+

27mi

zm+xwﬂm,
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ol ¢,(t) = B (1), gyn(t) = &, (t), v =1,2,...,m. P,(2) sont certaines
fonctions entiéres, X, (2) est la solution eanonique de classe h(cr,; ..., o)
du probléme de Hilbert homogéne, correspondant & la fonction G,(t).
En faisant tendre, dans les formules (6), le point 2 vers un point
teL (t # ¢,) et en appliquant les formules connues de Plemelj (voir théo-
réme 5, [2]), nous constatons que les fonctions limites ¢,(¢), » =1, 2,
., 2n, vérifient le systéme d'équations intégrales singuliéres suivant:

1
@(t) = -;‘1”»[% P1(t); s Pn (D)4 5 6,0 +

F,[7, 91(7), -y Pau(7)] a
XS () (z—1)

Z e
+'§;2Xv () 1_'-,{ 7+

f 5 I ORO,

(7 _
2 X7 X, (1)
Prgn(t) = ) B[ty @r(8)y oy pan(8)]— 35X (1)

A - F,[7, 91(7)y -5 pon(7)]
+aa X0 [

X (2)(z—1)
X, (1) f g9.(r)dz
2t X} (7)(z—1)

9,(t)+

dr -+

+ + X (0P, (1),

y=1,2,...,%;

les intégrales ont le sens de la valeur principale de Cauchy. Nous étudie-
rons le systéme d’équatios (7), en y traitant les fonctions ¢, (f), ..., ()
comme des inconnues et en y substituant, & 1a place de P,(t), des foncmons
entidres arbitraires. .

On résout done le systéme (7) par 'application du théoréme du point
invariant dft & Schauder: ,,Si, dans un espace de Banach, une transforma-
tion continue fait correspondre & un ensemble E de points, convexe et
fermé, son sous-ensemble F' compact, il existe dans l’ensemble F au
moins un point invariant de la transformation®.

Soit done un espace fonetionnel A composé de tous les gystémes de
2n fonections complexes

(8) U = [oy(1), alt)y .oy @an(B)],

définies et continues dans I’ensemble des points L = C-+P, distincts des
extrémités ¢,, ¢ =1,2,...,p, et vérifiant les inégalités

const
9 lp, (1) < 57—
H [t—c, bt

e ©
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La constante qui figure au numérateur du second membre de I’inégalité
(9) prend, pour P'espace A, toutes les valeurs positives possibles, a et u
sont des constantes réelles flxées, a une valeur unique pour tout espace 4,
vérifiant les conditions 2°. Nous supposons que la constante a véritie
Pinégalité 4 < a <1, ol

7o

(10) 4 = max max |4+ > df |,
1oy Ivsn i=1
. 1
(11) o = im[m"g“@],
2ri

ol le signe supérieur ,,-+”’ concerne la valeur limite Gﬁ(ca) correspondant
& un are dirigé vers le point ¢, et la signe inférieur ,,— la valeur Gile,)
correspondant & un arc issu du point ¢,.

On choisit les constantes entitres A de fagcon que les conditions
”

—1 < a;414; < 1 soient vérifiées; on a posé o = 5’ o, o=1,2,...,p,

v=1,2,...,n Daprés N. Mouskhelishvili [3] les extrémités ¢, sont
dites singuheres, si les valeurs o; sont entiéres. Aux extrémités non singu-
lieres distinguées ¢, ..., ¢r, on choisit les entiers 17 tels que 0 < o)+ A,
< 1. Aux extrémités singuliéres, les conditions —1 < o+ 1% < 1 donnent
les valeurs uniques 1, = — a. Pour les autres extrémités non singliéres,
on choisit les 1 tels que —1 < o)+ 4, < 0 (nous supposons que les extré-
mités distinguées sont non singuliéres).

On définit la somme de deux points de lespace A par la formule

(12) [Py @25y Pon]+ [‘P;: ‘P;: ceey (P;n] = [‘Pl"“?’iy ‘7’2‘!“79;7 (R ‘7’2=n+97;n]7
et le produit du point [¢,, ..., p:;s] Par un nombre o par la formule

(13) a[‘?’n‘?zy---:%n] = [a‘plia?’z:-"?a(PZn]'

Ensuite, on définit 1la norme [T} du point U = (@, ..., ¢s,] par la plus
grande des bornes supérieures des produits

. D
max sup [n |t«c,,l°°“+"|¢v(i)[]:

Igrgon tel s=1

(14} 1ol =
et la distance des deux points U et V de l'espace A par la norme de la
différence de ces points

(15) T, V)= U-V].

L’espace A est donec lindaire et mormé; en outre on peut montrer qu’il
est complet, puisque la condition de Cauchy est & la fois mnécessaire et
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sutfisante pour qu’une suite de points de L’espace A soit convergente au
sens de 1a norme (14). L'espace A est par conségquent un espace de Banach.

Considérons maintenant dans lespace A l'ensemble F de tous les
points U = [@y, @5y ..., P2s] ayant les propriétés suivantes:

r

(16) [] t—cl 1o, ()] < e
a=1
et
(17 W(t, 1) I (0)— @u(t0)] < xlt—tl%)

»=1,2,...,2n, ol o et x» sont des nombres pos1t1fs fixés arbitrairement.
On suppose que le point #, est situé sur l'are i, (sl t,t,eP), et véritie
Pinégalité |t—c,| < [t;—¢,| 81 ¢, = ¢o

Conformément & la définition donnée précédemment, les fonctions
@,(t) lides & Densemble E sont de classe Ly (R Cieg)- L’ensemble F
est évidemment fermé et convewe.

En tenant compte de la forme du systéme d’équations proposé (7),
transformons 1’ensemble F par les relations

A 1
7, (1) ZEFv[ty P1(t)y - ey Pan(B)]+ Egu(t)‘{"

y Pan (T)]

A F,[7, @u(z), .-
el e e O
X7 (t) g.(v)dr
- X ()P, (1),
. +5 Lf T e +XF WP (1)
A X X, (1)
?V-i'ﬁ( ) = _'2' X+((t)) F,[t o)y ..oy %n(t)] 2X"'((t (t)+
Y B[z, 91(7)y ooy @anl7)]
Rl R S s
L (T)dr
f RO xR,
v =1,2,...,n D’aprés les propriétés admises, (4) et (5), des fonctions

T, et les inégalités (16) et (17), les fonctions dans les intégrales (18) véri-
fient l'inégalité

2nok
(19) (7, pa2), -y pan(0)]] < p2irtE
[] [T_OU!B’u

pis
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et les inégalités de Holder suivantes:

(20) |F [z, @a(T), .. <y @on(T)]—P, [7q, P1(Ta)y -0y Pan(T)]
kp(0'+2nx) v — 7, |
. . W(z, 71)
ol la constante positive C' est
(21) C' = sup |r—1 PP,

ttel
THEOREME 1. L’ensemble transformé B’ est une partie de l’ensemble B,
si le module du paramétre A est suffisamment petit.
Démonstration. En tenant compte du théoréme 3 ([4], [2]) nous
concluons que les fonctions (18) sont définies et continues pour telL
(t # ¢c,) et vérifient 1'inégalité

ML'G 2ngkp~+mp + G M, +|M

(22) |Z,0] <260 G0

(o8 MF+02KF+

»
.2
It 2 []it—ef' *7 ﬂllt—cal"a“'
G, O.M,+~C,K M,
to T, =1,2,...,2n,
U]l [t—e,|%* 1_71 [t—c,|%4

on les constantes Cy, C,, O3 et ¢, sont positives et indépendantes des
fonctions F,, M, désigne une borne supérieure des fonctions P,(f) sur
L, M, = max M(") ol MY figure au numérateur du second membre

de l’méga.hté pour |g,(¢)], K, = maxkg'), ou kY figure au numérateur

du second membre de 1’mega,hte pour |g,(f)—g, (),

(23) Gy = max(Gy,1), oft @ = max sup}G @™
\ 1<r<<n el

Nous en déduisons par conséquent que les fonctions (18) vérifient une
inégalité de la forme

(25) &)
< M Ay @nlpt mg) 4 4| Ak (0'+ 2n0)+ A M+ A, K+ A M,
b4
” (t'— Ga!%a

o=1
ol les constantes 4,, 4,, 4, 4, et 4; sont positives et indépendantes
des fonctions F,. Ensuite, d’aprés le théoréme 3 ([2], [4]) les fonetions (18)
vérifient l’inéga.lité'
(26) P, (1)—¥, ()]
< M|A1(2nng+mF)+|A|A;75F(0’+2m) + A4y My+A, Ko+ Ag Mp—l-A;Kp
w (tr 31)

[t—t[#
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ol des constantes positives Aj, Ay, A3, Aj, As, Ag sont indépendantes
des fonctions ¥, et I, est un coefficient de Holder concernant les fonetions
P,(t) sur L. La transformation (18) fait done correspondre & tout point
[@15 G2y -+-» Pan] de Vensemble B un point [Py, ¥s, ..., Pau] de Vespace 4
et toutes ses composantes W,(f) sont aussi des fonctions de eclasse
Dieryy -+ vy Cry)y cOmMme les fonctions ¢, (t) pour Vensemble . En tenant
compte des propriétés (25) et (26) de l'ensemble transformé E’, nous
pouvons affirmer que cet ensemble fera partie de l'ensemble B, si les
constantes du probldme vérifient les conditions suivantes:

1A A1 (2nokp+ mp) - |A] A (O + 2nn) + A Mo+ A, K- A M), < o,
A 4} (2nokp+mp) + |2 Aglp (O + 2m) + Ay M, + ALK, + A M, -
+AK, <%

(27)

Les constantes » et g étant arbitraires, nous voyons que ces inégalités
seront toujours vérifides, si le module du parameétre A est suffisamment
petit. '

Le choix des constantes positives p et » étant arbitraire, il est naturel
de profiter de cette circonstance et de choisir leurs valeurs de maniére
que lintervalle permis pour la variation du module du paramétre A soit
le plus grand possible.

En supposant que o et x sont suffisamment grands pour qu’on ait
(28) o—AM,— A, K,—AM, >0,

w— A M, — A, K,— A M, — A K, >0,

nous écrivons done les inégalités (27) sous la forme équivalente
2 < o—AM,—A,K,—A M,
AL (2nokg+mp) -+ Ak (O 2nz)
< n— Ay My Ay K y— A My — A K,
= A](2nghy+mp) + Ay kp(C 4 2n) |
8i » varie de la valeur A3M0+A4 [,~1~A5M,,—|—A6K,, 4 Dinfini, o = g,
. restant fixe, le second membre de (29) diminue vers zéro et le second
membre de (30) augmente de zéro vers la valeur limite [2nd;kz]"
Il en résulte que Pintervalle pour |A| aura la plus grande mesure
Ao(0), 8l » admet une valeur », vérifiant l'équation
o—AM,—AK,—A; M,
A, (2ol mp)+ Ay kep (O + 2m2e,)
_ tg— Ay My—A K, — A M, — A K,
A7 (2nokp+mp)+Askp (O + 2n2p)

(29)

(30)

(81)
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Nous en calculons x,(o) et la valeur correspondante 1,(p) en fonction
de g et vérifions, par un calcul élémentaire, que 1,(o) tend, en aungmen-
tant, vers la limite

(32) lim 44(0) = [2n4* k],
o000
ou
(33) A* = J[A AV (A, — A7)+ 44, 47].

Par conséquent, si le paramétre 1 vérifie la condition

(34) 1A < [2nA*Ekz]7"

il existe des valeurs positives » et p vérifiant les inégalités (27) et par
conséquent l’ensemble B’ est un sous-ensemble de Pensemble E, quelles
que soient les fonctions entiéres P,(2).
TukorEME 2. La transformation de Vensemble B par les relations (18)
est continue dans Despace A.
Démonstration. Soit une 7™ =

suite arbitraire de points

[tp(m’ o™, ..., ¢f™] de Dlensemble F, convergente vers un point
= [@1, Pay -+-5 Pan] d6 ceb ensemble au sens de la norme (14), c’est-a-dire
on a :
D
(35) (U™, U) = max sup[lgo(m) ®—a.0] [ 11— c,x"uﬁﬂ]_m, §i Mmoo,

1<r<2n tel o=1

Pour démontrer le théoréme, il est nécessaire et suffisant de démontrer
que la suite de points U™ = [P, ¥, ..., P{], transformés
par les relations (18), converge vers un point U = [P, ¥y oony Panl
qui correspond au point limite U par les relations (18). Dans ce but étu-
dions la différence

() —

A’ ()
= S OB A0, -

(36) @)

7‘P?n)(t ]__‘ Y& T 0 @u(t); ooy pen(t) ]+

+IM @=L, »=1,2,...,2n,

ol 'on a posé

2 t * Fv 3 (lm) y ey gy;,)
47 )= o OO | = qu((z))(r*; e,
I v
2 * Fv s P1 g ooy Pon
L v
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en outre on &

(39) Xi(f) =XF.(t), F,=F_,, s v=n+1,n+2,...,m,
v=1,2,..,n,

(40)  Y,(2) Ly &
R y =n+1,n+2,...

=X, X (), s , 2m,
) 1, s ov=1,2,...,mn,
Y, ), 8 v=nt+l,n+2,...,2n

L’étude de la premiére différence du second membre de 1'égalité (36)
est immédiate. Nous aurons notamment, d’aprés I’hypotheése (4),

<7ﬂ1r2|‘7’

F=1

(41) () = ‘

(42) 1F,06, 000 (0), ..., @5 ()] —F, (6,01 (8), .. Pan(t ) — @ (),

done, d’aprés I'inégalité | Y, (¢
nous constatons que

)| <@, et en vertu de la convergence (35)

(43)  lm(U'™, U') = lim max sup |10 (1)1, ()| ”|t—c\""°+“]
m—ro0

Mo 1p<2n L6l

Décomposons maintenant les intégrales (37) et (38) en sommes,
d’infégrales

(44) I =LPW+IP®), L) = Le(t)+Lo(t)

étendues aux ensembles P et €. D’aprds le théordme 5, [4], on a

[H ft— o |%**] = 0,

en outre on peut démontrer, comme dans le travail [5],

(45) lim max sup ||IF ()

Mm-so0 1<rgon el

»
(46) lim max sup[ILE®~Lo®) [ ] lt—c,**]=o.

Moo l<von leL P
Par conséquent, en tenant compte des propriétés (43), (44), (45), (48)
et de l'inégalité
(47) I () =L (1) < LB () —Lp ()| + 119 (1) — Lo (9],
nous constatons que 1&1’_1»1;( U'™, U') =0, ce qui établit le théoréme 2.

TriorEME 3. L'ensemble B', transformé de Pensemble B par les rela-
tions (18), est compact.

Démonstration. Coniormément &4 la définition, l’ensemble B’
est compact si, de toute suite {V'™} de ses points,

(48) v = [lpf’") @, ]Pém) ), .. 'y Y,g’rnn)(t)]’
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on peut extraire une suite partielle {V%*m)} convergente. Considérons done

sur tout are ¢,¢, deux arcs ZE’U et T,.c,. de longueur suffisamment petite
pour que l'inégalité suivante soit vérifiée:

(49) max sup [|}[l(’") )] H l—0,| 9°a+ll] <

&
1<r<on el o=1 2
pour tous les termes d'une suite { 7™} de points de l’ensemble E', arbi-
trairement choisie; on a désigné par L, I’ensemble des points de tous les
ares ¢, T, et T,.c,.. Remarquons qu’il est possible d’établir I’inégalité (49)
grice 4 la limitation (25), vérifiée par tous les points de ’ensemble E'.
Remarquons maintenant que sur l'ensemble de points L—L,, les
fonctions ¥ () sont borndes et, d’aprés (26), vérifient la condition
de Holder .

(50) [P (1) — P (8)] < Klt—tl

avec le méme coefficient de Holder k4, quel que soit m. Donc les fonctions
composantes des points de la suite {V*™} sont équicontinues et bornées
dans leur ensemble sur ’ensemble de points L—L, et, par conséquent,
d’aprés le théoréme d’Arzeld, de toute suite fonctionnelle {¥i™(#)},
»=1,2,...,2n, on peut extraire une suite partielle {¥¥ (z)} uniformé-
ment convergente dans l’ensemble de points L—ZL,. Il en résulte qu’a
tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre un indice N, tel qu’on ait

v=1,2,...,2n,

(51) max sup []’If(km)(t)—‘.l"ks) - H]t—c |°="‘+“]<a si m,s >N,.

1<ran tel— Ly o=1

1’inégalité (49) étant vérifiée par tous les éléments de la suite {V¢™},

nous en concluons que la suite {V®®} de points V¥» = [W(k’"’
wlm) vérifie 1a condition de Cauchy
(82)  [|7E— v
b4
= max sup []W}k"‘)(t)—&”}"s) (t)]H ]t-—c,\"’“*"] <e 8 mys>N,,
1<r<on el o=1

conformément & la définition de la norme (14). Or, 'espace A est complet,
la condition (52) est donc suffisante pour que la suite des .points
(P (¢)} soit convergente dans lespace A, par conséquent l’ensemble
transformé E’' est compact.

Toutes les conditions du théoréme cité de Schauder étant vérifiées,
nous en concluons Pexistence d’un point au moins T* = [¢} (%), ¢5(?),
.., P ()] dans ensemble FE, invariant relativement & la transforma-
tion (18). Ce systéme de fonctions [} (t), s (t), ..., @s(t)] est une solu-
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tion du systéme d’équations intégrales singuliéres (7). Les fonctions trou-
vées g, (1) de classe 95(cx, ..., Cr,) vérifient la condition de Holder (26),
done, en substituant ces fonetions dans los seconds membres des formules
(6), on obtient un systéme de fonctions Dy(z), Dy(2), ..., Pu(z), holo-
morphes dans les domaines Sy, 8y, ..., Sy séparément, dont les va-
leurs limites @, (t) et @; (t), A’aprés les formules de Plemelj et le systéme
d’équations donnée (7), vérifient le systéme d’équations donné (1) en
tout point teL (¢ 5~ ¢,).

En outre, d’aprés le théoréme 4, [1], [2], cos fonctions sont de classe
h(Cryy-eey Ory); Clest-d-dire toutes les fonctions B,(2), »=1,2,...,n,
sont bornées aux voisinages des extrémités distinguées o, ..., 0r, et
pour les autres extrémités c,, elles vérifient des inégalités de la forme

const
(53) 1D, (2)] < PR
olt 6 est une constante positive inférieure & 'unité. Nous pouvons donc
énoncer le théoréme suivant:

THBEOREME 4. Si les fonctions données @,, F, et g, vérifient les hypo-
théses 1°-3°% a > A, ol A est déterminé par (10), ewtrémités distinguées
Okyy -+ y O, SONE MON singuliéres, le module du parameétre A vérifie Vinégalité
Al < [20A%kp]7Y, o A est délerminé par (33); P, étant des fomctions
entiéres arbitrairement choisies, il exviste des sysitémes de fonctions D, (z),
Dy(2), ..., Pu(2) de classe h(ox,, ..., Cr,); holomorphes dans les domaines
81y 85y ...y Boxy, Sbparément, dont les valewrs limites O (1) et @) (1) véri-
fient le systéme d'équations proposées (1) en tout point teL (¢ 5~ ¢,). Tous
les systémes sont déterminés par les formules (8), ot P,(2) sont les fonctions
entieres arbitraires et @i(t), @u(t), ..., Pan(t) constituent les solutions du
systéme d'équations intégrales (7).

4. Résolution du probléme par la méthode des approximations
successives. Nous démontrerons qu’il est possible d’appliquer la méthode
des approximations successives aux gystémes d’équations singulidres (7),
en admettant certaines hypothéses plus restrictives pour les fonctions F,.

Observons que dans le travail [6], A. Gousséinov, a le premiar,
appliqué la méthode des approximations successives & 1'étude de 1’équa-
tion intégrale singulitre dans le cag particulier d’un segment de l’axe

réel. Dans le cas d’un ensemble de p ares non fermés dirigés a,b, (v =1,
2,...,p) dans le plan de la variable complexe, les équations intégrales
non linéaires & forte singularité ont été étudides par D. Przeworska-
Rolewicz dans le travail [7]. Dans le cas des équations intégrales singu-
liéres, la méthode des approximations successives oxige des considéra-
tions plus délicates que pour les équations intégrales A faibles singularités.
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Nous admettons les hypothéses 1° 3° (voir I’énoncé du probléme)
et 'hypothése 2* suivante (moins générale que 2°):

2*. Les fonctions eomplexes F,(t, ty, ..., ty) sont définies dans la
région tel (¢ £ ¢,), u; = E+injell, j =1,2,...,2n, ot JT désigne le
plan entier, et satisfont dans cette région & la condition de Holder-Lip-
schitz de la forme
(54) (Bt ey gy o vy Uan)—F, (b1, Uy ué? veey Uan)|

m

<Ep[p—tlF+ ) ly—],
iz

ot 0 < hp <1, kp >0; il en résulte l'inégalité

n
(55) Fy(t thyy gy ey )] < by D) s+ mp
F=1

olt mgz >0. Les points £, ¢, sont situés & lintérieur des mémes lignes
arbitraires (ares ¢,¢,., si f,%eP, mais on a toujours ?¢,efe, Si ¢, 7#cC,
et |jt—e,| <lty—e] s ¢, =¢,, voir [1]), hp <pu'. Posons pour
v=1,2,...,2n (voir (39) et (40))
(56) Y, () F, (8, Uy gy «evy Usgn)

= F:(ra)(t; E1yeeey Eany M1y oeny ﬂzn)"“'lF:(im)(t’ Eiy ey any Muy oovy Non)

olt ¥t ot F¥m) gont des fonctions réelles des variables réelles &y, ..., £an,
N1y ---5 Ton €6 de 1a variable complexe t; nous supposons que les dérivées
partielles

7 a 0 ’ a .
57 — Fiee e prim) ___ prtim) i=1,2,...,2n
(67) 3z, v o ) g ’ o s ) gy eeey AN,
existent et vérifient les inégalités:
)
(88) —%—F, (ty Exyens bany M1y ovg Nan) —
| 0Py
0 () ’ ' ’ ’
_bFFv (tis E15---) Sany M1y - o) 7am)
H
, am
< p [li—tl"THE(4, ¢, 1) D) (16— &I+ lm—ni)]s
iz
ol kx >0, 0 < by < hg, (§) = (re), (im), § = &, 7, et
_ 1, si A< 3,
(59) KE(4,t,t) = .
W{(t, t), i F<<4A<].
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La constante positive 4 dans la définition (59), fixée pour l'ensemble
des lignes L = C-+P et pour les fonetions @, (f), v =1,2,...,n, est
définie par Iégalité (10). Les inégalités (58) sont du type de Gousséinov
généralisé. Supposons maintenant que l'exposant a dans la fonction
W (t,t,) (cf. introduction) vérifie 1'inégalité o > 4, les extrémités distin-

gudes o, ..., Cr, gont non singuliéres, u < win (hp, hy) et
(60) r(d)etp <1,
ol
2, s A<
(61) r(d) =
1, s <4<l

Nous admettons en outre que
0
(62) l

— TV, gy Uy ey Ugy) | < M < 00

08

Formons maintenant 2n suites infinies de fonections
(63) (pgm)() (P(ZmJ(t)’--wq?(z’:tL)(t)a m=0‘7172"'-

& Paide des relations de récurrence suivantes:

P (1) = F[wl )y ey @8 ( t>]+v—gvm 1
A (7, ¢(7), ..., g (7)1
tgm X0 [ X (0)(r—1) det
X (1) g,(%) .
+5= Ty Y 0P,
(64)
1 Aox, (@)
) = — - o 0 ¢ (1), ..oy @R ()] -
X7 (1) F, [T"pgk)("")y-- 1‘P(’2(T)]
— o 00+ 5 5o | o P e

(7)
[z

dr+X )P, (),
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v=0,1,2,...,m, o0 P,(t) sont des fonstions entiéres arbitrairement
choisies, X (f) et X, (f) désignent les valeurs limites aux points teL
(t #¢,) de la fonetion X,(2) qui est la solution canonique de classe
h(esy .-+, €,) du probléme de Hilbert homogéne, correspondant & la
fonction G, (%).

Nous supposons que les fonctions complexes p{(4),
sont de classe Di(cx,, .-
aux inégalités suiva.ntes:

@), ..., (D),
-3 O,y), sont arbitrairement choisies et satlsfont

D

(65) [ t—el=- 190 < e
o=1
et
(66) W(t, 1)1 (0 — @ ()] < e [t
y=1,2,...,2n, ol g et » sont des nombres positifs fixés arbitrairement

(on suppose que le point #; est situé sur ’arc ic, (sit,{;eP,c, F¢,), et
vérifie l'inégalité |t—e¢,| < [t,—c| 81 ¢, = ¢,.). En g’appuyant sur le
théoréme 1, on peut affirmer que les fonctions (64) sont de classe
DalChyyees ¢x,) et vérifient les inégalités (65), (66), si le module du paramétre
A vérifie la condition de la forme (34).

Pour démontrer la convergence des suites (63), étudions les séries
auxiliaires suivantes:

(67) D) Sipti—g®],
k=0

ol

2 Hp® ) — M7,
k=0

(68)  S[p*—¢M] = max sup[[] 1= ol g0 () — 9 0],

1< tel
v, (1) —, (¢
(69) H[¥] = max max sup [W(A, £, 1) M}
lgrsn v Llel, it"tﬂ

Nous désignons par L, une ligne de l’ensemble L = C+P, et par
W(4,1t,t,) une fonction de la forme

(70)  W(4,1,t)

W, 1), i <AL,

—_ W(t,tl)]t—cal"a" ‘tl—'ca'ieqla) 8i A<, 8 tleé—aaa'; Cq 5 Cgry
W(t, 1) [t— co|™*, sio A<}, 40,0, C=c,,
1, si A<}, @ 4eC.
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D’aprés les relations (64), nous aurons

(1) () — o (1)

=5Y(t){F [, 97 (1), -y ARDI=FL [, o0 - 00} k%x

ey ¢82(1), ooy 981 ()] —F, [7, ¢80 (2), ..., 0l (7)]
X} (2)(v—1)

XY X0 [ a,

L
ol les fonctions X (1), 7,, ¥,(1), ¥ (t), » =1,2,...,2n, sont définies
par les égalités (39), (40) et (41). En posant
(12) 8P = L, WO{FE (1), -y AR O 1= 0, 070 (0), -, o807 (0],
nous obtenons

! oW (7)
= - 8F (¢ a
5 & (0= Y, (0 X (1) (e —1) "

(13) g () — (1)

THHEOREME D’ HADAMARD GENERALISE. Si la fonction véelle f(t, &, n)
des variables réelles & = (Eqy ..y Ean)y N = (M1y o vy Nam)y, —00 < & < 00,
—co < < foo,j =1,2,...,2n,6 de la variable complexe te L (¢ + ¢,),
admet les dérivées Of[08; (B; = &, my § = 1,2,...,2n) qui vérifient les
conditions

of

(74) Bﬁ

(&, & m)— (t, &, 1)

o
oy
an .
<k,[1t—t1|”f+K(‘A, tyt) > (18— &+ In— 1)),
=1

o ky >0, 0 < hy <1 et K(A,1,1,) est définie par Végalité (59), on a

2n

(T18)  f(t, & 1) —Flty £y m) = D (= ENFyt, &, £, m, )+

J=1

2n
+Z(;/1—771)F,,7(t, £ & my M),

F=1

ot les fonctions Fy (8, &, £ )My M) vérifient les inbgalités suivantes:

(16) By ity & &, my D)—Fgy (b, &,y ', 7))

<k li—tM+E 4, 4 1) Z (1= &+ 1~ El+ Iny — il + 17— 7).

=1
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La démonstration est analogue & celle du travail [8].
En tenant compte des formules (72) et (56), nous en concluons que

(17) 60 (0) = F3e (1, &, 7)—FF (1, £, )+ FI) (1, &, ) —FH (5, £, )],
ol q,,(k)_ '+'5’~71 et oV = &4in, j=1,2,...,2n. Dlaprés le

théoreme d’Hadamard généralisé, nous écrivons donec 'égalité (77) sous
la forme:

(18) &) = 2 E—EVFR, & £y 1)+
j=1

n 2n
+ D =) TSI, &, Eymy )i [ D) (E— EVFEE, &, €, 1)+
j=1 j=1

+ Z (777 m)F"m)(t; &, g: Ny ;'-7)] = ‘ng)(t)"*‘ 65’;)(?:)—{—’5[6(1‘)@)—{— gIk\“)]*
=1

H]

Les fonctions
(79) Fi(:?}(t: & &y, ;7) et F,(,:}(t, £, 5,1, ;7)7

(9) = (re), (im); §,» =1, 2, ..., 2n, vérifient, d’aprés le théoréme d’Ha-
damard généralisé, les inégalités suivantes:

(80) |FQ(t, &, &, n, ))—F(ty, &, F, ', 7))

2n
Skp[t—tlF+E(4, ¢, 1) D (1&— &I+ 1&— &+ In—n + m—731)]
d=1

od f; = &, ;. Désignons ¢ (&) = & +i7,, ¢ I(t) = &4y ot étu-
dions les différences o (t)— 6% (f,). En posant A, = éF (¢ )——6(")( 1)
nous aurons

2n 2n
(81) Al=2(5,—sf Nty & 8, )= D (E—E)FD (ty &, 8,7, 7)
= j=1

2 (&— &) — (GNPt &, &, m, )+

n
L (E— ENIER, &, &, ny 1) =P (0, &, &y 0’5 7)1
=1

Dlaprés los inégalités: |&,— &| < g (t)— P (@), 16— &] < lgF 0 (b)—

—gl 1)( )I, 17, — ) < 989 (8) — w‘k)(t)l, lm—ml <l (t)— (k V@), v=
=1,2,...,2n, l'inégalité

(82) W (t, 1) 168" () — ™ ()] < =[t—l",
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m=0,1,2,..., les inégalités (62), (80) et enfin les formules (68), (69),

nous concluons que
(83) H[{9] < 2nM-Hp" —p# U]+ 20B, (4nx+ 1) kp8[p" —ot~17,

o1 1a constante B, est positive et ne dépend que des lignes L, by et u.
Nous obtenons des inégalités analogues pour les fonctions &%, 6
ot 0%, Par conséquent

(84) H[0M] < 8nd-Hp®—p* D14 8nBy (4nx+ 1l S[p0— ¢ 7).

Remarque. Observons que, d’aprés la démonstration du théoréme
 d’Hadamard généralisé, les fonctions Fy,, qui vérifient les inégalités (76),
gont de la forme

(85) T (1, &, )

£,

! ~ ~ ~
f t El: (RS} 51—-1’ 57+S(57_£1)a §i+17 tery fzny :;7]d87
[

(86) Fr]j(t? E! 5: Ny 77)
- of . 3 .
= fﬁﬂ—y— [ty &y Muy covs Micrs Myt 80— 1)y g 41y - ooy Nan]1ds.
3 .

Par suite nous aurons d’apres (62)
(87) vaﬂ,'( ’ 777777)l<M7
(#) = (re), (im); B; = &, 7;. D’aprés I'hypothdse (54) et la définition (68)
nous constatons que
(88) 8[89] < 2nkp@y- 8o —g* 7],
ol @, est définie par 1'égalité (23).

Les fonctions des suites (63) sont de classe Di(c, ..., 0r,); dong,
d’aprés (55) et (72),

D

(89) [ 1t—e.= 182 ()| < 2Go(2nekz + mzBy),
a=1
ol
»
B, = t— c4|%",
(90) 2 = sup Q ft— el

En outre, les fonctions 6 (t) vérifient Vinégalité
(91) Wt 4)] 6 (t)— &% (1)
< 2k(§(BsGokF+2’”GokF"+ 20ky 0By myp Bs) [E—14, /%
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ol
@, (t a,(t)
(92) k; = max (1, max max sup LLI)—(——-!),
o » e, [E—1,*

et les constantes B, By, B sont positives et ne dépendent que des lignes
L=}L,.

Nous en concluons, d’aprés (89) et (91), que les fonctlons 80 (1)
gont de classe Sf)“(ckl, -++3 Cg); Par conséquent, d’aprés le théoréme 1,
[1], [2], elles sont de ela,sse S),(A),,(ckl, -3 O,y OU 7(4) est défini par (61)

En appliquant le théoréme 3, [1], (r(A a > A), & Pintégrale (73),
nous avons

l 7

Sig* -] < '—2' S[6M1+141 DIS (89 + 4| D,H[6™],
(85) 1

Hp*—¢™] < - H[8%]+ 111 D, 8691+ |4 D, H [6¥],
o les constantes Dj, D,, D; et D; ne dépendent que des lignes L. En
posant D; = D;+3}, D, = D;+}%, nous aurons
S[p®*+ — ™7 < |2) D, S[6®]+ |A| D, H 6],
H[g")—®] < 14| Dy S[6™1+ |21 D,H[6%].
En tenant compte des propriétés (84), (88) et (94), nous obtenons
(95)  8[g"V—™] < |2] [2nkpGo Dy +

+8nD, B, (4nx4- 1) kp] S [¢® — ¥ D]+ 14| 8n M D, H [¢® — o*~ 97,

(94)

et
(96)  Hp"—¢®] < |4|[2nksG D5+
+8n.D, By (4nx+ 1) kp] 8 [ — g 0]+ (2| 8n M D, H [ —p* 1],

par conséquent les séries auxiliaires (67) convergent si le module du para- -

meétre 1 est suffisamment petit.
En posant
(97) B = max[20kz G (D:+ D;)+ 8nB kp(dnx+1)(Dy+ D),
8nM(D,+Dy)],
nous avons

(98) S[g" 1 — g1+ H[pt"*M — ] < 12| B{S[p" — ¢~ I]+ H[gW —p* D]},

il en résulte que la condition suffisante de convergence est de la forme

99 P (1 1 )
(99) W <min\z, o )
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ol A* est définie par Dégalité de la forme (33). Par conséquent, les
séries fonctionnel_les

o0
(100) S —e W], v=1,2,..., 2,
im0
convergent uniformément dans tout ensemble fermé L* C L (¢, non L%,
c=1,2,...,p), vers les fonetions limites

(101) @ (1) =lim ¢P(1), »=1,2,...,2m,
Je—o0

qui sont de classe D (e .-, er,)- Ce systéme de fonctions (101) constitue
une solution dum systéme d’équations intégrales singuliéres (7).

Nous montrerons encore que la solution obtenue du systéme (7)
est unique dans la classe D%(ck,, .-, o ), los fonctions P, étant choisies.
Supposons que le systéme d’équations (7) admette une autre solution
Pa(t), Palt)y ..., Pan(t), de classe Di(cryy---y ok,). Nous aurons alors
I'égalité

(102) ¢, (1) —#,(1) = %Yu(t){Fv[t)(pl(t)l oy @ (O] =F, L8, P (1) o Pon(t) ]} +

A
2mi

B[, 91(7)y ooy o (0)]—F,[7, P1(7), ..., Pon(7)] P

+ X7 () (e—1)

T

oo |

z
v=1,2,...,2n, qui est analogue & (71). Il en résulte ’inégalité
(103) Ble—¥]+H [p—¥] < |A| B{S[p—¥]+H[p—¥]}.

Mais nous avons supposé que |A]B << 1, donc on doit avoir ¢,(t) = P, (t),

v=1,2,...,2n, dans lensemble L (¢ = ¢,), et la solution obtenue ost
unique.

En substituant les fonctions (101) dans les seconds membres des
formules (6), on obtient un systéme de fonetions @,(2), Dy(2), ..., Pu(z),
qui est une solution du probléme non linéaire de Hilbert proposé,
dont les valeurs limites &, (1) et & (¢), » =1,2,...,n sont de classe
$ﬁ (le, ceny C}cq).

Les problémes étudiés dans ce travail m'ont été suggérés par
M. W. Pogorzelski; je tiens & lui exprimer mes gincéres remerciements.
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