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Dies bedeutet aber, da o eine belicbige Ebene durch p ist, daB die Be-
rithrungsebenen in den Punkten von & parallel mit p sind, d.h. der von
dicsen Ebenen eingehiillte, mit p parallelo Erze -genden besitzende Zylin-
der beriihrt die Indikatrix in den Punkten der Kurve &. Daher bertihrt
ein beliebiger umschricbener Zylinder die Indikatrix in ciner ebenen Kurve.
Fine Eifliche aber — unsere Indikatrix ist eine Eifliche — die von
jedem umschriebenen Zylinder lings einer ebenen Kurve berihrt wird,
ist nach einem Satz von Blagehke(?) ein Ellipsoid. Damit ist unser Satz
bewiesen.
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Sur l’existence et l'unicité des solutions dun probléeme
de Mlle Z. Szmydt relatif a ’équation de la cerde
vibrante en fonction de la position du point initial

par A, Lasora (Krakéw)

Mlle Z. Szmydt [2] a posé pour I’équation
(1) Ugy = F(B3 Yy thy Usy Uhy)

un probléme aux limites général S, qui consiste & déterminer une solu-
tion de V’équation (1) satisfaisant aux conditions données

uz(w, a(w)) = g(wa u(‘”y a(m))7 uv(w; a(“’))))
4y (B¥),9) = k(5,2 (8®),9), w(8),9)),

L’existence et I'unieité des solutions du probléme S dépendent évi-
der.nment des propriétés des fonctions f, g, %, a, B et de la position du
point Py(x,, ¥,). Dans la présente note nous considérons cette derniére
dépendance.

%(@oy Yo) = Uo-

1. Nous nous bornons — pour simplifier — au probléme $, qui con-
stitue un ecas particulier du probleme 8.

ProBLEME S,. Soient F(z,y), G(z,u), H(y,u), a(z) et p(y) des
fonctions définies et continues pour .
el <4, lyl<B,
et satisfaisant aux conditions
la(@) < B, p)l <4.
Soit encore I7 le rectangle défini par les conditions:
o] <4, |yl <B.

Enfin soient #, un nombre réel quelcongue et Py(zg, ¥,) un point

arbitraire de II.

Cela posé, on cherche une fonction u(x, y) admettant des dérivées
Uy Uy, Ugy, continues dans le rectangle IT et satisfaisant i 1’équation

(3) Uy = F (@, )

Annales Poloniei Mathematiel IX 4

% — quelconque


GUEST


50 A. Lasota

et aux conditions

) Uy, a(@) = G(, ule, a(@)) pour |z| <4,
W uy(B(y),y) = H(y,u(B(¥),9)) pour |y <B,
(5) U(Bgy Yo) = Ug.

2. Nous commencons par Pétude détaillée de 1’équa.tion.
(39 Uy =0
avec les conditions
4" Uz (%, @) = ku(w, a), (b, y) = lu(d,y),

(5% %(Toy Yo) = Uy,
ou a,b,k,l, désignent des constantes telles que

la| <B, [b] <A.

Toute fonetion u(z,y) qui satisfait & 1équation (3') et aux con-
ditions (4') est donnée par la formule

u(@,y) = 0"+ —1).
De la condition (5') on obtient

000 4 0= _ 1) = 4.

Il en résulte que le probléme (3’), (4'), (5') a une et une seule solu-
tion lorsque le point P,(z,, y,) n’appartient pas & la ‘courbe

(6) elc(:c—-b) ‘f‘ el(y—a) =1.
Si
lal <B, PBl<4, WM<E, [I<L
la famille de courbes (6) recouvre tout le plan, sauf l'ensemble M qui

est donné par la condition
%) min ¢~ ¥
lel<4

~ 4 mine=MY > 1.
nl<B

3. Nous démontrerons pourtant le théoréme suivant:

TuBOREME. 8% les fonctions F(z,y), G(w,w), H(y,w), ala) et py)
satisfont qux conditions

(8) la(@) <B, Bly) <4,
o) 6@, %) —6 (@, w)| <E[T—ul,
\H(y, ) —H(y, w)| <Lz—ul,

et 81 le point Py(2y, y,) appartient & M, le probléme S, a une et une seule
solution.

o
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Remarque. Il est aigé de voir que pour de petites valeurs de K
et L I’ensemble M est grand, tandis que pour K et L suffisamment grands
il est vide.

Démonstration. Toute solution de I’équation (3) qui satisfait
4 la condition (5) est donnée par la formule

B z v
w(z,y) = [ [F(s,)dsdi+p(@)+p(y)-+up,

%o Yo

(10)

oll p(x) et p(y) désignent des fonctions arbitraires de classe O* et telles
que

(11) (@) =0, p(y,) = 0.

La condition (4) imposée & la fonction (10) donne pour ¢(x) et w(y)
le systéme d’équations

¢ (2) = & (2, Blo, a@)+¢(@)+v(a(2))) — Elo, a(),

(12)
v (y) = H(y, BEW), 9)+oB@)+v©) B8, 9),

ol

z Y
Bz, y) = [ [F(s, t)dsdt+u,.

%y Po
Pour prouver notre théoréme il suffit donc de démontrer gque le sy-
stéme (12) a exactement une solution @o(®), po(y) de classe O' qui satis-

fait aux conditions initiales (11).

Nous le démontrerons en utilisant la méthode du point invariant de
Banach. Désignons par R l’ensemble de tous les couples {¢(x), y(y)} de

fonctions définies et continues pour

ol <4, |y <B.

Soit |lp, v|| 1a norme du couple de fonctions {@ (@), y(y)} <R, définie
par la formule

(18) lips il = (max "=l 1P max |p(2)] +
<

lel<4
+ (max ¥~ — 1)'F max |y (y)|.
114 wi<B
On constate facilement que R est un espace métrique complet.
Pour tout couple donné de fonctions {p(x),9(y)}<R le systéme
d’équations

7 (2) = (o, Blo, a@)-+p(@)+y(a(@) — Bz, a(@),

(14) .
¥() =Hy, BW), 9)+9B0)+5@)—B(f®),9)
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admet une et une seule solution ¢(x), ¥(y) satisfaisant aux conditions

(15) P(@) =0, P(yo) =0.

On obtient ainsi une transformation 7 de l'ensemble R qui fait corres-
pondre & tout couple de fonctions {p(2), v(y)] appartenant & B un couple
{9(@), p(y)} appartenant & R.

Soient {@; (), v (%)}, {@a(®), va(y)} deux couples de fonctions appar-
tenant & R et {@.(®), 91(y)} et {@a(w), ¥(y)} leurs transformées, c’est-
-a-dire

File) = Gz, Ble, a(@)+5(@)+ vila(@) —Ealo, a(@)),

%) = E(y,BEW), )+ ed)+5:) — B (BW), ),
Pi(@0) = Pi(y0) = 0.
Alors les fonctions

(@) = g1(5)— s (),

w(y) = p(¥)—va(y),

satisfont aux conditions

E
It
S

=
—
&
|
<
N
&

'TJ(.’L‘O) =0,
et, en vertu de (9), aux inégalités
[0 (@)} <K15(w)I+KlIIIaXIW(y)I,

vI<B
@' ()| < L|w(y)|+Lmax|v()].
<4

Donc, en vertu du théoréme bien connu de E. Kamke [1], on a
max |3 (z)| Kle-al _

ma 1)max|w (),

< (maxe
154 wi<B

max | (y)] < (maxe Yo —1)max |v(x)].
wi<B Ii<B <4

Il en résulte que

(a7 15, ] < (max =¥l — 1% (max =0l — 1o, ]|
Inl<B lEls4

Comme le point Py(z,, ¥,) appartient & M, on a

(18) mine™ ¥ | ming~ %! > 1

1sl<4 Inl<B

et, par conséquent,

9) a0l 1)1t P11 < 1,

1§1<4 Inl<B
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Done, en vertu de (16), (17), (18) et du théoréme de Banach il existe un
gseul couple invariant, c’est-h-dire le systéme (12) a une seule solution
20(®), wo(y) qui satisfait aux conditions initiales (11). I g’ensuit que le
probléme S, a une et seulement une solution

)
g(@,y) = [ [F(s,1)dsdt-+qo(@)+vo(y)+ s

%o Yo

Notre théordme se trouve ainsi démontré.
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