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Congruences de droites & connexion projective

par A. 8vEo (Praha)

Dansg ce travail j’étudie les congruences de droites & conmexion pro-
jective arbitraire qui généralisent les congruences de droites plongées
dang Despace projectif & trois dimensions.

1. J’expliquerai d’abord ce que j'entends par congruence de droites
& connection projective:

Soit ¢ un domaine dans l'espace euclidien & deux dimensions H,;
4 chaque point (u, v)ec je fais correspondre un espace projectif & trois
dimensions 8; = S;(u, v) (espace local) et dans celui-ci une droite p =
= p(u,v). Soient maintenant (u,, v,), (us, v,) deux points (qui peuvent
coincider) du domaine o; & chaque are y qui les joint correspond alors
une homographie entre les espaces S;(u;, v,) et Sy(uy, v;). Ici le domaine
o C B, ne joue que le réle d'un ensemble de paramétres et peut étre
remplacé par n’importe quel domaine, pourvu que celui-ci lui soit
homéomorphe.

Analytiquement on peut procéder comme il suit: je choisis dans
chaque espace local 8, un repére, c'est-a-dire quatre points analytiques
A, 4,,A,, A, liés par la condition

(1.1) [Ay, Ay, Ay, 4] =1
de maniére que la droite p passe par A,, 4,. Ensuite je considere les
équations
VA; = wyd; (6,5 =1,...,4),
(1.2) . Wi = (%, v)du-+Dby(u, v)dv,
Wy, 1 gy~ gz wgy = 0,

Soit alors y un arc joignant les deux points (uy,v;), (%z, Va) donné
par les équations paramétriques

(1.3) uw=u(t), v=0(),

w(0) = uy, 0(0) =19, w(l)= g, (1) = v,.
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Soit maintenant pour (3)
Wiy = Py dt;
le systéme (1.2) devient ainsi un systéme d’équations différentielles

(1.4) 'dﬁ‘i‘ =pyd; (6,j=1,...,4).

Soit By, ..., B, la solution de ce systéme pour ¢ = 1, déterminde
par les conditions initiales (di)., = 4;(%q,?;). Alors 1’homographie
KB; = A;(u,, v;) est justement I’homographie en question entre §(u,, v;)
ot Sy (uz, v,).

A chaque courbe dans o C H, on peut faire correspondre une surface
réglée plongée dans S;(u,, v;) et cela d’une maniére évidente: la courbe
y étant donnée par (1.3), la surface réglée est engendrée par la droite
[4,4,],00 A, = 4,(t), A, = A,(f) sont les solutions considérées du systéme
(1.2). Je dis que la courbe y donne une surface réglée &, de la congruence
de droites I. La. surface R, est développable si son développement dans
un des espaces locaux de ses droites est une surface développable. L’¢-
quation différentielle des surfaces réglées développables de la congruence
L est

(1.5) (A4, 4,V AV A,] = 0305~ 04055 = 0.

Je me borne aux congruences non paraboliques, ces congruences étant
décomposables en deux systémes de surfaces développables. Je suppose
- que les surfaces développables sont u = const et v == consgt. Soit une
gurface développable R (u = ¢) de la congruence L et R* son dévelop-
pement dans 'espace local d'une de ses droites p(c,v). La surface R*
est développable et prenons un point de l’aréte de rebroussement (ou le
sommet dans le cas d'un cbne) pour point 4, du repére; le point 4, peut
étre choisi d'une maniére analogue.
De la définition des points 4, et A, on obtient

(1.4) [VuAlz Al’ Az] =0 = [Vquy 4, 4,]
ou
(1.5) by = by = ayy = ayy = 0.

On a

VA, = wnd)+ wpdst o dudy+ a,dud,,
VA, = wyd)+ wydy+byydvds+byydv Ay

(1.6)
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leg points a3 As-+ a4y, byydy-+by A, étant linéairement indépendants,
on peut choisir les repéres locaux de maniére que les équations
) VA, = ond;+ wnd,+dud,,
VA, = wy A+ 0y d,+-dvd,
soient vérifides.

2. Je vais caleuler les variations des formes o; induites par les va-
riations des repéres locaux. Il est évident que je dois me restreindre aux
variations qui conservent les équations (1.7).

Les variations les plus générales des repéres sont

(2.1) (4) = (a)(4),
ot
a, 4, a;; 030 0
- A ay 0y 0 0
22) A={:1] A= (o=
iy 4 O3 Ogg Qgg Oag
4 4 Ug1 O4o Qqg Ogy
avec
(2.3) la] = 1.

On peut écrive les équations (2.1) sous la forme
(2.4) (V4) = (0)(4).
Par un procédé analogue 4 celui d’E. Cartan on obtient
(VA) = (da)(4)+ () (V 4);
de (VA) = (o)(4) j'obtiens (VA) = (a)™((@)(a) — (da))(4) et
(2.5) (@) = (0)7{(@) (@)= (@a).

Maintenant je vais caleuler les variations admissibles (celles qui
congervent (1.7)). De la signification géométrique de la forme des équa-
tions (1.7) résulte que chaque transformation admissible des paramétres
ot des repéres locaux doit étre de la forme

(2.6) : w o= w(®), v=0(D),
A4 = QfIn
Ay = ‘752:
Ay = a!l-‘zl"'}" aaz-zz‘i“ asaga+ a3 Ay,

Ay = ag A+ ap Ayt Ay + aud,,

00 (0lgg gy — Bzgtgs) = 1.
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Des équations (1.7) on obtient

(2.8)

Il

{ ova, = 0wy Ay + (g Ay + g A+ g A,) (mod 4,),
oV 4, QW A+ dv(an A+ ag Ay+ta,d,) (modd,)

de sorte que

_ -1 -1 -1 |
By = 0 owpt 0 apdu, B3 = 0 agdu, @y = @ aydu,

(2.9) {

By = 00 gy 407" ay dv, Bgy = 0 0@V, @y = 0 aydv,
De (2.9;356) j'obtiens
ey =1, ay=ay=0, oo, =1

(ol w' = du/du) et les formules pour la transformation admissible la plus
générale sont

4, = od,,.
T Ay = od,,

Ay = ag A+ ag A+ Q“’_IZM

Ay = agd;+apdytov' ' 4,

(2.10)

o, d’aprés (2.3),
(2.11) 0% = u'v',
De (2.9, ,) résulte
@1y = G1a QU +51,d5 = 97 0 (ay2% AT+ b1y 0" @)+ 07  agy v’ it
@y = Goy QU+ by AT = g0 (@gy 0’ AT+ Dy 0’ AB) + 07 gy v' AT
de sorte que pour (2.6) et (2.10) on a

. -1 -1 PN -1
Gyp = 07 oW Ay+ 07 W tggy  byp = 07 00" byy,

(2.12) {

— -1 = - —
Gy = 007 U Ay, oy = 0070 byy - 070 @y

Congidérons maintenant la transformation des formes wgy, et w,,.
En substituant dans (1.2,,) j’obtiens

agoV A+ 9“,;1?23 = o0’ g, A, (mod 4, 4,, 4,),

any VA, +ov'"'\WA, = ou' P wye A,y (mod 4,, 4,, 4,)
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de sorte que

VA, = (g7 ou' v ™ wy— 07 %' 03,05) A, (mod 4, 4,, Ay),

VA, = (g0 w70 wyg— 0" ay, dB) 4, (mod 4,, 4,, 4,),

Ugg @Ay, @5 = 07" o' 0™ (@ga 8 AT+ Dyy0’ dB) — o7’ 0, 45,

s @0+ by d0 = 0070 70 (@4et' AT+ bygv’ d5) — 00 04y A
et finalement

Ty = @ 0w agy, by = 00'—17""—1”’2”437
(2.13) bay = @7 ot byy—o " 4 g,
Tgg = 007 0 thyg— 070" gy .

De (8.12) et (8.13) on a

(2.14) Il =Dy = g_lou'(am_bu)_g_gg“lu’ Qgg,

yg
By — Ty = 007 0 (Byy— Ghyg) + 20710 ;.

En utilisant les fonctions arbitraires as,, a4, je peux choisir les repéres
de maniére que
(2.18) Uyy = byyy Dy = ayg.

J'éeris:
Uiy = byy = h byy =a =%
(2.16) { 12 34 b 21 43 H
bia = a1y @p = Qyy Az = fa,  bag =
d'accord avec les notations de M. Cech (Transformations développables
des congruences des droites, Cech. mat. #urnal 6 (81) (1956), p. 260-286).
Les équations fondamentales de la congruence L sont
VA, = wy A+ (hdu+ aydv) Ay du A,
VA, = (adutTdv) A, + wy A+ dvd,,
VAg = wg A+ wgp s+ wag dg+ (Bedu—+hdv) A,,
VA, = wydi+ wpdy+ (kdutprdv) A+ w44,

It

La condition (2.15) restreint les transformations admissibles des
repéres (2.10) par les relations

(2.18) Q33 = Ggq = 0
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ce qui donne

l ho=o " ou'h, = oo o'k,
(219) i o = 9_10‘”,‘11: Gy = Qd_lu’az’
| Br= 007 u' 0"y, Fy= o lou"'B,.

3. Dans ce N° je vais établir le degré de généralité des congruences de
droites & commexion projective. Je distinguerai plusieurs cas, dont la signi-
fication géométrique deviendra claire dans la suite. Je me borne aux
congruences pour lesquelles

(3.1) ¢ a0, 8, 5 0.
Type 1. Il comprend les congruences pour lesquelles
(3.2) W 0.

Pour particulariser les repéres locaux j'utilise les fonctions auxiliaires
@, 0, gy, 045. Je demande que le repére soit choisi de sorte que

(3.3) h=Fk=1.

Les transformations des repéres admissibles sont limitées par les condi-

tions nouvelles
(3.4) o tou = go7 = 1.

De (3.4) on a w'v' = 1, de (2.11) résulte go = ¢ = 41. De (3.4,) j’obtiens
o™ =1 ou ' = eg* Comme u' = f(@), v = g(v), ' et o doivent
étre constantes de sorte que o et ¢ le sont également. On peut écrire
(3.5) g=¢, o=sc", W =e?, ¥ =sec"', &= 41, 0z c¢=oconst.
Les équations (2.19,,) deviennent

(3.6) gy =c¢tay, G =cda, fi=c by, fi=dip

et les transformations admissibles des parametres et des repéres locanx
sont

(3.7) w = e® W0y, V=T 06 (¢, ¢y = const)
et (ay = a, a5 =)
(3.8) A, =cd,, 4d,=e"'d,, Ay, =ad,+ec"'d,, A,=Dbd,+cd,.

Je vais caleuler les variations des formes ws,, w,, pour (3.7) et (3.8).
De (1.2) on a
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oVd, =" w,d, (modd,, 4,, 4,),
ec™'VA, = cwy, A, (mod 4, 4,, 4,),
VA 42" VA, = (s¢7 wgp+ bewgy) 4y (mod Ay, 4y, 4,),
bV A, + eV A, = (owy+aw) A, (mod Ay, 4y, 4,),

ce qui donne

(3.9) { Bgy = Wypt 8CDwy,— Ay,
By = 04+ 6 a0y — ECbwyy
ot
Gy = &C* gy c®Byb— eca,
(3.10) bss = &0 bgyt 0 b—e0 0y,
Gy = eC*ag+eca—ctayh,
by = &6 by ec” pa—c b,
d’on
(3.11) { l?”—i_ziﬂ = 80%(@as+ @gy) + (B2 — as) ¢°D,
Bagtbay = 67 (bag+ bay)+ (Bi— ) ec%a.

De (3.6) il s’ensuit que les relations a, = f, et a; = B, ont une signi-
fication géométrique; il y a lien de distinguer les cas suivants:
Type Ia. On a

(3.12) ay # fr, ay 7 Pay

jlutilise les fonections auxiliaires a, b et je choisis le repére de maniére
que

(3.13) Ggpt Gy = bgy+byy = 0
ce qui donne '

(3.14) a="b=0,

et les transformations admissibles sont

(38.15) A, =e¢d,, A,=ec"d,, A,=e"'d,, A,=cdy

elley dépendent d'une constante et de . Dans les équations (2.17) on peut
choigir arbitrairement les fonetions

ayy Qay Brs Pay Ba1y Gaay Basy byay Dazy Dagy Bs1y Dary Bany Dany Basy Daaj

les congruences du type la dépendent de seize fonctions de deux variables.
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Type Ib. On a
(8.16) o Ffy @ =4p
(ou ay = By, oy # fa). De (3.11,) il s'ensuit que I’on peut choisir
(3.17) byg+byy = 0,
ce qui donne
(3.18) a=0.

De (3.10,,) j'obtiens, d’aprés (3.16) et (3.18),
(3.19) Tgp— gy = EC2(Qgg— Wyy)-+ 20 0pb
et 'on peut choisir
(3.20) Ggg— gy =0,
ce qui donne
(3.21) b=0

On voit que les congruences du type Ib dépendent de quinze fonctions
de deux variables.

Type Te. On a
(3.22) ay = Pr, g =fy.

A laide de la fonetion a j'obtiens

(3.23) g =0,
d’ou
(3.24) o = ec?fByb.

Les équations (3.10,,) donnent

Dyp = 66 bgy+ 07 (1~ a,a5) b,
(3.25) Gqy == 8020y,
Dyy == 862 by + ¢ (003 —1)b.
Dang le cas on
(3.26) ajay 71
on peut choisir le repére de sorte qu’on ait

(3.217) bys = 0,
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ce qui domne
(3.28) a=0b=0.

De 14 résulte que les congruences du type Ic, pour lesquelles aya; # 1,
dépendent de quatorze fonctions de deux variables.

Les exemples traités ci-dessus montrent sans doute suffisamment le
procédé & guivre pour établir le degré de généralité; c’est pourquoi je ne
le ferai pas pour tous les cas possibles.

4. Pour point de départ des considérations suivantes je prends
les équations (2.17) et (2.19). J'introduis la notion de congruence corrélative
& la congruence de droites & comnexion projective L; je appelle dualisation
L*. Je consideére tout espace S, figurant dans la définition de la congruence
de droites & connexion projective, comme un espace corrélatif Xy, ol la
droite 7 est déterminée par le faisceau de plans dont l'axe est la droite
pefl; de la congruence L; I’homographie qui existe entre deux espaces
Z,, correspondant i une certaine courbe y, est la méme que celle qui
existe entre les espaces corrélatifs corregpondants S,.

Si j'introduis, comme d’habitude, les plans analytiques

lEl = [d,4;4,], By, = —[4,4,4,],

(4.1)
By = [AlAZA-4]’ E4 _[AIAZAG]

It

on a pour la dualisation formée par les droites m(u, v) = [E;B,] les équa-
tions fondamentales

VE, = — wyy By~ (kdu+ p,dv) B, —du B,

VE, = — B+ hdv) By— wy By— dv By,

VB, = — wp—0nBy— 0y By — (asdu+ ko) By,
VE, = — wyBy— 04 By— (hdu+ ay @) By — 05, By

It

Les foyers 4,, 4, de la congruence L engendrent deux wariétés de
Koénig, on voit facilement que les foyers de la dualisation L* sont By, B,.
Dans la transformation L — L* les surfaces développables se correspon-
dent; nous Dappellerons transformation (ow correspondance) développable.

J'oriente la congruence I en prenant pour premier resp. second foyer
A, resp. A, de sorte que I, resp. F, est le premier resp. second foyer
de la dualisation L*. J’ai choisi les notations de maniére qu'un change-
ment d’orientation soit exprimé analytiquement par la substitution

w3) (AlAzAa A B, B, By By dudv ay ag B ﬂzhk)

Ay A, Ay Ay By By By By dv du oy oy By Br ke b
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et la dualité par la substitution
(A]L A, A; A, BB, B By, du dvayayfByfah k)

4.4
(4-4) BB, B, By Ay Ay A, Ay —du —dv By faay ay b b

Je vais trouver, par exemple, les équations des courbes asymplotiques
de toutes les surfaces focales. Les asymptotiques de la surface (4,) sont

(A,4,4,V24,) =0
ce qui donne

(4.5) Badu? - 2hdudv -+ aydv? = 0.

La substitution (4.3) conduit & 1'équation des asymptotiques de la
surface (4,)

(4.6) agdul+ 2kdudv -+ fydvt = 0,

les asymptotiques de la surface (,) resp. (#,) sont (4.6) resp. (4.5). On a:

La premiére (seconde) surface focale de la congruence L et la seconde
(premitre) surface focale de la dualisation L* sont en correspondance asym-
plotique. Pour gue les tangentes de la premiére resp. de la seconde surface
focale soient harmoniquement conjuguées par rapport auw cowrbes du = 0
et dv = 0 il faut et @ suffit que Von ait

@1 h=0 k=0.

5. Je vais étudier les invariants différentiels les plus gimples d’une
congruence de droites & connexion projective; je vérifie 'invariance de
la forme des équations (2.19). Les invariants fondamentaux sont les for-
mes élémentaires

resp.

hdu kdv
5.1 [ — e 7
(8.1) ty alh)’ 3 adu’

Todu hdv
5.2 = by == e,
e2 "Tha " R

11 est facile d’en trouver la signification géométrique. Il est possible
@’introduire dans la congruence I quatre couches de surfaces réglées
Ay =0 (4,j = 1,2) de manitre que la couche Ay =0 découpe sur la
i-éme surface focale les polaires de la couche w; = 0 (w, = du, w, = dv)
par rapport aux asymptotiques. Les équations des couches sont

Ay = hdu+ o do = 0,
Ay = kdu—+B,dv = 0,

Ay == fodu+hdo = 0,

(8.3)
Aoy = aydu-+kdv = 0.

icm
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Soit une couche A arbitraire (du = y;w, dv = y,0), alors les birap-
ports D;; des couches du = 0, dv = 0, A et A; = 0 sont

k]

(5.4) Dy=1%, Dp=i"" Dy=1i, Dyp=ij'

Jappelle formes ponctuelles (planaires) de premiére (seconde) espéce
les formes i, (iy).
Les invariants scalaires de la congruence L sont Dinvariant de Wlsch

0y Og
(5:5) = B182
et les invariants de torsion de premiére et de seconde espéce
h? k2
(5.6) I, = PR I, = PR

La signification géométrique de l'invariant de Wilseh est la méme
que celle d'une congruence plongée dans I'espace projectif plan. La signi-
fication des invariants (5.6) est donnée par les formules

(5.7) I =iy, I, =4,4.
Dans le cas ol hl % 0, on a
ok ok
1 g
I= .
(5.8) i

Les formes invariantes les plus importantes de la congruence L
gont la forme ponctuelle et la forme planaire

(5.9) ¢* = Bufadudo

@ = aya.dudv,
ot les formes focales de premiére et de seconde espéce

du®
dv ’

v
(5.10) F, = 0‘1/31%: Fy = ayps

liées par les relations

(5.11) = Ip*.

pp* = I, T,
Le sens géométrique de ces formes est le méme que pour les congruen-

ces dans l'espace projectif plan. . _
Enfin je vais trouver deux autres formes invariantes dg ia congruence
L qui sont trés importantes pour étude de la déformation projective.
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Mon point de départ sont les équations fondamentales (2.17), les transfor-
mations des repéres locaux étant (2.10)-(2.18). Si j’écris

(5.12) Ugy =@, Ug =D,

j'aurai, en substituant dans (2.17)
deA,+ oV A, = (w04 adu) 4, (mod 4,, 4,, 4,),
dod,+ oV A, = (wy o+ bdv) 4, (mod 4,, 4,, 4,),
aV A+ d(ow ™) dy+ ou TV Ay = wgew TN A, (mod Ay, A,, A,),
d’ot
00"+ b1y = gbyy?’,
Oyt + 0T gy = Gligy ',
0ot 70 - U T Bgy = o Tlhyyt,
Ou 'V T o T By = o' g
et ﬁna.lem;ant

by = 0'by—(10g0), V', Ty = ' @y — (log o), u',

(5'13) 7 ' ’ - ’ '
bag = v'byy—(10g0)y";, Ty = % agy— (logo)yu

et

(5.14) 511“1733 =0 (byy—Das)y - Tya— gy = W (Bgy—dyy),

d’oll résulte Vinvariance des formes

(5.15) Yi= (Gay— Gg) AU,  py = (by— byy)dlv.

La signification géométrique directe de ces formes est inconnue.

6. Je vais traiter un autre objet de mes recherches ¢'est-i-dire Pétude
des transformations développables des congruences de droites & connemion
projective. Soit une congruence L dont les repéres locaux sont gpéoialisés
de sorte que les équations (2.17) soient vérifides; soit une autre CONZruence
L7 dont les repéres sont spéeialises d’une manidre analogue. Toutes
les expressions associées & la congruence L sont désignées par un
astérisque. Entre ley deux congruences je suppose donnée une correspon-
dance. développable (elle transforme donec chaque surface développable

icm°
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de la congruence I en une surface développable de la congruence L7).
Il est possible de définir une telle correspondance par les équations

(6.1) w=u, »°=0.

Les congruences L et L éant en correspondance développable, leurs
dualisations le sont également. .
Je vais déterminer I"homographie tangente de la correspondance L — L
cette homographie K détant définie par les relations
(6.2) K[ATAT] = [4,4,], KV[ATA])=V[4,4,]+0[4,4,]
de sorte qu'elle réalise pour chaque couple de droites correspondantes

un contaet analytique des congruences L et L”. Les foyers se correspon-
dent mutuellement et, ’homographie tangente a la forme

KAT = ody,
KEAS = 070 4y,
(6.3) )
KAS = 04,4 65345+ 0p3ds+ Caudy,
KA = ey Ay+ cag Ao+ Ciadst+ iy,
(6.4) 0 # 0,  Cy3044—0CsyCsz =1
et on a
(6.5) K[ATA7] = [4,4,].
De

(6.6)  V[Aid,] = (wy+ o) [414,]—duldo 4]+ do[4,44]

ot d’une équation analogue pour V [ATA7], jobtiens, en substituant dans

(6.2y), |

(6.7)  KVIATAT] = VA dp]-+ (Tt w0t 07 Cay - 0e g dd) (A1 4]
Comme dans la suite, j'éeris

(6.8) Ty = Wfj— Wy

De (6.7) jobtiens finalement

Caq = el

(6.9) Gy = Cg3 =0, Cg3 = 0y
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L'homographie K entre les espaces locaux corrélatifs est

KES = 7' B,,
(6.10) l KB = oB,,
l e 9«2031103_041104"’“ Q‘IEU
KB = — 05 H3— o*cpp By~ B,

de sorte qu'elle est tangente & la correspondance L* — L™ entre les
dualisations. '

7. Des équations (5.3), (2.17) et (4.2) on voit facilement que la droite

[4,4;] est tangente & la couche A, = 0 de la surface (4,),
[AaA4] ” Azz =0 ’” (‘Az);
[EsEl] %) Azl =0 tH (Es);
) [E4E2] . ” A12 =0 i} (Hy)
ce qui caractérise les droites considérées.
L'équation
(7.1) Cyp =0 TeSp. ¢uy =0

caractérise les homographies tangentes qui transforment la tangente [ 4, 4,]
resp. [A,4,] Tassociée & la congruence I en la tangente analogue de la
congruence L%; le lecteur trouvera facilement la signification corrélative
t‘les équations (7.1). J’appelle une homographie (6.3) ou (6.10), satisfaisant
& (7.1;) resp. (7..12), demi-canonique de premiére resp. de seconde espéce;
une Illomogra,phle satisfaisant & (7.1) est appelée demi-canonique. Les’
équations de I’homographie demi-canonique s'écrivent sous la forme
KAT = o4y,

KA = Q—]Az’

KA = 05y 44+ 04,,

KA7 = 0 dy+ 07 4y

cette homographie conduit aux équations suivantes

(7.2) ‘

(78)  EVA] = oV A+ (0vy1+ @) Ay -+ (0~ W — ghdn-+
. ool — Qaldv)-t‘j-aa
(T4)  EVAT = 7'V Ayt (07" 13+ 4y @) Ay + (00— 07 gt -

(18) EKVE] = o7} VEy+ (0% gy du— g"lraﬂ)Es»l— (0™ kb — ok®du -

+ 07 Bs— oftdv) By,
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(7.6) KV = oVE+ (0*0dv— 0vi) Byt (0fy— 0 fydu+
+ oh— o ' WP dv) EB,.

Dang la suite je vais définir quelques notions importantes. Soient
deux congruences L, L” en correspondance (qui ne doit pas étre dévelop-
pable). Dans chaque espace local de la congruence L choisissons (ou
déterminons d’une certaine maniére) un point 4 et dans l’espace local
de la droite correspondante choisissons d’une maniére analogue un point
A® Je suppose l'existence d'un systéme d’homographies K entre les
aspaces locaux des droites correspondantes, telles que les équations
(7.7) KA®™ = ud, EKVA® = uVA+(-)A+B
ajent lieu. Je peux introduire un opérateur qui associe & chaque tangente
[AVA] de la surface de Konig (4) la droite [4, B]:
(7.8) M4, VAl =4, B].

Je suppose que la correspondance p — A{p} est la correspondance
entre les droites géométriques telle que A{op} = A{p} ol p est une tangente
ot o un facteur arbitraire. J’appelle la droite (7.8) droite K-lindarisante
de la tangente [4, V.A]; si les points 4, B coincident j’appelle Pexpression
[4, B] droite incertaine. L'opérateur A g'appelle transformation K-lindari-
samie.

La siguification géoméirique de la tramsformation linéarisante est la
suivante: Soit o, ¢® un couple d’espaces locaux se correspondant des

[

congruences L et L7, soit Ayco ot Afeco”. Soit K I’homographie du systéme
0 0- 0
des homographies considérées K = K(u,v) telle que K«OT’” =a. Soit y
[
une courbe arbitraire de la variété de Konig (4) passant par le point (ﬁt)’

et soit »® la courbe correspondante de la variété (4%), la tangente
4 la courbe y (vesp. ¥°) au point A (resp. 11"") soit ¢ (resp. 17).
0

Les cas suivants sont possibles:
1. A{t) est une droite certaine et différente de ¢; dans ce cas les pro-
jeotions des courbes y et Ky” par rapport & un point arbitraire (% 404) de
0

la droite A{t} ont un contact analytique d’ordre 1 (les courbes y eb In{y”

n'ayant pas de contact géométrique d’ordre 1);
2. A{t} coincide avee ¢; les courbes y et 10(7”” ont au point 4 un contact
0

géométrique d'ordre 1 et il n'existe pas de point O <o tel que les projections
0
des courbes y et K" par rapport & ee point aient un contact analytique
0

d’ordre 1.
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3. {1} est une droite incertaine; les courbes y et Ky® ont au point 4
0 0

un contact analytique d’ordre 1.

Compte tenu des équations (7.3)-(7.6) je peux introduire quatre
transformations linéarisantes dont les opérateurs seront démgnés par
Ay Asy AT, Ay, La congruence L (et, de méme, la dualisation L*) est dé-
composée en deux couches de surfaces développables d’équation dudv = 0
ce qui donne sur chaque surface focale (4,), (4,), (B,), (B,) un résean
dudv = 0. Les tangentes d’une couche de ce résean sont les droites de
la congruence (peL et p*eL*); cette couche s’appelle couche principale.
La seconde couche g appelle secondaire et ses tangentes anx surfaces (4,),
(da), (Bs), (H,) sont t,,1,, 8, 7. On a done

[ 1y = [Au hA,+ 4,],
\ & = (B, kB, + 1],

by = [dy, bdy-4,],

7.9
9 ty = [By, L+ B,].

Dlaprés (6.3)-(6.6) j'obtiens

(1.10) hip) = —ew)p, i} = (¢ —oh)p,
(7.11) A {p} = eaﬁ—e'laa)ﬁ, dalte) = (k" — o7 R)p,

(7.12) WPt = (07 B— oD, M{B} = (o7 k— ok")p¥,
(718)  A{p") = (eﬁz—a)"lﬁ?)p*, AR} = (eh— o W%)p".

11 gensuit des équations précédentes que les transformations lindéari-
santes dépendent seulement du choix de I’homographie (6, 31,5) entre les
droites p*eL* et p™ L™ resp. du choix de homographie (7 y212) entre
les droites peL et p®<L” des dualisations, mais etles ne dépendent paﬁ;
de ¢y, eb ¢4,. Soit 2 un des opérateurs 4;, 7 et ¢t une des droites p, p*, #;, 1}
(i =1,2), si j’ai choisi ¢ de sorte que A{t} = 0 jo dis, powr abréger, que
t est A(p)-principale ou A-principale.

Ilest possible d'introduire une autre forme invaviante de la congru-
ence L

(7.14) T == iyiyg = i ia " = hkdudn,

que j'appelle forme torsale. De deux congruences en correspondance (é-
veloppable (6.1) dont les formes ponctuelles ou planaires ou focales do
premicre resp. cle seconde espdee sont égales, jo dis qu’elles sont en défor-
mation ponctuelle on planaire ou focale de premitre resp. de seconde espéce.
Dans le cas de 'égalité des formes (5.1,) je dis quil y a déformation ponc-

tuelle de premicre espéce ot il en est de méme pour les autres formes (5.1,),
- (6.2).
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Les résultats prineipanx de ce N° gont contenus dans la table suivante
ou lon trouvera & gauche le nom de la déformation et 3 droite la condi-
tion suffisante et nécessaire pour que les congruences soient en déforma-
tion correspondante. Cette condition est exprimée par l'existence d’une
homographie tangente demi-canonique (ou bien l’existence d’une fonction
o) telle que la condition citée soit satisfaite:

p est 4;- et Ay-principale,

p* est A7- et Ay-prinecipale,

p est A-principale et p* est
2y -principale,

p est Ayprincipale et p*  est
A3 -principale,

P ot t; sont A,-principales ou bien

p est A-principale et 5 est A3-

principale

. déformation ponctuelle
. déformation planaire
. déf. focale de 1™ espice

W o =

e

. déf. focale de 29° espleo

h. déf. ponctuelle de 1™ espéce

6-8. déf. ponctuelle de 29° espice et déf. planaires de 1™ ot 2% espiee:
la condition est la méme que dans le cas 5;

9. déformation torsale t, est A,-principale et t, est A,-
principale ow
t, est 1,-principale et ty est A}-
principale ou
13 est Ji-principale et t, est 1,-
principale ou
ty est Jj-principale et ¢ est
A}-prinecipale.

Je m’occuperai par ex. de la premiére proposition: La condition né-
cessaire et suffisante pour que les congruences L et L* soient en déforma-
tion ponctuelle est ’existence (pour chaque couple de droites correspon-
dantes) ’une homographie demi-canonique pour laquelle p soit i~ et
Ay-prineipale. La condition pour I'existence d'une homographie demi-
canonique aux propriétés considérées est lexistence d'un g tel que

(7.15) e7ef = gu, ay =07 .

La condition nécessaire et suffisante pour L'existence de ce o est
o of = 0,0, ou bien 1’égalité des formes ponctuelles ou enfin la déforma-
tion ponctuelle des congruences.

On peut introduive d’autres types de correspondances entre les
congruences L et L*. Le faiscean composé du réseau des courbes asympto-
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tiques (4.5) et du réseau dudv = 0 contient le réseaun apolaire au résean
dudv = 0 dont Iéquation est

(7.16) Badu® + o, dv* = 0;
on peut, de méme, trouver le résean

(7.17) agdul -+ B dv* = 0.

Deux congruences pour lesquelles les courbes (7.16) et (7.16) (resp.

(7.17) et (7.17)), se correspondent sont en déformation quasi-asymptotique
de premiére (resp. de seconde) espéce. On peut continuer la table:

10. déf. quasi-asymptotique de 1% p est A-principale et p* est 13-

espéce prineipale,
11. déf. quasi-agymptotique de 2% | p est A,-principale et p* est 1}-
espéce prineipale.

Les congruences L et L” sont en déformation asymptotique de premidre
resp. de seconde espéce i les courbes asymptotiques des premiéres resp.
secondes surfaces focales se correspondent.

12. déf. asymptotique de 1° espdce | p et ¢ sont A -principales et p*-
est Js-prineipale ou bien

p est Aj-principale et p* et th
sont Jy-principales,

p et t, sont A,-principales et p*
est Af-principale ou bien

p est A,-principale et p* et
sont A}-principales.

13. déf. asymptotique de 2 espice

8. Enfin je vais étudier 'objet le plus important de mes recherches —
la déformation projective &ordre deux des congruences de droites & connexion
projective. I1 n’est pas nécessaire de parler de la notion de déformation
projective, cette notion étant la méme que pour les congruences plon-
gées dans des espaces plans.

Soient done deux congruences L et L* en correspondance (6.1) dont
les équations fondamentales sont (2.1) et (2.1). Em supposant que les
congruences considérées sont en déformation projective d’ovdre deux,
on a les équations (6.5), (6.7) et
(8.1) KVI[ATAS] = VP[A;4,]+ 2 (v Tay-F 07" oy At

+ 004, d0) V [ Ay Ay ]+ ()[4, 4,]

pour homographie tangente (6.3)--(6.9).
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On a

I Vided;] = —wy[4,4,]+ Wy [A; Ag]+ (@aa+ was) [A, 4,1+

(8.2) Fwga[As 4 ]—dv[4;4,],

l VId14,} = wio[4; 4,14 0i[4; 4]+ (0 + W) [4:4,]+
[ 4,]+duld,4,]

de sorte qu’en tenant compte de (6.6) il vient

(8.3) V2[4, 4,] = ()[4, 4,)+ (810" — 0y d0’) [A; 4]+ (0 d0* —

— Bo®) [A, A, ]+ (F 0+ A 20y + wpy+ wy) [ A, 4,]—
— (@ AU,y + 2095 + w35) [A3 A5+
+2dudv[AzA4,)

et une équation analogue pour V:[ASA4%].

Pour deux congruences arbitraires (qui ne sont pas nécessairement
en déformation projective) on a pour I’homographie (6.3)-(6.9) 1’équa-
tion suivante:

(8.4) KV [ATAT] = V*[A 1 A)+2(T11+ Taet 0 05y QU+ 0040 d0) P[4, 4, ]+
+ ()[4 4]+ Dys[A1 A+ Poa[A5 4,1+ Py [Ar A1+ Dos[ Ay 44]
olt
(8.5) l Dy = (ay— ¢"of) du’ — 2¢,, dudo+ (Qzﬁf—_ B,
By, = (By— 0 *B3) A0’ 4207 eppdudr + (0 o — a,) v’

Dy = Uy — B3y — gy + too) Audv 4 (b5 — b3 — gyt Doy — 20045) a’,

8.6

(80 l Doy = (207 0y — a5+ a3+ Qg — tyy) QU” — (U5 — b5, — bas + byy) dudo.
Les équations (8.4)-(8.6) joueront un rdéle important dans la suite.

Si les congruences L et L® sont en déformation projective, les fonctions

Cq1y Gz, Cagy Cay ©Xistent, de sorte que

(8.7) Py = Py = Dy = Py = 0.

On a nécessairement; '

(7.1)

0a = Cgp = 0,

(8.8) 20y = 0(G33— 11— Byt 011), 204 = 0 (U5 — D5y — bya+ byy)
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ot l'on doit avoir
(8.9) = o "df,
(8.10)
On démontre sans peine le
THEORBME. La condition nécessaive et suffisante pour que les congruen-
ces L et I soient en déformation projective d’ordre deus est qu’elles soient
en méme temps en déformations
1) ponctuelle,
2) planaire,
3) focale de 1™ espéce,
4) focale de 2% espéoe,
B) quasi-asymptotique de 1° espéce,
)
)
8)

By = 925010’ Bo = Qagﬂfy
b;"&-bfl = baa“bn-

o
Gy == Q g,

@ €X
gy — (yg == Bgq— ooy

6) quasi-asymplotique de 2°° espéoe,
7) définie par Végalité des formes vy, (5.15,),
définie par Végalité des formes w, (5.15,).

Les déformations 1)-6) ne sont pas indépendantes: st les congruences
sont en trois denire elles, elles le sont en méme temps en toutes les six.

Ce théoréme prégente une grande analogie avee celui de la théorie
des econgruences plongées dans les espaces plans, mais les conditions 7)
ot 8) sont nouvelles.

La signification géométrique des déformations 7) ot 8) est encore
inconnue, mais elle sera mise au point au N°12. Il est intéressant que
les expressions h, k ne jouent aucun réle dans les conditions trouvées.

Les congruences L et L° étant en déformation projective, 1’homo-

graphie réalisant cette déformation est, d’aprés (6.3), (6.9), (7.1) et (8.8)
KAT = o4,
K45 = o7 4,,

(8.11) R . .
KAY = }o(ag;— al— @y ay;) A, 4 04,

K47 = %in (bl — baa— Daa+ Dap) Ay QﬁlAzx-
Les parametres u, v restant fixes, on peut faire varier les repéres lo-

caux de la congruence L en utilisant les équations (2.10)--(2.18), ol
w' =o' = 1. Jéeris u au lieu de o. Hn substituant dans (8.11), j’obtiens

KAT = oud,,
KAS = o7 'od,,

(8.12)

KAY = 9(%/4“33 — gy — O, + g1+ agy) A+ op Ay,
KA = Q—l(%ﬂbm— by — b3y “|‘bzz+ aaz)A—z+ 9"1 UZA'
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Par un choix convenable:

-1
= o =
(©.13) iu e o ] ]
gy = 3o (05— Gga— 0Ty 4a1),  agp = ko (bl — by — bra+ Do)
j'obtiens Ihomographie (8.12) sous la forme )
8.14) KA? =4, KA4% =4, KAL=4, KA5=A4,.

De 1 résulte la proposition suivante:

Les congruences de droites L et L7 étant en déformation projective d'ordre
deux on peut particulariser les repéres locaux des congruences de sorte que
Phomographie réalisant cette déformation adt la forme

(8.15) KAT=A,, KAi=4, KAZI=A4, KA;=A4,.
Par suite on a nécessairement
(8.16) e=1, A5 — 05y = Ggg— gy, 05— bY = byy—by

et les équations (8.10) et (8.9).

9. J'étudierai maintenant les déformations ponctuelle et planaire
des congruences; en commengant par la déformation ponctuelle. Soient
deux congruences L et L” en correspondance développable, non nécessaire-
ment en déformation projective. Btendons la correspondance donmée
entre I et I® & une correspondance ponctuelle T de sorte qu’entre chaque
couple de droites correspondantes peL, p”eL® soit réalisée une ho-
mographie qui fasse correspondre aux foyers de p ceux de 9. Une telle
extension est donnée par les égalités:

(9.1) TAT = gd,, TA;=0"4,.

Je vais étudier les congruences en correspondance développable pour
lesquelles il existe une extension ponctuelle 7' de la correspondance donnée
telle que pour chaque couple de droites correspondantes on puisse trouver
une homographie H entre les espaces locaux des droites considérées pour
laquelle les conditions suivantes soient remplies: si 2, AT+ a2, AT est une
courbe arbitraire y dans la congruence L, T'y la courbe correspondante
@ 04,+ 2,07 A, et 51 A ey, on peut développer la courbe y dans I'espace
local de la congruence L* qui contient 4 sur la courbe 'y, la courbe T'y
étant développée sur la courbe y,. Les courbes H'y et ¥, ont un contact
analytique d’ordre 1.

L’expression analytique des conditions énoncées est la suivante:
les équations

H(z AT+ 2, 4%) = w04, 2007 4y,

(9.2)
HV (0, A5+ 2, 47) = V(m1@A1+w29_1A2)+@(w19A1+w29—1A2)
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ont lieu pour chaque w,, #,, du, dv. L’homographie H a nécessairement la

forme
HAT = o4,

HA; = Q—I-Az:
HA: = ISsIAH‘ ﬂszAz‘f'ﬂaaAa‘)‘ﬂuAm

HA': = 541A1+542Az'1" ﬁ«mAs"{” /3441‘14-
En substituant dans (9.2) on obtient

(9.3)

deoy 0 A1+ dwy 07" Ayt 1y 050 A+ wy 0fy 07 Ay By QU By Ay + Bagd a--
+ Bas A+ Basds) +
4 25007 9A1—|—mzwz;ze—iliﬁ‘wad”(ﬂn1f11+/34242+ Baa A s+ Baady)
= dpyod,+ o do A+ doyo™ 4, — 0, Q—ZdQAm'l' By 0(0y Ay w0y 4.+
+ dudy)+ 307 (0 Ar+ wg9. 45+ Av4,)+- On, 04, + O, 07 4,
. En comparant les coefficients de x4, (1 =1,2; a=1,2,3,4)
je trouve
001+ B du = do+ .QC“u“'\‘ 0,
o7 o+ B du= gw,y,
Baadu = odu,
Bsadu = 0,
gwn+ fudv = 0—1(021’
o why+ Biadv= —o~* do+ 07 wag+ Q'ngr
/343d'0 =0,
Baadv = o dw.

Enfin (en posant @ = 6,du - @,dv) j'obtiens
0y + By = Out 0011+ 00y, bl = g+ by + 00,

e = ol o1ak = o,
By = ¢,
By =0,
(9.5) 0dy = 0™ ok + By = 0k,
el an = — 070t 0 g+ 070y,
Q—lbfz,_‘- Ba = — Q—-z oot Q...lb”'_‘_" Q'J@‘u
Bu = 0,

B = 0. !
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence d’homo-
graphies H (9.3) satistaisant & (9.2) sont (9.8). Des équations (9.5,,) j'ob-
tiens oo = a,a, (ou ¢° = @) de sorte que L et L doivent é&tre en défor-
mation ponctuelle. Si L et I” sont en déformation ponctuelle je détermine
o d'une des équations (9.5,) ou (9.5,) et je détermine: 0, de (9.5,), O, de
(9.55), Bsy de (9.B), Bee de (9.55), Bss de (9.5;), Bas de (9.55), B de (9.5,),
Bap de (9.5), B A6 (9.511) et Byy de (9.5,5); 'homographie H est déterminée
univoquement, je dis qu’elle réalise une déformation ponctuelle des con-
gruences L et L”. Dans ce qui précéde jai donné une autre interprétation
géométrique de la déformation ponctuelle.

Supposons que les deux congruences I et L soient en déformation
projective d’ordre 2 et que I’homographie qui réalise cette déformation
soit (8.15). L et L” sont nécessairement en déformation ponctuelle; je vais
calenler Phomographie réalisant cette déformation. Je prends pour point
de départ les équations (8.16), (8.9) et (8.10); en substitnant dans (9.5)
j'obtiens

%y + B = a,,+ 6, bh = by + 0,
hm“|’ﬁaa =k, Bas =1, B = 0,
kw'i‘ﬁn =k, Bas =0, ﬁ44=13

gy = Ggp+ 01,y b3+ Baz = baot Oy

(9.6) ‘

T’homographie (9.3) est done

HAY = 4,,
(9.7) BAG = 4y,
HAS = ﬁ31A1+(h—-—hI')A2+A3,
HA: = (k‘kz)Ar"ﬂmAz"*'A‘t
ol
(9.8) Bar = by — Gge— 1) + @y, B = bag— by — b3+ by

On peut étendre tous ces résultats an cas corrélatif. Il est nécessaire
de compléter la substitution (4.4):

W1y Way Gy Du Gey Dy Wgg W44
ete],

—y; —Wp

(9.9) (

—wgy —@a Ogy bgz Gas Dae

ce qui résulte des équations (2.17) et (4.2).
Si les congruences L et L” sont en déformation projective, on a pour
une spéeialisation eonvenable (8.16), (8.9) et (8.10). Les dualisations r*
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et L™ sont aussi en déformation projective et 1’homographie réalisant
cette déformation est

(910) KE:E=DB, KE=F, KE=F, KE=I

et on voit que c’est ’homographie (8.15): la déformation projective des
congruences et de lewrs dualisations est réalisée par la méme homographie.

Supposons que les congruences L et L” soient en déformation pro-
jective; elles sont alors nécessairement en déformation planaire. J'obiiens
I’Homographie H* réalisdnt la déformation planaive au moyen de la sub-
stitution (4.4)4-(9.9) & (9.7); on a

H iy = Ey,
H*E = B,

(9.11) L o
I H* B = 3 Byt (k— k") By - By,
|7 B° = (h— 1) Byt B, B+ By
ol
(9.12) Bls = tigg— Ggg— @33 -+ Ay, /3;; = Dyy— by — b3, - by

De (8.10) et (8.16) on tire
/3;(3 = 3y — thyg— 7y -+ Gy == flyy,
/3;4 = byp— U+ V51— b1y = Pa.
De (4.1) j’obtiens

As = [E4E1 Ez]: A,4

(9.18)

i
i

014 — [y sy,

Ay = [B B, B,), 4dy= —[EH,H,]
de sorte que la forme ponctuelle de I'homographie (9.11) est
H*Anlc = A4,
H* 45 = A,,
H" 43 = —Par Ay — (h—Rh") Ay Ay,
B A7 = — (=) dy— g Ayl Ay

. .10. Ma,m‘t;ena,nt je vais m’occuper de la notion de déformation pro-
jective singulicre. Jo suppose vérifides les équations (8.16), (8.9), (8.10)
et (8.15). On. a

V2A, = (o, (Ula(;;{"m;z + wgydu) 4, -
(@ uA du wu;ﬁ,;) Ag-+ (A0 g duwg,) 4, (mod A,),

(9.15)

(10.1)

+ (P4 dv n>m—E§)A4-+ (A1t g1+ AV 033) Ay (MOAA,).
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Dans le cas des congruences plongées dans I’espace projectif on sait
que I'homographie K réalisant la déformation projective des congruences
T ot I® réalise de méme un. contact analytique d’ordre 1 des deux surfaces
focales. Si elle réalise un contact analytique d’ordre 2 par ex. des premié-
res surfaces focales, elle réalise nécessairement un contact analytique
dordre 2 des secondes surfaces focales et la déformation projective est
appelée singuliére. M. E. Cech. a introduit la notion de déformation pro-
jective dems-singuliére; je vais étudier ces notions dans la suite.

Pour homographie (8.15) on a

KVA® = VA + 1y Ay + (B —h)du A,

10.2
(10-2) KVAZ = VAyt 1y Ayt (F—T)dv A, .

Je dis que la déformation projective des congruences L et I® est
faiblement demi-singuliére de premibre resp. de seconde espéoe si I'homeo-
graphie K réalise un contact analytique d’ordre 1 des premiéres resp.
des secondes surfaces focales; une déformation qui est en méme temps
faiblement demi-singulidre de premidre et de seconde espéce est dite
faiblement singuliére tout court. La condition nécessaire et suffisante pour
une demi-singularité faible de premiére resp. de seconde espéoe est '

(10.3) W = k.

Des équations (5.1), (5.2), (8.16,), (8.9) et (10.3) résulte le
TatoriME. Les congruences L et L® étant en déformation projective,
les quatre affirmations suivantes sont équivalentes:
a) la déformation projective est faiblement demi-singuliére de premiére
espéce; :
b) L et I° sont en déformation ponciuelle de premiére espéce;
¢) L et I° sont en déformation planaire de seconde espéce;
d) L et I” ont les mémes invariants de torsion de premitre espége.
On 2 un théoréme analogue pour la demi-singularité de seconde espéce.
On peut caractériser d'une autre maniére géométrique la demi-
singularité faible de la déformation projective. Pour cela je considére les
homographies K (8.15), H (9.7) ot H* (9.15). Soit

¢ = [ATA]]+ 2[4 A7)

K=y resp.

une tangente de la premiére surface focale; on a
Kt* = [A,A,]+A[A4,],
HE" = [A, Ay)+ 2[4, (Ay+h—h"45)] = K&+ A(h—h")p,
H*E = [A, Ay)+ M[A (A —h— " 4y)] = K —Ah—1F)p.
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On a done:

THROREME. La condition mécessaive et suffisante pour que deux des
homographies K, H et H* (et alors néoessairement toutes les trois) détermi-
nent la méme homographie du faisceau des tangentes de lo premiére (resp.
seconde) surface focale est que la déformation projective des congruences L
et I® soit faiblement demi-singulidre de premiére (resp. de seconde) espice.

Dans la suite, je supposerai que la déformation projective des L et L*
et faiblement singuliére. On a les équations

(10.4) KVAS =VA,+1,4,, KVA]=VAd,| 154,
et »
(10.5) KV AT = VP A+ 27, VA A+ () 41+ Py 4y,
: KV A5 = V* Ay 275V Ay () 4,4 91 4,
ol
Dy = Wy (s — WF; — Wag -+ wyy) -+ AU w5y — wgg)
= (hfg+ a5, — ago) i’ -+
(10.6) + (o a1 — Mg+ b3y — bga) dusdv— alﬂ“d'uz,

D, = wy (0f) — wiy — w13+ W) -+ A0 (Wi — w4y)
=0 lgald“2+ (g Ban— K Ba1 -+ o) — a4y) dusdv -
+ (BBt bl —byy) .

La condition nécessaire et suffisante pour que X réalise wun contact
analytique dordre deuw des premiéres resp. secondes surfaces focales est

(10.7) Biz =0, hfytam—ay =0, ofs+0d5h—by =0
resp.
(10.8) Bau=0, wmfutai—ay =0, kiy+bi—b,=0.

Dang le cas ol (10.7) ou bien (10.8) je dirai qu'il y a déformation sin-
gulidre de premiére ou de seconde espéce, dans e cas (10.7)-- (10.8) il y a dé-
formation singuliére. On voit facilement la différence entre ma théorie
ot celle des congruences plongées dans lespace projectif olt chaque dé-
formation singuliére de premiére espdce est en méme temps singulidre
de seconde espéce.

. 11. Soient deux congruences de droites L et L® 4 connexion projec-
tive en déformation projettive singuliére d’ordre 2. Donc les équations
(8.16), (8.9), (8.10), (10.3), (10:9) et (10.10) sont vérifides et on a
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(11.1)

Typ = T = Ty = Ty = Tap = Ty = 0,
(11.2)

Tag — Ty = Tag— Tas = T3~ Tap = 0.

Les conditions (1.2)-F(1.2)°+(11.2) sont équivalentes aux condi-
tions
(11.3)

Ty = Tay = Tgg = Tgq = 0.

Le coefficient de A, omis dans (10.1;)-est dwyy+ wi) -+ )5 we + dth wgr,
celui de A, dans (10.1,) est dwgy-+ whs - sy -+ dv w,, de sorte que (10.4)
eti (10.5) entrainent .

(11.4)
(11.5)

On trouve facilement

KVA® = VA,
EV*A® = VoA, + dutg Ay,

KVAZ = VA4,,
KV2AS = V2d4,+ dvrgd,.

(11.6) KVM;” = V34,4 3duty VA, + () A+ (—2du 0475 +
+ djﬁﬁ)a;{—’d‘vzl; Tya) Ay —2du7y 45,
(11.7) EVPAZ = V3 A, 3dvt, VA, + () A+ (—2d0 0y Tia+
.+eralml—zwmx¢4.

Jeo dis que la déformation projective considérée des congruences L
ot L est fortement simguliére si ’homographie réalisant la déformation
projective des congruences réalise en méme temps un contact analytique
Q’ordre 3 des premiéres et des secondes surfaces focales.

Si K réalise un contact analytique d’ordre 3 des premiéres surfaces
focales on obtient de (11.16)

(11.8) Ty = 0, (dUwy+dvwyy) Ty = 0.

Léquation duws,+dvwy, = 0 donne les asymptotiques de la sur-
face (A,) resp. (A7) de sorte que (11.8) donne

(11.9)

Ty = Tag =0

et K réalise un contact analytique d’ordre 3 des secondes surfaces focales.
D’aprés (11.1), (11.3) et (11.9) j'obtiens le
THEORBME PRINCIPAL. Deux congruences de droites & conmexion pro-
jeotive en déformation projective dordre 2 fortement singuliére sont identi-
ques.

- 12. On comnait le réle important de la représentation des droites de
8, par les points d*une quadrique de S;, appelée quadrique de Klein; une


GUEST


318 A Bvee

congruence de droites plongée dans S, est représentée par une surface de
la quadrique de Klein. Je vais montrer qu’on peut aussi introduire une
représentation analogue dans le cas des congruences & connexion projective.

Soit une congruence de droites & connexion projective L dont les
équations fondamentales sont (2.17). A cette congruence soit agsocié un
espace de Klein (ou K-espace) & connexion projective K (L) de la manitre
suivante:

A chaque (4, v)eo correspond une droite p(u, v) <L plongde dans 1es-
pace local o(u, v); dans cet espace on a choisi un repdre 4, 4,, 4,, 4,.
A ce point (u, v) je fais correspondre un espace projectif & cing dimensionsg
‘S5(u, ) avec une quadrique qui représente toutes les droites de lespace
local o(u, v). Le repdre local de Vespace S;(u, v) soit formé par les droites
analytiques p;; = [4;4,1(4,5 = 1,2, 3, 4;1 < j); j’écrirai souvent p == p,,.
Done dans chaque S;(u,v) j’obtiens sur la quadrique K(w, ») un point
particulier qu’ est la représentation de la droite correspondante de la
congruence L. J'introduis dans l’ensemble des espaces §;(u, v) une conne-
xion par les équations

(12.1) Voy = wypis -+ D

ol on éerit py = —py.

I1 est facile d'obtenir la signification géométrique de la connexion
introduite: Soit dans ¢ un arc y, donné par les équations u = wu(t), v = v(t),
tel, soit 1: = u(g), 107 = v(;:) un point fixe de cet arc et pour chaque tel

soit choisi une droite ¢(f) dans chaque espace local a(u(t), v(t)). Je suppose

la surface réglée constituée par les droites g(t) développée dans l'espace

local :]7 = a(@ob, ©) & l'aide de la connexion de la congruence L. A chaque
[

droite ¢(?) de la surface = correspond dans lespace correspondant

Ss(u(t),v(t)) un poinbt; ces points forment (pour tous les fel) ume

cowrbe. En développant cette courbe dans lespace S;(u,v) & laide
[ ]

de la connexion (12.1) j’obtiens la courbe y qui est la représentation de
la surface réglée = pour la représentation choisie de l'espace réglé do
& :

Pespace local o sur la quadrique K (u,v) C Sg(u, v).
0 0o 0 0 0

La décomposition de la congruence I en deux gystémes de surfaces
développables engendre un réseau sur IC(L). Iei K (L) est naturelloment
une variété de Kénig olt les espaces locaux sont S;(u, v) de centres p (u, ).
Je suppose la particularisation des repéres réalisée de manidre que les
équations fondamentales (2.17) soient vérifides. On a pour K (L) les équa-
tions (6.6), (8.2), (8.3); le plan tangent de la surface K (L) (en considérant
K(L) comme une variété de Konig, il est légitime de parler d*une surface)
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est [P, Pagy Pra)- Jo Vais trouver la dimension de l'egpace osculateur. On a
Vz[AlAz] = (')[A1A214‘(')[A2A3]+ (')[A1A4]+{131[A1As]+
+ay (A, A1} dvr+ 2dudy [AsA,]—{a[4: 451+ B[4, 4,1} du?
o 1a condition nécessaire et suffisante pour que l'espace osculateur soit
4 quatre dimensions est la dépendance linéaire des points

BiPist W Paay Paay GaPrst faPra  OU
Buifs—oiay =0 ou @=¢° ouenfin I=1.

Oe cas correspond au cas des congruences W plongées dans l'espace
projectif. Une congruence W (dans §,) est caractérisée d'une maniére
équivalente par le fait que la correspondance entre leurs surfaces focales
est asymptotique. Ceci n'est pas vrai dans le cas général, maig la condi-
tion nécessaire ot suffisante pour que Pespace oseulateur de la congruence
considérée soit & quatre dimensions est l'existence d’une correspondance
quasi-asymptotique entre les deux surfaces focales.

La correspondance entre L et I” engendre une correspondance entre
K (L) et K(L"), Phomographie tangente (6.3)+(6.9) entre les espaces
locaux o(u, v) 6t o”(w, v) induit wne homographie entre les espaces locaux
S (u, v) et S%(u,v). Pour cette correspondance (6.5), (6.7), et (8.4)+(8.5)
sont vérifiées. On peut introduige une transformation K-linéarisante
qui fait correspondre % chaque tangente de la surface K(L) la droite

(12.3) Ylp, —dupas+ Avpl} = (9, PiaPrat PauPaut @4 P10+ DosPoas]

on & donge

(12.2)

Up, paall = [, (22— 0% a3) Pyt (fa— 0 B Peat
! ‘\‘(294031—“?34‘ gg+ G1y— @11) Pas ],
Hp, pull = (2, (0" BT — B Prs T (07 af— a3) Past
+ (b5 — bas— b3y Dos— 20Ca0) P1a]-
Les droites p, Pqs, P (droites de Pespace o, mais points de I'espace 8;1)

ont une signification géométrique, les droites [, Pasly [Py P14l les plans

[9, Dss) Pasks [Ps Pray Prs) ©F Vespace [P, Das; Pau; Pra] de S en ont aussi
une. Le lecteur trouvera facilement la signification des esvpaces

[Pisy Pas)y [P P1sy Pualy (D) Piss Poas Praly  [PsP1sy Poas Pusl-

Si nous demandons Dexistence d’une homographie H pour laquelle
la droite lindarisante d’une certaine tangente soit située dans un des espaces
introduits, nous obtenons une géométrisation nouvelle des conditions
analytiques déja considérées. Par ex. en postulant que les droites linéari-
santes (12.4) soient situées dans le plan [p, Pis, Peul, NOUS SOMINGS conduits
aux conditions (8.8) pour le choix de I'homographie tangente; dans la
suite je supposerai cette condition remplie. p

(12.4)
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La condition néeessaire et suffisante pour que les droites lindarisantes
de toutes les tangentes de la surface K (L) soient situdes dans Uespace [p, p,,
Paas Pral 76D, [P, Doy Poas Pas] 08t que Von ait Pyy =0 resp. Py =0 ou
bien

®

(12.5) by — b = byg— by TeSp.  Af—dny = Gy dy
ou bien
(12.6) Y, =%y resp. W, ="

ce qui donne Vinterprétation gbométrique de Végalité des formes (5.15) de deww
congruences en correspondance développable (voir aussi mon Mémoire
Rémarques sur la théorie des congruences de droites, Gechosl. mat. #urnal
7 (82) (1957), p. 66-72.

13. Dans ce qui précéde jai étudié les congruences de droites comme
un objet & part, maintenant je vais étudier les congruences plongées
dans Despace réglé (& quatre dimensions) & connexton projective, que je dé-
finis de la manidre suivante:

Soit un domaine o dans l'espace euclidien a quatre dimensions ¥,,
4 chaque point teo je fais correspondre un espace projectif Sy(¢) et dans
celui-ci une droite p(f). Dans chaquegSy(?) soib un repére Ay, A, 44, 4,
choisi de maniére que la droite p passe par 4,, 4,. La connexion est donnée

par les éguations
4

Z My == 0.

1

(13.1) VA = wyd; sy ),

Les w; sont des formes de Pfaff en du,;, u, étant les coordonnées dans
E,; mais il est possible de considérer les wy comme des formes en du,
(u; étant les paramétres principaux) ot dvy, ..., dv, (v, étant les paramétres
secondaires).

Je désigne par ¢ le symbole de différentiation pour lequel les para-
metres principaux restent constants, ensuite j’écris comme d’habitude
e; = wy(d). En vertu du choix fixe de la droite p dans chaque S, on a

(13.2)
pour -des raigons évidentes je supposerai que
(13.3)

613 = €y = €yg == €y = 0,

[y3 01,053 w5,] 5% 0.

Comme dans le cas d'un espace & connexion projective, on peut
vérifier les conditions d’intégrabilité

(13.4) [doy] = [wg o]+ RY” [0g,p,]

ol la sommation porte sur k =1,2,3,4; a,f=1,2; u,» = 3, 4.
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14. Je vais étudier les congruences de droites dans un espace réglé
& connexion projective. Une congruence est évidemment donnée par les
équations

(14.1) Uy = Uy (01, 0a), L =1,...,4.

(Pour l'analyse détaillée des différents types de congruences voir mon
Mémoire Congruences de droites dans Uespace réglé & conmemion projective,
Cechosl. mat. ¥mmnal 7 (82) (1957), p. 96-114.)

Je passe & I'étude des congruences non paraboliques, ot il est possible
de décomposer la congruence en deux systémes de surfaces développables.
Je suppose que 4., .4, sont les foyers et que dv,dv, = 0 sont des surfaces
développables, de sorte qu’on obtient les équations fondamentales

VA, = oy di+ 0pd,+ w4,

(14.2)
VA, = 0y di+ weds+ w4,

olt wy = 7,dv;, wy, = 7,dv,. Le point de départ de mes recherches seront
les équations

(14.3) W1y = Wy =0,

dont on tire par différentiation extérieure

[w12 0]+ [0y wgy]— 20 {03 0,] = 0,
[wz_l ]+ [wawa3]+ 2k [w; w,] = 0,
ho= —3REM, k= jREM.

(14.4)

J'éerival pour simplifier R} = Ry, Ry, = Ry, Ry, = R,. En appli-
gquant un lemme d’E. Cartan on obtient de (14.4)

gy = fy w1+ (h— ) Wy,

gy = (b ) w4 P,

wyy = (@y+h)w,+ a; 0y,

(14.5) ‘

gy = Oy 0y -+ (k—by) wy,
La différentiation extérienve des équations (14.4) donne
(14.6)  [(dh-t hargs — twag) ey 5] = [(@lo+ kg — wgq) 01 05] = 0,

il existe done des dévivées ,,covaviantes” h;, k; telles que

(14.7) ah - b (e — way) = hy w4+ hg 0y,
' Ak 4 k(w1 — wyg) = by Ky 0y,
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Des équations (14.5) on obtient par différentiation extérieure ¢t en
se servant de (14.7)
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L1 (@t + @y rgg— 0357+ 030) ]+ [ Aty + 112053 01— @) 14+
+ () [wsw,] =0,

[ (@fs+ Baops T s 20055) 1 — [0 (dlho~+ Gy 02y~ wga +- 0aa) |-
+ () [oyws] = 0,

Loy (das+ a2, — wzzq’;s)] — [q(@by+ Dy 31— Wag— 41) ]+
+ (Mor0,] =0,

[0y (@by-+ by wn‘“ waq— wa1}]+ [wo (@1 + ﬂld)ﬂ + (033*2(:’;:)]+
+(Moyw,] =0,

(14.8)

de sorte qu'on a

(14.9) day = ty(bg3— Qog) — €32y Oby == Dy(Cga— 611) -+ Cqq s
Say = ay 61+ 64— 2649), day == dy(egy-+ 53— 264y),
01 = P1(2€44— a2 €ag), 0y = Pa(2655— €11—€44) -

En vertu de (14.9) on peut poser

(14.10)

(14.11) @y = by = 0.

Il résulte des équations (2.17) et (14.5)+- (14.11) qu'on peut étendre
tous les résultats de la théorie générale (avec la notation analytique) au cas
des congruences polongées dans un espace réglé. Pour ce qui concerne les
questions spéciales, voir mon Mémoire cité plus haut.

Regu par la Rédaction le 10. 1. 1958


GUEST




