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Sinee the funetion ¢{w) is semiconvex {f}
(22) 207 (@)] < o[ @)1+ (@)].
Subtracting 2p[f¥*+ (s)] from both sides of inequality (22) we obtain

< oY (@)1= 20 (@) ]+ o [F7H (@)

whence, by (21)
0 < o[ @)1=l (0)] < ol @)1= ()],

Pl (@ ]><p[fN”( ).

By induction we obtain
Pl (@] > @] for n=N,

which proves that the sequence ¢[f"(x)] is inereasing for large n. On the
other hand, if relation (21) does not hold for any N, it means that

p[f" )] < ol

for every n», which proves that the sequence cp[f”‘ (@)] is decreasing.
Thus we have shown that the sequence ¢[f"(x)] is momotonic for
large n. Hence it follows that the inequality

e[ @] — e " @) < lo [ @)]1— e[ (e

holds for sufficiently large m, and hence, by (19), follows relatio_n (20).
And since » has been arbitrary, relation (20) holds for every wxe(a,b).
Thus from theorem I it follows that there may exist at most one solution
of equation (1) semiconvex {f} in (a, b), which was to be proved.
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Remarque sur la note de A. B. Turowicz sur
[} By . . .
Papproximation des racines de nombres positifs

Dar Z. MixorAsska (Krakow)

Dans la note de A. B. Turowicz ,,Sur Papproximation des racines
de nombres positifs” () on trouve la formule
(n—=1)a "' + (n+1) A,

(n+1)af+(n—1)4 '

(1) By = x>0,

pour lapproximation de la racine V4 d’un nombre positif 4 > 0. A. B.
Turowiez démontre que la suite (1) est monotone et converge
vers V4. Tl donne aussi une évaluation de la rapidité de la convergence

|y —VA| - 0.
Nous allons montrer dans cette note que 1’1dée essentielle wutilisée
par A. B. Turowicz pour établir la relation

(2) sign (v, — 4.,,) = sign(z,—V4) powr k =0,1,2,...,
et la convergence
(3) o> VA

peut facilement étre appliquée au cas plus général de la suite {a}, définie
par les formules suivantes:
Ly B_y)— (@ — A
(4) 0 = 6-1 {9 (@r1) ‘PSblc1 )}’ @ >0,
¥ (@pnr) + @ (@1 —4)
ol les fonetions w(w) et p(u) sont continues et satisfont aux relations sui-
vantes:

(5) p(@)Fpa"—4) >0 pour =0,

(6) p{®)— ?—v«l/-w— p@"—A4)>0 pour " #£A4,
m—l/A

(1) o(u) = —p(—u), @(u) est monotone.

(*) Ce volume p. 265-269.
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On vérifie facilement que la suite (1) congidérée par A. B. Turowiez
eonstitue un cas particulier de la suite (4). On Pobtient en posant
(8) plu) =u, p@) =ng"+nd =n(@"+A4).

Il est évident que la fonction p(u), définie par (8), satisfait aux re-
lations (7). Pour n >1, A >0 et >0 on a

n(@"+A4)+a"—A4 = (n—1){@"+4)+ 22" > 0,

¢'est-a-dire pour les fonetions définies par (8) on a (5). L’inégalité (6)
résulte de la relation

po)—p(e =) TV oyt ar ) STV
z—V A z—VA

= (n—1)(a®+4) (powrs £ VA, 5>0,n >2),

n-l, .
—2 Y VA >0
A
qui peut &tre démontrée par induction. Pour n = 2 on a
(w2 +A)—2W Az = (6—VA)? > 0 w£VA.

Supposons que nous ayong démontré la formule pour n = I:

pour

Bl ) ¥ o
(k—1)(e*+4)>2 Y VAd* pomr a=£VA (4>0)
j=1
et congidérons
k k41,
k(@' fa)—2 3 Ve o = W(o,a)  (par dét.).
j=1
Posons B = a*®+) clest-a-dire @ = BE+VE
k=1,
W (w, BEDEY = Jp (k4! a,)——ZmZ VB ot — 208
> " ka— (h--1)aB = y(x),
¥ () = (k+1)(2"—B),
Y (@) = (B¥) =0, y'(@)>0 pour o> B,
¥ (@) <0 pour o*< B,
y(B*) =0,

d'ou I'on tire y(®) > y(B*) = 0 pour & # B = o¥®+) ot W(x,a) > 0
+1 -
pour # = Va (quel que soit a > 0).

icm

Racines de nombres positifs 287

Dans la suite nous allons donc démontrer (2) et
par la formule (4) et satisfaisant & (5), (6) et

(3) pour la suite donnée
(7). A la fin de cette note

nous évaluons la rapidité avec laquelle la suite {;} converge vers V4.
Démonstration des relations (2) et (3). Supposons que 4 > 0

ot 4, > 0. Envisageons la suite {x,} donnée par (4) et satisfaisant & (B),
(6), (7). De la définition (4) il vient

By {9 (@r—y) — P (@hoy — A)} — ey 9 (41) _
(@) + @ (@h_1—4)

Lpy— L1 =

Ty @ (w5, —A)
P (1) + @ (a5 —4) !

d’ou, en vertu de (7),
219 (4 —aF 1)

Xp— Ty = .
' p@me_) ol —4)

Par conséquent, v(wy_;)+p(@h.;— A) étant positif (ef. (5)), on a

k=1,2,...

9 sign (w,—ay_y) = sign(4 —af,) pour

. . Ly
Envisageons a,— V4. On a

v w9 (@) — (@ —4)) — VA (@) + plaf—A))

it me— VA = p(@wp_1) + @ @k—1—4)

 @ea— VA p (@) — @+ VA )p (o, —4)

B p(@5-1)+ ¢ (@1 —4)

= ey =VA () — 222 1+'/A plah_i—A)}.

P (@) +p(@h1—A) oy —VA
En vertu de (6) et (5) on a donc
sign ( wk—l/A ) == sign(wy._ I—I/A)—mgn I/A (k=1,2,...),

d’olt, en vertu de (9), on obtient (2).
La suite {#,} donnée par (4) est done monotone et I'on & un des cas
suivants:

(11) 0<VA<...
ou

(11

Cmp < By < e L By < Wy < Wy

n
0<wﬂ<w1<...<wk_1<mk<...<l/A.
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Par conséquent la suite {x;} est convergente. Désignons par % la
limite de la suite {w;). De la formule (4) on obtient pour z la relation

Z{y(@)—g(@"—4))

y(@)+9@E"—4)
ot par suite T{y(E"—A4)} = —Fp(z"—4) d'ol, en vertu de (8) et (11),
(11'), on tire & 5% 0, T"—A = 0, c’est-d-dire ¥ = ﬂl/:tl

Rapidité de la convergence de |wﬁ,—7i/}i| -> 0. Pour évaluer la ra-

W e
pidité de la econvergence xy —> V.4 nous introduirons quelques notations.
Posons par définition
a= min
"~ 4| < |- A

{p(@)+p(@"—4)).

En vertu de (5) on a a > 0.
Nous introduisons la fonction

2w) = put+ VA u—pf(ut VA — 4] (u+2V4).
Désignons par y(z) la fonetion

y(2) = max(|A(2)], |A(—2)]) pour 2> 0.
Il est évident que [A(w)| < p(|u|).
En vertu de (10) on a i
P 1 n— [yn—
(12) =V A| < 9 () @11 — VA ) — g0y — ) (@ + VA ).

",
Posons mk._l—l[A = %. Nous obtenons ainsi

11 est évident qu’on peut remplacer y(2) pé.r toute fonetion p(2) = y(Z).
Dans le cas envisagé par A. B. Turowicz on a

M) = wln (At VA 4 nd ]~ [(u+ VA — 4] (u-+2V A)

N1 s
= Zlo=0( 2 a0 Ko,
ol

o =lo—nf 22 7| FA G=0,1,.nm),

icm

Racines de nombres positifs 289

et par suite

n-—-2

. .
Zwi < plul® = pla_,— VAP,

J=0

ol

n—2
P = 1 max »20,1/
a

Ul g — ¥ Al 70
(est la formule obtenue par A. B. Turowicz. D’autre part, éﬁant .domlées
y(2) ot p(s) telles que ¢ (u) satisfait a (7) et que ljuixch(u) u existe, z_hﬂy (2)/2
exigte et y(2) > 0, pour z > 0 on peut choisir y(z) satisfaisant & (5), (6)
de maniére qu’on ait
n,— N
lon—VA| < By (@4 —VA]).

1l suffit de poser

y(lo—VA)) -

o+VA m;éVA,

v(z) = p(a"—4) N + oV pour
"y étant positif il est évidentv que la relation (6) est satisfaite. On déduit
Pinégalité () de la relation (7) et
o+ VA+a—VA N y(lo—VA)) o
w——"’;/—A— lw—fi/Z\

p(@)+ @ —A4) = p(a"—4)

L
powr o #VA, @>0.

La constante § est égale & 1/a ol

P — 4| < () —A|

22 y(.lw—"VZn)_

n__A — P
(‘p(w ) a—VA ls—V4)

Regu par la Rédaction le 16. 6. 1959
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