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Sur un probléme aux limites
de la théorie des fonctions analytiques

par D. SapowskA (R6dZ)

1. Introduction. Les problémes aux limites de la théorie des fonctions
analytiques ont été étudiés par de nombreaux auteurs, entre autres par
D. Hilbert, T. Carleman, F. Gahoff, J. Privaloif, B. Hvédelidsé, W. Po-
gorzelski (voir [5]). Ce dernier m’a proposé le probléme dont la solution
est le sujet de la présente note.

Supposons donné dans le plan de la variable complexe un ensemble
de p courbes de Jordan fermées IL,, L,,..., I,, n'ayant pas de points
communs et limitant les domaines disjoints 87,8, ..., 8. Soit L, une
courbe de Jordan fermée qui renferme toutes les courbes L,, L, ..., L,
sans les couper.

Dégignons par Sy le domaine infini situé en dehors de la courbe L.

et par 8+ le domaine limité par la courbe L, et les courbes Ly, Ly, ..., Ly,

2. Enoncé du probléme. Il gagit de trouver une fonetion @(z) qui
soit holomorphe séparément 3 Vintérieur de chacun des. domaines
8+ 8¢, 87, ..., 8; et dont les valeurs limites en tout point tel = L,
+1L,4...4 L, satisfassent & la condition

(1) (1) = G D-(1)+ glt +f[t ) o+ () e +f u*(‘ ') e (2)

)%

&+ (t) désigne ici la valeur limite aun point ¢ du contour L de la fonction &
par rapport au domaine 8§+, tandis que &—() désigne la valeur limite
de la fonction &(z) par rapport au domaine S§- = Sy ~+ Sy +...+ 85
calculée an point teL; ay, a, sont des nombres positifs inférieurs & "unité.
On fera les hypothéses suivantes:
I. Les fonctions complexes G(f) et g(t), définies sur l’ensemble de
points L, satisfont & la condition de Holder

(2) G —@ ()] < Kljt—1'I",
(3) lg(t)—g(t)| < K jt—¢'|".
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On admet en outre que la fonction @(t) ne prend sur L que des valeurs
non nulles.

II. Les fonctions complexes de deux variables N, (¢, 7) et N,(t, 7)
sont définies pour tout couple de points £, v de 'ensemble L et satisfont
3 la.condition de Holder de la forme

(4) [Nty 1) —Na(t, ) < A(—tP+r—71) (B =1,2),

oft les exposants u, v remplissent la condition 0 < u <wv» <1.

III. Les courbes Ly, L, ...,
continue.

L, ont en tout point ¢ une tangente

3. Solution du probléme. On peut affirmer, en se basant sur la solu-
tion connue du probléme linéaire de Hilbert, que si la solution du pro-
bléme posé (1) existe, la fonetion @(z) satisfait en tout point intérieur 2
des domaines 8+, Sy, ..., 85 & ’équation

f{ +f(N1(0 1:1 o+ (7) +

N0, 1) a0
? (’)) dr} o—s ¥

6 —=|*
Soit y(2) la solution canonique donnée par les formules

(6) @) =

_+..

(2)P(2)

e’ i zeSt
H () ! ’
(6)
Z(Z) 1 " F(s)’ S zed
ol
(7) () = (z-—a,l)ll (z~—a2)"2_, . (z_a”)zp’
G(t) =tTIWEW), Tle) = zlz Lf lofﬁof i,

a, désigne ici un point arbitraire de Vintérieur du domaine 8, » =
=1,2,...,p, tandis que le point z = 0 se trouve & l'intérieur du dom-

aine S+.

. . . 2
Le symbole x, dit indice du probléme, désigne la somme x = 3 4,
ye=(

ot 2:;:1 = (arg@(t))z, est D'accroissement subi par Dargument de la
fnoction G(t,) dans tout son parcours sur la courbe fermée L, (dans le sens
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positif pour » = 0 et dans le sens négatif pour » = 1,2, ..., p). Il résulte
des formules (6) et (7) que la solution canonique y(z) est non nulle dans
tout le plan. En outre, d’aprés I’hypothése (2) et la propriété connue de
lintégrale de Cauchy, cette solution & en tout point ¢ de I’ensemble L
des valeurs limites X* (3) qui sont soumises & la condition de Hblder de
la forme

(8) | X*(8) —X*= ()] < Blt—1'|"

Soit P(z) une fonction entiére arbitraire. Désignons par C le coeffi-
cient de Holder de cette fonction sur les courbes L:
9) [P@)—P @) < Clt—t'1~

Si la fonetion ®(z) est une solution du probléme Iﬁosé, ses valeurs limites
(supposées continues) qui seront désignées par
(10) Pu(t) = DT(t), @(8) = P=(1)y

satisferont, d’aprés les formules de Plemelj, en tout point feL au systéme
d’équations & forte singularité de la forme suivante

Nk(t 7)gx(T 2 (1)
How+ [ 3 Feb080 20) 4 L8 J

L k=132

g(r)dr
2t (x) (v —1)

P (8) =

2z Nelo, (o)
T o 27d x+(9 (0 t)(.r,f ka T ) + () P(t),
_ 1 Ni(t, D) gn(r)
) pal) = —5 +(t>( ()+Lfk;:Til”k—d’)+

2~ () g(z)d= 1) f o o
2mg i 2t () (z—1) 2ri J xt(0)(6—1)

Lf Nk(e r%() T)-HF
vy

Passons & présent i l'étude du systéme d’équations (11), en y trai-
tant les fonetions ¢, et @, comme fonctions inconnues. On appliquera
aux seconds membres de ces équations le théoréme suivant dd & Mou-
skhelichvili (voir [5], p. 61).

B)P(1).
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Si 1a fonction K (t,v) définie sur la courbe L est de la forme

ot la fonction ¥(t, r) est assujettie & la condition de Holder par rappert
aux variables ¢ et 7, on peut écrire

(12) fe fKor)dr—.Lf JK(OI

la formule (12) découle de la transformation de Poincaré-Bertrand [6].
Les équations (11) (dans ’hypothése que les fonetions ¢, (1) et @,(t)
satisfont & la condition de Holder) peuvent alors g’éerire sous la forme
2 (1) T
d -
)+ 5 [ 7o

i) ( +fZNk(tT‘pk
Np(0, 7)do

k=1,2
ot (fx+ O (0—1)10—

L(v) k=12 ‘L(6)

(g( +f ZNk\r—rl'"k ol

k=1,2

g(z)dz

r|“’“) i (7) d+ 1+ () P (1),

)+

2~ (1)
2+ (1)

1
(13) galt) = =5

g(r)dr
J e

2~ (1)
2w

1)

Ini
Ny(0, ©)dd

% f 2(fx+(6)(0—-t)|0——r

Lir) k=1,2 ‘L(5)

X

x%) pe(®) -+ 2~ ()P ().

Posons pour simplifier 1’écriture

1 g(r)d=
(14) @) = 2i ) =1
Ny(t, 7) P
(1) feltym) = Thae (b =1,2),
_ Ni(6, 7) 3
(16) Fult,v) = fr——_‘-w)w_t)w_zl%de (k=1,2).

e
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Les équations (13) auront alors la forme

)

7)) = =~ + 2O/ () +P )+
g [ D[P n ot ) mea
! &
oo 120
nil) = = 5 L a0+ 00 +Pw)+
+3/ ,Z(%“ ity 9= L8 ) etora.

Nous allons prouver que les équations (17) sont & faibles singularités.
En effet, les fonctions Fy (¢, r), définies par la formule (16), peuvent
é&tre mises sous la forme

1 7)

(18) ) = [ 5wt (k=1,2),
ol
(19) o,y =D, I gy )

(O  0—7%

Or, d’aprés un théoréme di & Mouskhelichvili ([5], p. 18, th. 5), les
fonetions (6 — 7)/|0 — 7|°* satisfont & la condition de Holder, avec exposant
1— oy, par rapport aux deux variables.

Sil’on tient compte des inégalités (4) et (8), on trouve que les fonetions
(19) sont assujetties & la condition de Holder écrite sous la forme
(20) Ife(8, ) —f5(6' T')| < const- (|6 —6'"* 4|z —'|*),

ol u* = min(u,

1—az). Si lon utilise la décomposition

,__1~__L( 11 )
(—0)(zr—0) t—t\6—¢ 6—1

les fonctions (18) peuvent se mettre sous la forme

1 (L]fk(ﬁrdo_ffk(ﬂr )

On voit facilement, d’aprés Pinégalité (20) et le théoréme de Plemelj
(voir [5], p. 54), que les fonctions wy(l, 7), k = 1, 2, satisfont & la condi-
tion de Holder avec Pexposant u*.

w(t) T) — o (7, 7)

(21) Filt, ) = —
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11 résulte de la formule (21) que les fonetions Fi(f, r) sont & faible
singularité pour ¢ = z; elles peuvent notamment s'écrire

Ni(t, 7)

(22) Fy(t, 7)) = (k=1,2),
olt 0 < u’ < u* et les fonctions Ni(f, ) remplissent la condition de
Hilder, avec Vexposant u*—pu’, par rapport aux deux variables.

Ainsi nous avons prouvé que le systéme d’équations integrales (17)
forme un systéme d’éguations & faible singularité.

Dautre part le systéme (17) peut é&tre ramené par une méthode
connue % une &quation intégrale de Fredholm. Considérons un ensemble
L, obtenu par une translation de I’ensemble L, = L. On suppose ici que
les ensembles I, et L, n’ont pas de points communs. Soit 7 () une fonetion
définie dans la région L,-L, par les égalités

Fi =14 i +p ),

. 1 4 (1)
Fla = —5 52

2 gt {t)
ol #,¢L, est le point qui correspond & t,eL,. Désignons par M (¢, z) une
fonction du couple de points de la région L, L,, définie par les formules

(23)

gt 4+ () (F (8) +P (1)) 5

+
Wity ) = LD Byt )+l 7,
Mty 5) = X;(ZL) Fo(ty, v1)— z;—gl;fz(tu 1),
(24) v :
Mty 7) = 22 By, v)+ falta 7),

™

Mty 7)) = “Z%(EﬁFﬂtu T)— i:gl;

fultyy 7)),

ol ty, ryel,y &b 1y, Tael,.
Si les fonctions ¢, (t) et g, (t) satisfont aux équations (17), la fonetion
&(t) définie dans la région L,+IL, par les égalités

(25) Pu(t) = B(t), @alts) = Dt)  (heLy, tyeLy)
satisfait & 1'équation
- (26)

o) = Fiy+ = [ M, 7)o
2

Ly+Lg
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et réeiproquement; si la fonction @ (i) est une solution de I’équation (26),
les valeurs de cette fonction définissent dans les régions I,, L, le systé-
me (25) de deux fonctions dans la région L et ce systéme est une solution
du systéme d’équations (17).

Iéquation de Fredholm (26) est, en raison de la singularité des
fonctions Fy(t, v) définies par (22), une équation 4 faible singularité.
Dans la théorie classique on montre que cette équation peut &tre ramenée
3 une équation intégrale itérée de noyau borné qui, dans le cas olt 4 = %
nest pas une valeur caractéristique du noyau M(, 7), est équivalente
4 Déquation (26).

En itérant I’équation (26) n—1 fois, on obtient

(27 o(t) = Fu)+ (D" [ My(t, 1) (0)dr,
Ly+Ly
ol
Mu(t,7) = [ Mailt, 8)M(s, 7)ds,
Ly+Ly
) =F+ D& [ M, (Db
p=1 Ly+Ly

Lorsque n > [1/u'], les noyaux M,(t, v) seront bornés.

En vertu du premier théoréme de Fredholm, I'équation (27) & une
solution de la forme
(28) o(t) =f@)+1 [ N, 7, Pidr,

Ly 4L,
oit N(t, 7, }) est la somme du noyau résolvant par rapport au noyau
M, (t, v) et de quelques noyaux itérés du noyau M(¢, 7).

Dans le cas ot 4 = } est une valeur caractéristique du noyau M (¢, 7},
1a solution sous une forme connue existe uniquement sila fonction donnée
f (1) est orthogonale & toutes les solutions propres de I’équation associée

pit) = (B [ Malz, )y(r)dr,
Ly+Ly
dont le noyau est conjugué au noyau M,(z, t), obtenu du noyau M,(t, 7)
par transposition des variables ¢, 7.

Ainsi nous avons résolu le systéme d’équations intégrales (17) par la
méthode donnée plus haut. Afin de démontrer que les fonctions frou-
vées @, (t), pa(t) sont aussi des solutions du systéme (11), et par consé-
quent du probléme posé, il faudra encore prouver que ces fonctions
satisfont & la condition de Holder. Il suffit pour cela de prouver que les
fonetions

(29) L(t) = [Fu(t, Dn(e)dr (b =1,2)
L
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vérifient la condition de Holder. Quant aux autres fonctions qui figurent
aux seconds membres des équations (17), il est évident que toutes ces
fonetions satisfont & la condition de Holder soit en vertu des hypothéses
faites au début, soit grace au théoréme de Privaloff-Plemelj.

Or, en se basant uniquement sur la continuité des fonetions g, (?)
et @,(t), on trouve

.N* /,
L (1) zk(m_lf(m(rt.lr) \t’f—(illfz")%(ﬂdr

1th 1) Ni(@, 7))

ﬂ’"”

o ()| dv+

()ldz

T 1 _
+f1Nk<t,r)f‘“_ﬂl_w T

%
< const - [t—1'|** +const - [t—1'|%

oll a est un nombre i)ositif inférieur & § (voir [4], p.10). Il vient par
conséquent

(30) [T (t) —

Par suite, les solutions du systéme (17) sont aussi des solutions du sy-
stéme (11). Si dans la formule (3) on porte les fonctions trouvées &+(t)
et @—(f), on obtiendra la fonction @(z) définie & 'intérieur des domaines
8+ 8y, 87, ..., 87, holomorphe séparément dans chacun d’eux, et dont
les valeurs limites satisfont & la condition (1). Le probléme posé au début
se trouve ainsi résolu.

W) < comst- [E—# %% ol 0< 6 <1

Travaux cités

[1] W. Pogorzelski, Probléme non linéaire &' Hilbert pour le systéme de fone-
tions, Ann. Polon. Math. 2 (1955), p. 1-13.
[2] — Probléme aux limites d’Hilbert généralisé, Ann. Polon. Math. 2 (1955),

p. 136-144.
[8] — Réwnania calkowe i ich zastosowanie II, Warszawa 1958.
[4] — Badanie réwnett catkowych mocno osobliwych metodq punkiv niezmien-

niczego, Biuletyn W. A, T. 18 (1955), p. 3-85.

[6] H. . Mycxenmmpuunu, Cuneyasproe
MockBa 1946.

[6] G. Bertrand, Hquation de Fredholm auw intégrales principales au sens
de Cauchy, Comptes Rendus de I'Acad., Paris 1921, vol. 172, p. 1458-1461.

WHIMERPAALILIIE Y PABHENUN,

Regu par lo Rédaction le 2. §. 1959

icm

ANNALES
POLONICGI MATHEMATICI
VIII (1960)

General solution of a functional equation

by M. Kuczma (Krakéw)

The object of the present paper is the functional equation

1) plf(#)] = G(z, p(x),

where g(») denotes the required funetion and f(») and G(z, y) are given
functions. We assume that the function f(x) satisfies the relation

(2) fi(@)] = =.

(Examples of such functions are: ¢—u, ¢/=, l/pz—mﬁ; 8. Lojasiewicz [3]
has given a construetion of all functions fulfilling (2)).
The linear equation

plf(2)] = A(@)p(2)+B(z

with a funetion f(x) fulfilling (2) has been treated by N. Gercevanoff [1].
In the present paper I give the general solution of equation (1) with
a function f(x) fulfilling (2).

§ 1. We shall discuss equation (1) in a set F such that f(Z) =
Using the terminology adopted in [2], we shall call such a set a modulus-
set for the function f(x). Let us decompose the set F into three sets
E,, E,, E, such that

f(#) =2 for weE,,
flw) >2 for wzekl,,
fle) <z for axekl,.

Lemma I If the function f(z) fulfils (2), then
3) By = E
(4) F(E,) = B,
(5) f(Ez) = E1~
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