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3\ ge(n+1) 1
(‘2’) > T TR
and
3\* g(n+l@+1) 1
(‘2“) ek > ) L(2h)
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Uber die korrekte Definition des Ranges eines
nomographischen Polynoms und iiber die Stetigkeit und
die Differenzierbarkeit der verallgemeinerten
nomographischen Polynome

von J. WoJsTowicz (Warszawa)

Der Begriff des Ranges eines nomographischen Polynoms, obwohl
in jedem nomographischen Lehrbuch angewandt, ist bisher nicht korreks
definiert worden. Die von verschiedenen Verfassern aufgestellten Defi-
nitionen sind ungenau und sogar falsch. In der vorliegenden Arbeit wird
eine korrekte Definition des Ranges eines nomographisechen Polynoms
aufgestellt.

Auflerdem enthilt die Arbeit Beweise der Sitze, welche in einem
gewissen Sinme umgekehrt sind zu bekannten Sitzen iiber die Summe
stetiger Funktionen und tber die Differenzierbarkeit der Summe diffe-
renzierbarer Funktionen.

DEFINITION. Als ein nomographisches Polynom wird eine Funktion
von der Form

() By, oo ) = D (02). )

bezeichnet.

DEFINITION. Unter einem Summanden des nomographischen Poly-
noms versteht man den Ausdruck fi(®,)...fu (o).

n
DEeriNirioN. Ein nomographisches Polynom Yy (my)...fu (@) 4t
i=1

von reduzierter Form in Bezug auf die Verdnderliche z,, wenn die Funk-
tionen fi,(@,)...fu(wx) (¢ =1,2,...,n) linear unabhingig sind.

DEFINITION. Bin nomographisches Polynom ist von reduzierter Form,
wenn es von reduzierter Form in Bezug auf jede Verdinderliche a
(=1,2,...,k) ist.

Hirssarz 1. Jedes nomographische Polynom kann man in eine
reduzierte Form in Bezug auf eine beliebige Verdnderliche bringen ohne
die Amnzahl der Polynomsummanden zu vergrd Bern.
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werden wir das
Polynom (1) in reduzierte Form in Bezug auf die Veriinderliche #, bringen.

Wenn die Funktionen fi...fw (68 =1,2,...,7n) linear unabhingig
sind, so ist das Polynom (1) von reduzierter Form in Bezug auf die
Verinderliche z,.

Wenn die Funktionen fi,...fy fir ¢ =1,2,...,n linear abhingig
sind, so nehmen wir an, daB die Indices auf solehe Weise geordnet sind,
daB die ersten ! Funktionen fi...fwx (¢ =1,2,...,1) linear unabhingig
und die iibrigen von ihnen linear abhingig sind d.h.

1
fl+i,2"'fl+7’,kEza'ijfiﬁ"'jikﬂ fir ?’ 1,2,...,%—1,
i=1
wo a; Zahlenkoeffizienten sind.
Das Polynom (1) kann man in der folgenden Form darstellen:

1 n—1
Z fia---Tir (fu + Z; @y fz+f,1)-
= =

Man sieht also, daB das Polynom (2) von reduzierter Form in Bezug auf
die Versnderliche , ist, wobei die Anzahl der Summanden kleiner ge-
worden ist. Wir bemerken, daf nach der Durchfilhrung von % sukzessiven
Reduktionen in Bezug auf die Verdnderlichen #;, @ 1, .«.y Liy Bry vy By
die Anzahl der Polynomsummanden gleich der urspriinglichen wird,
also ist das erhaltene Polynom von reduzierter Form in Bezug auf jede
Veranderliche.

Sarz 1. Bin jedes nomographische Polynom, welches nicht identisch
Null ist, kann in eine reduzierte Form gebracht werden.

Beweis. Es sei ein nomographisches Polynom von 7 Summanden
gegeben. Wir realizieren sukzessiv % Reduktionen in Bezug auf jede
einzelne Verinderliche und wiederholen einen solehen Zyklus von Re-
duktionen # mal. Da man héchstens (n—1)-% Reduktionen in der Weise
durchfithren kann, daB nach je k¥ Reduktionen die Anzahl der Summanden
erniedrigt wird, so kann keine der letzten % Reduktionen die Anzahl
der Summanden weiter verkleinern. Es folgt daraus, daB das nomogra-
phische Polynom in eine reduzierte Form gebracht worden ist.

Bemerkung. Wenn das nomographische Polynom identisch Null
ist, 80 betrachten wir als seine reduzierte Form die Null.

HiLpssaTz 2.(1) Wenn die Funktionen A;(®y, ..., %) (1 =1,2,...,m)
gegeben in einem Bereich By, der durch die Ungleichungen @y < & < @y
(t=1,2,..., k) definiert ist, linear unabhingig sind, so ewistiert ein sol-

(2)

(*) M. Warmus, Nomographic functions, Rozprawy Matematyczne 16 (1959).
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ches System von Punkten Pj(wy;, ..., @), die zum Bereich B, gehoren, daf

W, =14l #0 (i=1,2,...,m;5=1,2,...,m).
DeriNiTioN. Die Funktionen f;(#) (¢ =1,2,...,n) definiert im

Intervall z, < & <@, heilen linear unabhingig im weiteren Sinn, wenn
n
aus der Gleichheit ¢y+3¢ifi(a) =0, ¢ =0 fir ¢ =0,1,...,n folgt.
i=1
Bemerkung. Die Funktion vom konstanten Wert ist eine linear
abhéngige Funktion im weiteren Sinn.
Sarz 2. Wenn das nomographische Polynom F(a,, ..., xy) nicht iden-
tisch Null ist und man es auf swei verschiedene reduzierte Formen in Bezug
. . . & jud
auf die Verdnderliche z; F = 3 f;)...f und F = Y g;. .. gy bringen kann,
. . . . =1 =1
s0 ist die Anzahl der im weiteren Sinne linear unabhingigen Funktionen fit
gleich den g.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man den Be-
weis fiir die Verdnderliche #, durchfithren. Wir setzen voraus, daB zwei
Darstellungen des nomographischen Polynoms F(v,,..., ;) in einer
reduzierten Form in Bezug auf die Verinderliche », existieren:

(3) Flay, ooym) = Do fuy
i=1

m
F(@y, .oy mp) = Zgn oo g

j=1

(4)
Dann gilt identisch

n L4
(5) 27«;1-~fik52911---9jk-
i=1 =1
Unter den Funktionen g;, existiert ein System von r (r < m) im
weiteren Sinn linear unabhiéingiger Funktionen derart, daB8 die iibrigen
m—r Funktionen g;; von ihnen linear abhiingig im weiteren Sinne sind.
Wir nehmen an die Indices seien so geordnet, daB die Funktionen In
fir j =1,2,...,7 im weiteren Sinn linear unabhingig sind.
Die Identitit (5) konnen wir in der Form

®)  Dfudil@s, .oy @) = Y g By(®n, ..., 00) +Bo(1, ..., 3)

i=1 F=1

darstellen. Die Funktionen 4; sind laut Voraussetzung linear unabhéngig.
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Aunf Grund des Hilfssatzes 2 existiert ein System von n Punkten
Py(ty, ..., @) derart, daB die Determinante |4;(P;)| # 0. Setzen wir die
Koordinaten der Punkte P; in die Gleichung (6) ein, so erhalten wir =
lineare Gleichungen mit » Unbekanten f;;, mit einer von Null verschie-
denen Determinante.

Durch Auflssung erhalten wir

(7 fuo= D tagntan  (1=1,2,...,m),
. Fe=1

WO ay; Zahlenkoeffizienten sind.

Es werde m < n angenommen. Wir betrachten die Matrix M =
=[a;] (1=1,2,...,n;j=1,2,...,r), deeen Rang p heillen moge,
wobei die Determinante

von Null verschieden sei.
1. Wir untersuchen den Fall p = r. In diesem Falle ist das System
der ersten r Gleichungen in Bezug auf g;; losbar:

r
Iin = 2b£1f11‘|' Dojs
=1

wo by; Zahlen bedeuten. Wenn wir die so berechneten g; in die tibrigen
n—r Gleichungen des Systems (5) einsetzen, so zeigt es sich, da8 die Funk-
tionen f;; fiir i=7-+1,...,% von den ersten  im weiteren Sinn linear ab-
hingig sind. Man sieht also, daf hochstens p Funktionen linear unab-
hingig im weiteren Sinn sind.

2. Wir untersuchen den Fall p < r. Betrachten wir die Determinante

Gy gy oo Gy frz— @y
w,=| (g =p+1,...,0).
q ) ?
Gy Qg -vv Opp [p1— Gop
Gy Qo v Opg for— tog

Nach der Theorie der linearen Gleichungssysteme sind alle Determinanten
W, gleich Null Man sieht, daf die Funktionen f, (¢ = p+1,...,n)
von den Funktionen f;; (=1, ..., p) linear abhéingig im weiteren Sinne
sind. Folglich sind hochstens p Funktionen f;, linear unabhiingig im wei-
teren Sinn. Wir bezeichnen mit s die Anzahl der im weiteren Sinn linear
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unabhingigen Funktionen f;,. Man sieht, daB immer
(8) s < r.

In analoger Weise konnen wir beweisen, daB
(9) s=7

ist. Zu diesem Zwecke geniigt es die Identitdt (5) in der Form

m 8
D 00 Dy(@sy oy 0) = Y fir Culas, ..., ) +Co(@, ..., )
=1

i=1
darzustellen. Aus (8) und (9) folgt die Gleichheit s = .
DgriniTioN. Unter dem Range des nomographischen Polynoms

n .
D fa(@y). . Fu (@) in Bezug auf die Verinderliche w,, verstehen wir die
i=1

Anzabl 7, der im weiteren Sinn linear unabhingigen Funktionen Fim (®m)
in einer beliebigen reduzierten Form des Polynoms in Bezug auf die
Verinderliche z,,.
DerINITION. Der Rang eines nomographischen Polynoms ist die
Summe r seiner Ringe in Bezug auf jede einzelne Verinderliche.
Bemerkung. Dem Polynom, welches identisch Null ist, schreiben
wir den Rang Null zu.

Aus dem Satz 1 ist es ersichtlich, daB jedes nomographische Polynom
einen bestimmten Rang hat; aus dem Satz 2 folgt, daB dieser Rang ein-
deutig bestimmt ist.

n
Hiurssarz 3. Wenn die Funkiionen Fy(z,, ..., o) Eizaiifi(%: ooy Tg)
=1

(1=1,...,m) (ay sind Zahlen) im Punkt Py(2y,, ..., Tyo) Stetig sind wund
die Determinante W = |ay| % 0, so sind alle Funktionen Fil#yy oovy o)
im Punkt P, stetig.
n
Beweis. Weil W3 0,50 fi(#,..., %) = Dby Fy(my,...,2) (i =1,...,n),
i=1
wo by Zahlen sind.

Die Funktionen f;(#y, ..., o) sind somit als Summe stetiger Funktio-
nen stetig.

Bemerkung. Der Hilfssatz iibertrigt sich sofort auf die Stetigkeit
der Funktionen in einem Intervall.

Ahnlich wie den Hilfssatz 3 beweisen wir den
n

Hirssarz 4. Wenn die Funktionen Fy(5,,..., 00 = Y ayfi(@1, ..., o)
i=1

(1=1,...,n) (ay sind Zahlen) im Punkie P,(2y,, ..., @y,) stetige pa-rtz'ellé
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Ablestungen bis sur Ordnung m in Besug auf dié Verinderliche x, haben,
und die Determinante W = |ay| % 0, so haben auch die Funkiionen
Fi(@ys -v.y @) im Punkt P, stelige partielle Ableitungen bis zur Ordnung m
in Bezug auf dié Verdnderliche @p.

Bemerkung. Der Hilfssatz iibertréagh sich sofort auf die Differen-
zierbarkeit der Funktionen in einem Interwall.

DEFINITION. Unter einem verallgemeinerten nomographischen Poly-
nom verstehen wir eine Funktion von der Form .

n
F(mly cety o) = Zfil(wmla teey wll)"-fip(mmp7 (RS m12,,)1
1=1

wo die Mengen der Zahlen my, ..., lj;...; My, ...
sind.

DEFINITION. Ein verallgemeinertes nomographisches Polynom dst
von reduzierter Form in Bezug auf -die Qesamtheit der Verdnderlichen
««y @y, wenn die Funktionen A; = fi...[;p linear unabhiingig sind.

s lp; paarweise fremd

By

Satz 3. Wenn das wverallgemeinerte momographische Polynom

n
Py ey @) = ) Fia @y ooy O) o Fip @y -, B1)
i=1 .

von reduzierter Form in Bezug auf die Gesamtheit der Verdnderlichen
Bimyy oy By Und eine stetige Funktion der Verdnderlichen ®u, ..., &y,
il By == By gy -y By = By, 0 bt beliebigen Werten der ibrigen Verdnder-
lichen ist, so sind die Funktionen f(®n ..., %) stetig fir @m = Bmy o,
ey 9?11 = mll,o'

Beweis. Die Funktionen A4; = f;,...f;, sind linear unabhingig.
Auf Grund des Hilfssatzes 2 existiert ein solches System von Punkten
Py(Bmy gy + - -5 @y,,), Q4B die Determinante [4;(P;)|5= 0 ist. Durch Einsetzen

n
in die Funktionen, erhalten wir F; = Y[, 4;(Py) (j = 1,...,n). Auf
i=1

Grund des Hilfssatzes 3 sind alle Funktionen fyy £ir #y, = @m0y -.v) 0y =
= ©, stetig.
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Bemerkung. Der Satz kann sofort auf die Stetigkeit in einem

Intervall und andere Gesamtheiten der Veranderlichen ausgedehnt werden.

Zusarz. Wenn ein verallgemeinertés nomographisches Polynom

"
F(@1y ey 0) = 3 Fir(@myy oy )+ Fip (s - W)
=1
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von reduzierter Form in Berug auf alle Gesamtheiten @, ...,w, (i =

=1,...,p) der Verinderlichen und die Funktion F(zy,...,x) Stetig

in einem Bereiche in Bezug auf alle Verdnderlichen ist, so sind die

Funktionen f;; (8 =1,...,p;4=1,...,n) in diesem Bereiche stetig.
SAaTZ 4. Wenn das verallgemeinerte nomographische Polynom

n
Fl@y, ..., m;) = Zfil(mmli ---7wll)-"fip(mmp7 ---;wlp)
i=1

von reduzierter Form in Bezug auf die Gesamtheit der Verdinderlichen

Dingy -y Bgy +-+y By, 480 und die Funktion F(my,...,sy) stetige partielle
Ableitungen r-Ordnung in Bezug auf die Verdanderliche x, in einem Bereiche
hat, so haben die Funktionen fis(@m,, ..., %q, ey ) (i=1,...,n) in

diesem Bereiche stetige partielle Ableitungen r-Ordnung in Bezug auf die
Veranderliche .
Beweis. Bezeichnen wir
-A-i.(wmly ey mls_ly xmﬁ_l AR '”lp) = fil e fi,s—l 'fi,s+1~ - fm

So folgt

n
F=Yfud;
i=1

Die Funktionen A; sind linear unaﬁhingig, also existieren nach Hilfs-
satz 2 n derartige Punkte P;, daB die Determinante |4;(P;)| 5= 0 ist.
n

Wir haben F; = >/ 4;(P;). Auf Grund des Hilfssatzes 4 haben die
i=1

Funktionen f;; (¢ =1,...,n) in dem gegebenen Bereiche stetige par-
tielle Ableitungen r-Ordnung in Bezug auf die Verinderliche .

Bemerkung. Da jedes nomographische Polynom zugleich ein
verallgemeinertes nomographisches Polynom ist, so gelten die Sitze 3
und 4 auch fiir nomographische Polynome.

Regu par la Rédaction le 17. 2. 1958
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