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Sur lintégrale de Cauchy pour un arc fermé a linfini

par D. PRZEWORSKA-ROLEWICZ (Warszawa)

Introduction. Dans ce travail nous étudierons les propriétés d’une
intégrale de Cauchy J

. u(t, )
(%) j;f?f dr,

ot L désigne un arc régulier, fermé par le point & linfini.
En outre nous résoudrons I'équation intégrale non linéaire singuliére

(+%) -—ZfK[t 7, u(r)]dr

T—1-
et nous étudierons le probléme a,ux limites de Hilbert.

N. I. Mouskhelichvili {27 a étudié l'intégrale (*) en supposant que
la ligne d’intégration L est un axe réel. Dans ce cas-il a supposé que la
fonetion w(¢, 7) vérifie une condition. de Holder ef-en outre linégalité

¢
Tl

¢, ¢, a sont des constantes positives. Cette supposition implique que
Pintégrale (%) a un sens. Nous démontrerons, en admettant une hypothese

plus générale que (x*x), que Pintégrale (x) awra le sens de la valour
principale de Cauchy. k

(e ju(t, r)

1. Les ares réguliers fermés a Uinfini. Soit le plan Z de la variable
complexe & = o+ 4y, complété par le point & infini, et un point 2y = @y
4y, arbity Mwmvnt fixé. Considérons la transformation hunmgmphxque
suivante:

(] ) ‘ W o= ;—~1~— (’IU == & iy/) .

F—3&

Pour les ares L ne passant pas par le point z,, la transformation (1)
est une homéomorphie.
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DEFINITION 1. Un are L, fermé par le point & Dinfini, est régulier,
si ’homographie (1) (ot 2, est un point arbitraire non situé sur Pare I)
transformic cet arc en un arc fermé L* régulier au sens ovdinaire (e’ost-
-4-dire admettant une tangente continue en fout point).

L’homographie (1) est eomposée d’une inversion (de contro au point
2, = @y+1y,) et d'une symétrie, d’olt il résulte lo critérium suivant de la
régularité d’un are L & Dinfini:

Pour que Parc L fermé & Pinfini soit régulier, il faut ot il suffit que:

1° la direction de la tangente au point # = &4y sur Vare L fende
vers une direction déterminde c’est-d-dive que le quotient des dérivées
z'[y’ tende vers une limite déterminée, finiec ou non), si le point # tend
vers Linfini dans wne direetion arbitraire sur 1’are L.

2° Les limites des cosinus directeurs (qui existent dans ce cas) du

vecteur z,2 (ol 2, est un point arbitrairement fixé, non situé sur are L)

(2) lim -- rz

2—>00 Iz zo{

Z-r00 Iz—' zn!

(eel)

admettent des valeurs opposées pour les deux directions do l'are I,

2. L’intégrale de Cauchy. Supposons que laré L de Jordan soit
fermé par le point & I'infini et régulier. Désignons par S* et §~ les domaines
du plan'Z situés par rapport 4 la direction positive de la ligne L de méme
que les demi-plans supérieur et inférieur de la variable complexe le sont
par rapport & la direction positive de I’axe réel. Considérons une fonetion
définie per l'intégrale impropre (si elle existe):

(3) Ulr) ;if%‘.(% &= 1m [ M) g

Noowo Iy T—2

ou Ly désigne une partie d’are L située & Pintéricur du cercle 2] < N.

THEOREME 1. 8i Parc L de Jordan, fermé & Vinfini, est régulier, les
égalités suivantes sont satisfaites:

4) f dr =l+mﬁ, st

g TF —nt, 8

A‘JGS"',
zeS”.

i Démonstration. Désignons par 1, et ¢, les points communs de
Pare I et du cercle [2] < ¥, et supposons que le point 1, soit postérieur
au point ¥;. Nous avons

/ dr y—
@) [ 755 =0 = g, ang 1,1,
L
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Liare L étant, par hypothése, régulier & 1'infini, les vecteurs st; et sty
tendent vers les demi-droites de sens opposés, si N — oo, Il en résulte
que le premier terme de la somme (4') tend vers zéro, si N — oo, le second
tend vers -+mi si ze8T et vers —ni 8i 2eS7 et N - co.

PEBOREME 2. Si Pare L de Jordan, fermé & Vinfini, est régulier, si la
densité complexe w(t) est définie et continue pour tout tel, ‘_eﬂ. outre si
la limite (finie)

() limu(r) = u(o0)
T OO

ewiste et si Dinégalité swivante est satisjaile:

(3) fu(x) — u(o0)} < ﬁ
(¢, a sont des constantes positives donmées), alors Vintégrale zmpropre (3)
existe.

Démonstration. Nous pouvoens éerire

fu(.,‘.)d., - fu(r)t——";(w) dr+ w(o0) f dr

T2 T—#

Ly Ly Ly

Désignons par 7, le point de Parc L, le plus rapproché du point 2, par o
la longueur de l'are z,7. Alors nous avons l'inégalité smv'mte (pour o
suffisamment grand):

’

L) —u(c0) | ¢ ¢
| =5

v el

en profitant de la propriété que pour Varc régulier & Vinfini 1(' rapport
o/t admet une borne inférieure positive, gi T oo,
11 en résulte Vexistence de la limite

*w{t)—u(o0)

'-' () —u(o0) i,

T—2

lim }

dr =
Now T—<

Ly i
comme intégrale d’une fonction non bornée au sens de Riemann. Done

Vintégrale (3) existe au sens de la valeur prineipale de Cauchy 4 Vinfini
ot nous avons, d’aprés le théoréme 1,

J'Mdr+u(w)ﬂ@ s weST
. g T2
e = | wmdr

J T—2 "
; J
L

a(7) — u(0) e

TR

—u(oo)mi, Bi #el7,
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Le théoréme suivant est évident: )

THEOREME 3. Si Pare L et la fonction wu(v) satisfont aux conditions
du théoréme 2, la fonction U(z), définie par Vintégrale (3), est holomorphe
séparément dans les domaines St et 87.

Nous étudierons maintenant les propriétés. de lintégrale (3) sur
la ligne d’mtéglatlon L.

DEFINITION 2. On appele valenr prmmpale d’une intégrale de Cauchy
et on désigne par le symbole

w
[0,
T—1
L
la limite suivante (si elle existe et si elle est finie):
- U
) lim f ® 4o (e,
&0 4, T—1

ol u(r) est une fonetion complexe définie sur L, I, désigne une partie
de l'arc L située & l'intérieur du cercle |z —1] < &

THEOREME 4. 8¢ P'are L de Jordan est fermé & l’mﬂm’ ot régqulier, si la
fonction complexe u(v) définie sur Varc L satisfait & Vinégalité suivante:

1

T—2, T—2

(M lu(r)—u(m)| < e "

0 <p<l)

(2, est un point arbitraive non situé sur Parc L, ¢ une constanie positive
fimée) et si la limdte (5) existe, alors la valeur principale (6) exisie pour toul
teL.

Démonstration. Soient denx points arbitraires a et b situds sur

Pare L tels que P'are I, avec le point ¢ soit situé & Pintérieur de Lare ad.
Done, nous pouvons éerire

) u(r)dr w(r)dv w(r)dr

L1, a1, L—ab

D’aprés 1a condition généralisée de Holder (7), on sait qu'il existe une
limite de la premiére intégrale

im | ur)dv _ f.?.‘;i’)f?f,
0 T—1 T—1
-l ab '
Pour la deuxiéme intégrale, le point ¢ est extérieur & Pare I - ab, done
on peut démontrer Vexistence de cefte mt;égrale de méme, que dans le
théoréme 2. Il en résulte la conclusion du théoréme 4.
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Nous donnerons maintenant les formules de Plemelj pour lés ares
fermés & Vinfini. '

THROREME 5. Si Pare L et la fonetion u(v) satisfont aux conditions
du théoréme 4, les valeurs limites U™ (1) et U™ (t) de la fonction U(2), définie.
par la formule (3), vérifient (pour tout teL) les égalités

(9) rey = wiu( 4 [BE
T—1
. T u(r)dr
(9% Uty = ..mu)+Lf L
ou les égalités équivalentes
- — _ (1) df
(10 T+ U = [ =2
L
0y U+(t)— U~ (1) = 2rin(l).

Démonstration. Soit une partie flxée ab de Varc I telle que le
point ¢ soit situé & l'intérieur de l'are ab. Nous pouvons écrire

Ul = f uw(rydr _ { r)dtd n f ’M(‘t)df

T—=2 T—

(107
On obtient d’une fagon bien connue

f()
7

u(r d’t

= - miu(t)+ f

ab

si le point 2 converge d’une fagen queleonque vers un point ¢ arbitraire
de Pare ab.
Pour la deuxiéme intégrale le point ¢ est extérienr au domaine d’in-

tégration, done nous obtenons

f u(rydr "‘ u(z)dv

~, 8 F->tead,
T—1

T2 J_

L—ah L-ab
Lol résultent les égalités (9), (9') (ou (10), (107) pour tout teL. Cher-

chons la propriété limite des égalités (9), (9'), si ¢ — oo Remarquons
quon a, d’aprés les formules (4) et (10),

. d
(11) !.J L e mi—wi=0

T—1
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et éerivons

dr.

az) R e

T—1 T—1

Pour déterminer la limite de Dintégrale (12) si ¢ - oo, décomposons cette
intégrale en la somme suivante:

1s) J u(z)de

r—t

= fﬂf){};(.f) (lr—}—;’ zl—(—ri——-wudr -+ [u(t) —u(o0) [f—dr

L-db ab ab
ot Paze ab est une partie de Iare L contenant le point ¢, telle que les longu-
eurs dos arcs af et b soient égales 3 unité, En désignant par s et o les
coordonnées curvilignes des points ¢ et = sur L, nous pouvons éerire, en
tenant- eompte de 'hypothése (7), linégalité suivante:

(14) 1 f w(ri :;I/(t)
b

B désignant la borne inférieure positive de la distance |v—g,|. 11 en résulte
que V'intégrale (14) tend vers zéro si t — oo

Pour étudier la premiére des intégrales (13) nous nous uppulerons
sur la propriété admise (5') et nous aurons

const 2
\tﬂzoi“ (1—w)B’

‘ const

[t — 2" fld—sl’ Hr—zl

! ‘4 ﬂl)——u(—oi)- dri < consti[ ’

A st it 1«\“]

L—ab P T—00 841

1
< const[l T + i ___11{1.]’

Qo résulte que cette intégrale tend vers zéro si § > H-oo.
Enfin, pour le troisidme terme de la somme (13), nous aurons Uiné-
galité

s—1 o0
I T—1

const 110 a—1
W 1 8 it

Q’o résulbe aussi que cette mtegmle tend vers zéro si |f| - co. Nous obte-
nons done la propriété limite
(15) im (409

1t~>oo ¢ T—

icm
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11 en résulte que les valeurs limites U*(t) de l'intégrale de Cauchy (10"),
vérifiant les formules de Plemelj (9) et (9'), tendent vers les limites
suivantes: ‘

Hm Ut () = Ut (o) = +miu(oo),
(16) e

Um U™ (t) = U™ (o0) = —miu(oo)

|t} ~>o00

et nous avons les propriétés limites
(16) Ut(oca)+ U (o0) =0, U*™(c0)— U™ (00) = 2miu(cx).

TaRoREME 6. Sz Parc L et la fonction u(r) satisfont aux conditions
du théoréme 4, la fonction

(17) a() = f“—@ ax
2 T—1
satisfait aus inégalités
. 1
(18) [4(8) —a(t)| <eD - )
t—2, t,—2,
(18" % (8)| < eDy+2ne’,

o les constantes positives D, D, ne dépendent pas de la fonction wu(1);
¢ = sup |u(7)|.
732

Démonstration. Transformons le plan Z de la variable complexe
par Ihomographie (1). An point ¢ correspond le point s = 1/(t—z,), au
point 7 — le point ¢ = 1/(v—=z,). Inversement:

(19) 2= 1+zuw’ t___l—}—z‘,s7 _14—%67 dr:—k.
w s o a?
Désignons
1
200 4@) = a(—‘:@ﬁ) — a%s), w(r) = u(—lﬂ) — u*(0).
[

Remarquons, en outre, que homographie (1) transforme l’arc L en un
are L* régulier, fermé, sans points multiples et de longueur finie. Nous
pouvons maintenant écrire

w* (o)

* _ 1
(21) a(h) = 47(s) = ) (1+200)[o—(L+28)/s ('F)da

f su (o do J’
A §(1+%290)— 0(142,8) = u—s)
_ fu"(a)da fu*(cr)da :
2 078 A o
Annales Polonici Mathematici VIII 11
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La fonetion w(t) satisfait & Pinéealités (7);. nows:awemmsdowe Tos indgalités
(22) u*(o)] = |u(7)| <

1 1

u* ()] = [u(z)—u(m)| <o = clo—oyf"

(22)  |u*(0)—

T—2% T—%y

En observant que la fonction w* (o) satisfait aux conditions (22), (22'),
nous pouvons appliquer le théoréme de Plemelj-Privaloff et les autires

inégalités bien connues:
‘ do
f o—8

(23) (e < fﬂ%:i(i {H“ @) +
L* *
| [ (0)—u"(0) o
4—‘:f~—~T*—-dcr’—!—u(O)L[a

dl, - dal, -
< cim 4 |mia (s)]+0i[W:¢ + [miw (0)].

Mais

[*(0)] =limju*(o)] = lim |u(z)| = lim|u(z)] < ¢,
o— 1/(x—2p)—+0 700

d’on résulte I’inégalité (18’), si nous admettons

@ Dl:f}}?fw S|1”+f|ail"

D’aprés le théoréme de Plemelj-Privaloff, nous avons

I

1

T—&y Ti—#

*(s1)] <eDjs—s,|*=cD

(28) [@(8)—a(t)| = |u*(s)—u

Le théoréme 6 est done démontré. 3
THEOREME 7. 81 Darc L satisfait aux conditions du théoréme 4, st la
fonction w(A, ), définie pour A, vel satisfait & Vinégalité

IS S S I S 1l“]
[2—2, }.l—~z‘,\+|r—z0 T — 2|

(26) |u(4, 7)—u{d, o) < 0[

(¢ est ume constanie positive, 0 < u<1,0<»< 1) et si la limite (finie)
suivante ewiste:

(26") im w(4,7),

A,7—>00
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la fonction définie par Vintégrale singuliére

d

(27) @1, 1) = IM

T—1

4
satisfait auw inégalités suivantes:
1 1| 1 1

28) (4, 1) —u(hy, )] < D[‘ - } _ ]
(28) [A(4, 1) ~u(dy, 8)] <e u_zO /11“‘301 —2 2 ’
(28") [4(4, t)] < eD'+2n¢,

o les constantes D, D' ne dépendent pas dé la fonction u, @ est une constante
positive inférieure & Punité, ¢’ = sup|u(2, ).

Démonstration. La conclusion du théordme résulte, par une
démonstration analogue 4 celle du théoréme 6 et du théoréme correspondant
pour les arcs fermés de longueur finie.

COROLLATRE 1. 8% Darc L satisfait aux conditions du théoréme 4, st la
fonetion w(t, r) définie pour t, vel satisfait & Dinégalité

1 ” 1 |
| N i

29 u(t, T)—u(t <Le
(‘ ) | ("T) (I’TI)I = [|t~z0 tl——zn' |T—zo T1~zﬂl

(¢ est une constante positive, 0 <y < »
existe:
(29") lim (3, 7),

t,r—0a

< 1) et la limite (finie) suivante

la fonction définie par Vintégrale singuliére

(30) a(ty = f w4

i T—1

satisfait aux inégalités suivantes:

3

1 1

(31) () —u(t)] <D

’

1—2, 1, —2,
(31) [w(?)] < oD’ + 2w’

o les constantes positives D, D' ne dépendent pas de la fonction wu,
¢ = suplu(t, 7).

Démonstration. Elle résulte immédiatement du théoréme 7, si
nous admettons que

d<u<v<l A=t
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Remarquons que les théorémes 5, 6, 7 et le corollaire 1 sont vrais, si
nous admettons L = Lo+Iy-+...+ Ly, 0t Ly est un arc de Jordan, fermé
& Dinfini et régulier, L, (» = 1, ..., p) sont des ares fermés de J orda.n. 1“égu-
liers (de longueur finie) et tous les arcs L (»=0,1,...,p) sont disjoints.
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3. Application a une équation intégrale singuliére non lin.éaire.
Les propriétés démontrées dans le corollaire 1 peuvent étre appliquées
4 Déquation intégrale singuliére non lindaire :

wlt) = lfK[t’ 7, %(7)] dv,
L

T—1
ot L = Ly+IL+...+Ly, L, désigne un are de Jordan fermé & 1’ir'rfini
et régulier, L, (v =1, 2, ..., p) désignent des arcs de J orda,l} réguliers,
fermés et disjoints, qui sont contenus & Vintérieur du domaine Z—IL,.

Nous avons ainsi deux théordmes sur existence et Punicité de la
solution de I’équation (32).

TufoRAME 8. 8i Dare L, de Jordan fermé & Uinfini est régulier, si
les ares L, (v =1,2,...,p) de Jordan réguliers, fermés et disjoinis sont
situés & Vintériewr du domaine Z—L,, si la fonction K(t, v, &) définie
pour t, el = Ly+Iy+...+ Ly, |8l <R satisfoit & DPinégalité

1 1

(33)  |K(t, 7, &) —K(hy, 71, £)| < kHt_—'zT, _

(32)

v

_|_

ty—2
1 1

M
+ +1E—&

| a>no<u<rsn,

T—2 T1—%

et si la limite suivante existe

(33" lim K(t,, §),

t,z—>00

alors, pour les valeurs du paraméire A satisfaisant & la condition

(34)

. %
A<= mn[kD(1+x) )

o]
kD' (14 %)+ 2ms, (K) I
(04 % désigne un nombre positif arbitraire, s,(K) =  sup

|If(ta 7, £, les
trel; <R
constantes positives D, D' sont celles qui figuremt dans le corollaire 1),
Véquation (32) admet au moins une solution dans Vensemble T, des fone-
tions qui satisfont aux inégalités
(38) lu(®)] < R,
"

1

1, — 2o

(35) [u(t) —u(ts)] < =

t—2,

(nous supposons que la limite finie limu(t) ewiste).
t—> 00
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Démonstration. Elle résulte du corollaire 1 et du théoréme du
point invariant de J. Schauder d’une manidre analogue aux considéra-
tions de W. Pogorzelski [3], si dans toutes les inégalités pour les fonctions
K et u nous remplagons ¢, v resp. par 1/(t—z,) et 1/(zr—z,).

THBOREME 9. Si les conditions du théoréme 8 sont satisfaites, si en
outre les fonctions K™ =reK et K® = imK admettont des dérivées par-
tielles Kg? satisfaisant auz conditions

(36) |K£;») (s Ty By, 25) “K:(c?(t/: 7 -’b‘i, mé)l

1 b
<k [ — |
= [[t—z,, ¥ —2,|

1 10 , .
+l —— i +|071—-£I71|—f—|w2—w2]:|
0

e s
(& = +img, by > 054,51 =1,2; 0 < p<» <1,
alors pour les valeurs du paraméire A satisfaisant & Pinégalité

87 14l < minf4,, (D+D") A+ 2nk, (D+D’) B]

(ot les constantes positives A et B ne dépendent que des coefficients ki)
Péquation (32) admet dans Vensemble B, (voir les inégalités (35), (33')) une
solution unique, qui est la limite daprés la norme

~ ‘ |u () — u(ty)|
lfull = supu(s)] + bt LJ(t—20) —1[(t —2a)]"

de la suite des appromimations successives

(38)

Unir (1) = 24 J.EE%’:MCH
i

(uy est un blément arbitraire de Uensemble E,).

Démonstration. Elle résulte du corollaire 1 et du théoréme du
point invariant de Banach par un raisonnement analogue & celui du
travail [4], si nous remplagons dans toutes les inégalités, concernant les
fonctions K et u, ¢ et v resp. par 1/(t—=z,) et 1/(v—2,).

Les théorémes 8 et 9 peuvent &tre facilement généralisés pour les
systémes non linéaires de la forme (32). Il suffit, comme dans le travail [5],
de considérer l'espace des fonctions admettant les valeurs d'un espace
de Banach et de formuler les théorémes 4, 5, 6, 7, 8, 9 pour ces fonetions.

4. Probléme aux limites de Hilbert. Désignons par I l’ensemble
de p+1 ares de Jordan: L = Ly+IL,+...+L,, ol tous les ares I, (v =
=0,1,...,p) sont disjoints. L’arc L, est fermé & Dlinfini et régulier
(au sens de la définition 1), les ares L, (v =1,2,...,p) sont réguliers
et fermés. Désignons par Sy le domaine situé par rapport & la direction
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positive de la ligne L, de méme que le plan imz < 0 I'est par rapport
3 la direction positive de Paxe réel, par S, (v =1, 2,..., p) les domaines
situés & intérieur des ares I, (nous supposons que tout arc L, est situé
5 lintérieur du domaine Z— (87 +L,)), par 8~ = 8y +...+ 85, par 8*
le domaine Z— (8~ +IL). Soient p-+1 points &, (v =0,1,2,..., p) situés
4 Dintérieur des domaines S, resp.

Désignons par 4, (v = 0,1, ...) Paccroissement de argument de la
fonetion G(t), lorsque le point ¢ décrit la ligne fermée I, dans le sens
positif pour » = 0 et dans le sens négatif pour» =1, 2,..., p:

1 1
(39) 2y = —[argG )]z, A =—[arg@t)ls, (»=1,2,...,p).
Tt 27

Soit un nombre entier x = A,+A,+...+4,. Désignons encore
(40) L H(z) = (g—ea)M.. . (2—2,).

Le probléme homogéne de Hilbert s’énonce comme il suif:

Trouver une fonetion @(z), holomorphe séparément dans les domaines
8*, 87, ..., 87 (& Pexception du point z,, situé & l'intérieur du domaine
8y, ol la fonction @(z) peut avoir un pole), dont les valeurs limites @
et @7, relativement aux domaines St et S~ satisfont 3 la condition

(41) S (t) = G)D(f) pour tel.

Nous admettons les hypothéses suivantes:
1. G(t) # 0 pour tout tel.
2. 11 existe deux constantes positives cg et cy telles que

' . (t—zo)“ "
42 0 < g <lm ——— Gt Cq -
(42) e < ) &) <ca
3. L’inégalité suivante est satisfaite:

1 1

"

(43) 64)—6(t:)] < o

0 .

—2y f—2 O<wu<1)
Le nombre entier x est dit indice du probléme de Hilbert. Introdui-

sons une nouvelle fonetion:

; t— 2)*

m G,y = S2 gi.

(44) olt) = 6

La ft?nction G, (%) satisfait aux hypothéses 1 et 3 et elle admet une branche

continue du logarithme. Hvidemment la fonction (t—2)™ (v %£0)

icm
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subit sur I, I’accroissement 1,; la fonction G (i) admet l’accroissement
—1,, done la fonction @,(f) n’éprouve pas d’accroisseinent. Sur l’arc L,
1a fonction (f—=z,)* subit 'accroissement —x/2, G(t)/II(t) 1’accroissement
(AgFAr+...+4,)/2 (le point z, est situé dans le domaine Sy, par rapport
au quel I’arc I, est orienté négativement) done la fonetion &, (t) n'éprouve
pas d’aceroissement.
Désignons .
@(=)/II(z), si ze8T,

(43) PO = ory o), s zes.

La nouvelle fonetion inconnue ¥(z) est évidemment holomorphe dans
les domaines S* et S~ (excepté le point zy, ol il peut y avoir un pole).
Nous pouvons maintenant écrire la condition (41) de la facon suivante:

(46) P (1) = G, (1) P (1),
ol
(46") %+ () — ¥ () = InGy().

La fonetion In¥(2) est continue ¢t holomorphe sépa.fément dans les
domaines S*, §~. Done, d’aprés les formules (10) de Plemelj, nous avons

1 In@G
(47) ) = n¥P() — —— f (o) 5.
2mi T—2
£
e
(48) P(z) = "0,
Nous en obtenons la solution canonique de la fagon suivante:
II(z)e"™, s ze8T,
(49) X(2) = n .
(g—2o)*e™®, si 287
La solution générale est donnée par la formule
(50) B(2) = X(2)P(1/(z—2)),

ol P(2) désigne un polyndme arbitraire de la variable z.

D’aprés la condition (41), la fonction @(2)/X (z) est holomorphe dans
tout le plan de la variable complexe (excepté peut-étre le point z,, ol
cette fonetion admet un péle).

Si l'indice x > 0, le probléme résolu de Hilbert admet » solutions
linéaires indépendantes et égales & zéro au point z,:

X(2) X(2)

eme U e

(51) X(2)
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11 en résulte gue chaque solution de ce probléme pour » > 0 admet la
forme suivante:

1
52 @z:XzP,‘_(———-—)
(52) (€)= X Pun |5
ot
P,_i(2) = Cot... 40 y2,
Cy, Oyy ..., Cp_y tant des constantes complexes arbitraires.

8i I'indice » < 0, le probléme résolu de Hilbert n’admet pas de solu-
tion g’annulant au point 2z, (exeepté la solution @(z) = 0). Chaque solu-
tion admet au point #, un pole d’ordre —x-+%, done elle a la forme sui-
vante:

1

Les valeurs limites de la solution canonique, X*(¢) et X~ (¢), d’aprés
les formules (10), (10') satisfont & l'inégalité suivante:
"

1 1
1—2,

(54) [X* () —X* (1)) < ex

t—2,

avee le méme exposant x que la fonetion donnée G(z).

Soit L = L,. Transformons le plan de la variable complexe & 'aide
de 'homographie (1). La fonetion G*(w;) = G*(1/(t—=2,)) = G(i) véritie
la condition de Holder avec I'exposant u. Alors nous pouvons résoudre
le probléme de Hilbert pour la ligne transformée L} et la fonetion G*(w,).
1 est évident, en appliquant la transformation inverse z = (1 4-2zyw) [w,
que la fonction X, (s) = X*(w) = X*(1/(z—#,)) est la solution canonique
du probléme de Hilbert pour Pare I, et la fonction G(f), donnée par la
formule

X, (2) = X ()"

et que les indices des problémes satisfont 4 'égalité
%t x* =0.

Le probléme linéaire non homogéne de Hilbert consiste & trouver
une fonction &(z), holomorphe séparément dans les domaines 8*, 8y,
N (excepﬁé le point z,, o elle peut admettre un péle), dont les valeurs
limites @+ et &~ relativement aux domaines S* et §— satisfont & la eondition
(55) (1) = ¢S (1) +g(1)

pour tel.
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Nous admettons les hypothéses 1,2,3 et I’hypothése suivante:
4. La fonction g(?) est définie pour ¢eL et elle satisfait & 1'inégalité

(56)

lg (@) —g(t)] < gl ;_1—— ! 0<u<1)

2 i — 2
en outre on suppose l’gxistence de la limite (finie) tlimg(t) = ¢(o0).
Soit X (2) la solution ecanonique du probleme*l;oomogéne. Alors
G(t) = XT (/X (1),
d’oli, d’aprés la condition (53),

PHY) D) g
Xt (1) X~ (1) Xty

Nous obtenons, d’apres les formules de Plemelj (10%), que

P(x) 1 g(r)dr 1
X)) 2mi ) XF(r)(v—2) (z~z)

(87)

(la fonetion @(z)/X(2) peut avoir un pdle au point z,), d’on

X(2)
27 7

g(r)dr

) T@E—a)

D(z) =

1

+X(2)P (Z—M zo) s
oll P(z) désigne un polyndéme de la variable z.

8i l'indice » > 0, nous obtenons la solution @(z) s’annulant au point z,
en admettant que P désigne un polyndme de degré non supérieur & »—1.

8i » = 0, le probléme non homogéne de Hilbert admet une solution
unique que nous obtenons en admettant P = 0.

8i » < 0, la solution du probléme non homogéne existe, si P = 0
et si dans le développement de la fonetion

1 gmar 1 °°ﬁ”_ ;[ glmar
EEL Xt ) (r—2) -'27:2!2:(” z°)Lf(r—zn)’+‘X+(r)

(59)

=0

les coefficients
f g(z)dr
J r—a)/ X (1)

sont nuls. Dans ce cas, la solution est unique. Cette condition est
aussi nécessaire.

=0 (=0,1,...,%x—1)
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5. Inversion de l'intégrale de Cauchy. Soit I'égalité

R UL

(60) T:iL v‘z'—

ot L est un arc de Jordan fermé & 1’1nf1n1 et régullel Nous admettons
les hypotheéses suivantes: '

La foncmon donnée f, est définie pour teL et satisfait & 1’1néga11té
< 1 1y
(61) [fa(t)—fa(t)] < c, i—2, - o — 7
en outre on admet que la limite (finie) hm f2 = fy(o0) existe.

Cherchons la forme de la fonetion fl Intmdulsons la nouvelle fone-

tion inconnue
1 (v)dv

(62) o) — — ﬁ——.
4T o T—%

L
D’aprés la formule de Plemelj (10) nous pouvons éerire la formule (60)
de la fagon suivante:

(63) DT (1) + D7 (1) = fa()-

Nous avons ainsi le probléme non homogéne de Hilbert ol: G(f) = —1,
% =0, IT(z) = 1. Il en résulte les formules

InG,(t) = =1,
1 midr. 1 dv nif2, s ze8T,
I(z) = — f == ™ _ )
2mi ) r—2 2 T—2 —mif2, s ze8T,
lez o o 4
X(2) = T = e“—z,. b].. zeST,
e = —, 8l zefT,
X:(t) = i
Alors
X
(64) o) = 2L (1) g
271 T—1
L
d’ol
LIS o t)
D= (1) = —_— f
W==*57 Ty T T)(’t—t)
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Nous avons, d’aprés les formules (10), (10') de Plemelj,

65)  h() =5 [#*()— 2" ()

_1 X0+ X Xt — X~ (1) a(7)dr
T2 i 0+ Lf X+ (z)(r—1)
1 i+ (—1) t—(—1) fa(7) 1 i)
=3 Tam Ot 55 i(r—1) dr = EL ——

Done la fonction f, est définie par la formule (65) de la méme maniére
que la fonction f, ’est par la formule (60). I1 en résulte 1’égalité importante

(66) = el [ e =
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