EY) 7. Opial

Cette fonction nest pas dérivable au point h/2, elle n’appartient done
pas & la classe de fonctions qui interviennent dans I’énoncé du théoréme.
Mais, comme ,(t) peut &tre approchée convenablement par des fonetions
de classe O, il en résulte que dans P'inégalité (5) le coefficient h/4 est le
plus petit possible.

Le théoréme se trouve ainsi complétement démontré.

On pourrait démontrer méme davantage: le signe @’égalité dans la
formule (8) n’est possible que pour les fonctions Ozy(t) o O est une constante
arbitraire positive, de sorte que pour toute fonction x(t) de classe O satis-
faisant aux conditions (1) on & dans (5) une inégalité forte.

5. Soit y(t) une fonction de classe C! satisfaisant aux conditions
(1). Appliquons V'inégalité (5) & la fonetion @(f) = Vy(t) ce qui nous
donne inégalité suivante

A A

hory®)

() dE < - f .
ay [wwa< g [*0
[] [
Cela veut dire que la variation totale de la fonction y(f) dans lintervalle
<0, k> se laisse évaluer par l'intégrale de la fonction Y2 @)y (1).
De Vinédgalité (11) on tire immédiatement )
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Sur les zéros d'un polynéme contenant des
paramétres arbitraires

par W. JANKOWSKI (Poznan)

Je me propose, dans ce travail, de compléter la démonstration du
théoréme suivant:

Le polyndéme
(1) (#+P)° -+ agPtt - beP?

a au moins p zéros dont le module ne surpasse pas le nombre

2(p+1)+V2p(p-+1) 1P|
2 .

La démonstration de ce théordme a 6té donnée() dans les cas sui-
vants: 1° |a/b] < R, 2° R/A < |a/b| et, en partie, dans le cas R < |a/bl < R/,
oll
_ 2@+t 2@+D) V1)

2 ’ 2(p+2)

Nous établirons le théoréme dans le cas ol R < |afb| < RfA. Nous
avons déjd démontré que si R est la borne supérieure du module de p
zéros du polyndéme

(2) (+1)P+ az? T+ bP+2,

le nombre R|P| est la borne supérieure du module de p zéros du polyndme

(1).

R

Nous écrivons le polynéme (2) sous la forme
+1P
3 A (—a—b [———(—z—-————-—l .
(3) (—a—be) P a—ba)
Nvous admettons que —n <a =arge <=, —=n+a Lp=argb<=w+a,
ol —n < a—p < n Soit 2 =Re?, ol a—p <P <2nt+a—f, 1é

(1) W. Jankowski, Sur les zéros des polyndmes contenant des paraméires arbi-
iraires, Annales U. M. C. 8. Lublin, Sectio A, 5 (1951), p. 31-92.
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quation de la circonférence C. L’expression (2 41)P [P —a—bz), ol
2 = Re , sera désignée par f(z) ou encore, B étant constant, par f(4).
Nous désignerons par I' la transformée de la circonférence ¢ par la fonction
w = f(2). La courbe I" est une courbe fermée et peut se couper elle-méme,
mais elle ne passe pas par l’origine, puisque f(z) # 0, lorsque z appartient
4 0. En désignant par W (2) le polynéme (2) et par Z le nombre des zéros
de ce polyndéme & l'intériecur de ¢ nous avons

1 Wi 1
= -2—7:-7;-0 —W—(;)«dz —?n_—Aga,rgW(z)

1 1 1 )
= %Acgrgz”+1+5;40a1'g(—a—bz)+—2—;A0aﬂ'g|‘f(z)-—1]

1 f(2) 1 dw
= 2 (P gy o pld
PSS Of 1% p+l+2nirfwm1 -1

+indp(1)(?).

La démonstration consistera & prouver que I’indice du point 1 par rapport
4 la courbe I"n’est pas inférieur & —1. L’expression (), obtenue de Pex-
pression f(#) en y remplagant a, f et 4 par —a, —f et — 9, est la conju-
guée de () et la courbe I, transformée de la circonférence € par la fonc-
tion w = F(9), est symétrique de la courbe I' par rapport & Daxe réel.
11 suffit donc de se borner, dans la démonstration, au cas 0 < a—f < =,
car &l pour a = [aj€™, b = |b|é¥ ot 0 <arga—argh <= F(P) décrit
la courbe I'y Pexpression f(9) déerit pour @ = |a|e™™ et b = |ble™ %, cent-
-a-dire —m < arg@—argh < 0, la courbe I' symétrique de la courbe I
par rapport & l’axe réel. Nous établirons d’abord quelques lemmes.

Lemve 1. 8 B <la/bl < R[4, Vintervalle {a—pB,2n+a—p) con-
tient deux racines aw plus de Uéguation %arg f(z) = 0.

Démonstration. Nous avons

d (Z o of! /
%a,rgf(z) =Wim[log]‘(z)] = im[mf (z)] = re[ﬂ*@]

f(2) f(2)
R-+cosd R+|a/blcos(d— a4 B)
=y R— —
P T foReoss P T T R R i o R a b c0s (8 — alh)

ol a = argae, f = argh.

(%) 4o arg(—a—b2) = 0, car |a| > [b|B = [be|.
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d
L’équation E’Tal'gf(ﬁ) = 0 prend, aprés quelques transformations,

. forme

a .

b

2(p+3) R = | cos (a— B)cos> 9+ 2(p -+ 3) R? % sin(a— f)cos dsind+

2
+{[(2p+3)+3R2]R cos(a—f)+ (p+2)R‘%]| +(p+ 4)R3}cosﬁ+

lz

! +(p+2)R*+

|8 ofs

+[(2p+3)+3R2]R|

1o

En posant cosd = x, sind = y, nous obtenons le systéme d’équations

(4) :E2+y2=1, F(m)y) =0,
ou

sin(a— B) sin’L‘>—1~[2l’i“"—!—R2

a
b

+(p+1)

a
b

Pz, y) = 2(p+3) B| = |cos(a— B)-a*-+ 2 (p+ 3) B % sin(a— B) @y +

a
b

P 2
+{[<2p+3)+3R2]R;% !cos(a——ﬂ)-ﬁ-(?-l—z)Rl%l +(p+4)m}w+[(2p+3)+
a

a"]
b il

L’équation F(z,y) = 0 représente une hyperbole dont le centre 0 a Jes
coordonnées

2
+3R R +{p+2)B*+(p+1)

%]sin(a~ﬁ)-y+[2R"+R’

o 3R*+2p+3

T 2(p+3)R

o — (3R*+2p+3)|afblcos(a— ) — (p+ 4) B*— (p+2) |a/b]’
[ .

2(p+3) Blafb|sin(a— )
Nous passons du systéme Ozy au systéme O;%uv que ’on obtient en effectu-
ant d’abord la translation o = 2,4+ %), ¥ = ¥y, + ¥,, et ensuite la rotation
du systéme O,z,y, d’angle (a—pB)/2. Dans le systeme O,uv I’équation
de T'hyperbole prend la forme
a—p

P 2
7 5 sin’ v+
p(R—1) (B —|a/b]") _

2(p+3) -

cos®

u?—2(p+ 3) R?

2p+3)E 3

a—B
2

._I_
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Les directions asymptotiques de cette hyperbole dans le systéme Owmy
sont déterminées pas 1’équation

@
b
Elles sont paralléles aux droites # = 0 et cos(a—p) w+sin(a—p)y = 0.

. 3R*4-2p+3
L’une des as totes de Phyperbole est doncla droite # = — —(————rpm.
e e 2(p+3)E

cos(a— P+ 2(p+8) R — |sin{a ~ B)ay = 0.

2(p+3)R

a
b

I'abscisse du sommet de ’hyperbole F(z,y) = 0, contenu dans le demi-

2 3
-ﬁi@i—, est égale 4 l'expression
2(p+3)R

SRt ”]/p(m—nua/w—m
2(p+3)R 4(p+3) B afb

-plan > —

ot elle nest pas supériewre & —1, puisque Vinégalité

 3R*2p3 ]/'b‘(ﬁz”:f)("\)ﬁiﬁfza’i) -
2(p+3)R 4(p+3)2R2|afp]

fournit, aprés transformation, linégalité

a .,
*};‘ =0,

2
~p(R2—1)-(% —Rz)+[3R2-‘>(zo+3)R+(2p+3)P

i

qui est vérifide lorsque R < la/b| < R[4
2R242p+3
2(p+3)E

3R2+2p+3
~——+—Z-)—+—< —1. La branche de l’hyperbole qui

2(p+3)E
. 3R+ 2p3
est contenue dans le demi-plan © < — -———-——— Tne coupe donc pas
P 2(p 3 P P
la circonférence #?+y* = 1. En tenant compte de la position du sommet
de la seconde branche, la circonférence a2+ y* = 1 est coupée par un are

au plus de cette branche, du sommet & Dinfini. Le systéme (4) a donc

L’asymptote # = — ne coupe pas la circonférence

g4y =1, car —

deux solutions au plus. Par conséquent Léquation —0—;—% argf(9) = 0 admet

dans intervalle {a—f, 2n-+a—p) deux racines au plus.

Désignons (z-+1)7/"T par u(#) et (—a—>be) par »(9). Alors on &
F(#) = u(#) [v(#). Nous admettons que argu(0) = 2m.

Nous allons prouver que dans Vintervalle <0, =) on a Vinégalité

(8) In < argu(®) —argu(n-+9) <.
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Dans ce but nous &btudierons la variation de la fonction ¢(9)
= argu(d) —argu(n-+¢) dans lintervalle 0, w>. Nous avons

4 i) = ph— ETCS oy < PR +1)
() = pR ey ) SpTy (e

_ —B+4p+1

- R-1 <9

puisque B > p+1, et

Aga: (0~l'u’dz—' 1)2m = —92
foargu() _,iJ — i = (p—p—1)r = —2=.
En admettant argu(0) = 2r nous avons argu(2t) = 0 et argu(w)
= arg[ —(R—1?/RP*'] = =. Il en résulte que
9(0) = g(n) = =.
La fonetion g(#) admet dans Pintervalle (0, =) sa plus petite valeur
pour & = %=, puisque
R+ cosd R—cos?
() = pR - — 1)—pR———— 1
¥ =R g s~ W PR e o Reess T P Y
cosd
(R*+1)2—4Rcos*d
Dans Dintervalle <0, x> Pinégalité ¢(in) < (#) <= est done vérifide.
Pour établir I'inégalité (5) il suffit donc de prouver que ¢ (3m)—3m > 0.
Nous avons
n (Ri+1)P{ —Ri)P*! (—1)(Ri+1)? 1
—| = ar = L T = —2p-arctg— .
q’(‘>) Ve RPN R pLP e (Ri—1)P prarctgy+
En profitant de linégalité 0 < arctgl/E < 1/E nous aurons

= —2pR(R*—1)

(7:) T 9 J‘Ctgl+ﬁ> 2p+71:> 4p
T o aete e 4B P T
\2 2 b R 2 R 2 2(p+1)+V2p(p+1)
: — 3 2 —2)p+6
DT SR S Che)] & Y
27 apt+n+p/2e 2 2[(2+V2)p+2]

puisque p >> 1. Nous avons ainsi démontré que linégalité (5) est satis-
faite dans Pintervalle {0, =).
Les valewrs de la fonction v(#) = —a—be = — |ald®— |b| Re'®+P)
appartiennent & la circonférence de centre —a et de rayon |b|R < |df.
Admettons que '

(6) 0 < argfla—p) < 2w.
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Nous allons prouver que si cetite condition est vérifide etisi 0 < a—f <m,
on a
-7 < argv(a—f) < 2w.

Nous avons admis (p.36) que argu(0) = 2=. Il en résulte que pour
0<a—f <= onanrn<argu(e—p) < 2r et par suite

— < argo(a—f) = argu(a— ) —argf(a—p) < 2,
o

%1 +Rei(0-—a+ﬁ))] =+ atarg (l?} ] + Imri(a-adrﬁ))

argo () = a,rg[~— 0] ei"(

= w4 atarg (’ % [ + Re*“’""‘*ﬁ“’“)) .

Bi ¢ =5nnta—p (n= 0,1,2), on a argv(#) = n-+a, car |a/b] > R.
Nous avons done

7 argv(nrw+a—B) = argv(a—p) =n+a (n=10,1,2).
8i 9 appartient & Dintervalle (a—p, n+a—p), on o
() argo(a—p) = m+a < argv(d) < n+at+§(@—atp)
= argv(a—p)+ +(#—a-+p) < argo(a--p)+ ir,
puisque 0 < $—a+p < = et de 1d 0 < arg(|a/b| + RBP4y < 1(d--a-+p)
< =
8i & appartient & Vintervalle (n+a— B, 2n+a—p), on o
(7 argv(a— f)—r <argo(a—pf)+4(f—a+p—2x)
< argo(d) < m+ta = argv(a—4p),
puisque —n <d—atf-2x <0 et de la —fnm<PP—a+p)—m=
< arg (|a/b] + Re"®-o+P=2my ¢, H pr==
3 LeMME 2. 8i 0 Sa—f < e 0<argfla—p) < 2%, on a, dans
Vintervalle (a— B, 2n+ a—p), Pinégalité
- argf(a—p)—2n < argf(9) < argf(e—p).
Démonstration. Si 9 appartient. & lintervalle (u— 8, x4 a—f),
on trouve, en profitant des inégalités (5) et (7')
argf(a—p)—3m = argu(a—pf)— = —argv(a— ) — i
< argu(vc-i—a%ﬂ)—a,rgw(a——ﬁ)——g}c
() u(a—p)

arg < W = argf(9#) < arg@)(a 5

= argf (a ~#3).
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Si 9 =n+a—4p, on a, en tenant compte de I'inégalité (3) et de
Iégalité (7),
argf(o—p)—= = argu(a—f)—w—argv(e—4p)
< argu(n+ a—p)—argv(n--a—p)
= argf(9) < argu(a—f)—dn—argv(a—p)
— argf(a—f)— .
Si ¥ appartient 3 Dlintervalle (m+4a—f,2n+a—p), on obtient,
en raison des inégalités (5) et (7"),
argf(a—f)—2n = argu(a—f)—2n—argv(a—f)
9
< arg% =argf(H) < argu(n-+a—f)—argv(a—pf)+ 3w
< argu(a—f)— in—argv(a—p)+ 4n = argf(a—p).
La démonstration du lemme 2 est ainsi achevée.
LEMME 3. 8 0 < a—B <= et 0 < argf(a—p) < 2w, Déquation

(8) argf(z) = 0
a, dans Vintervalle {a—§, 2n+a—f), ou moins uné et aw plus trois ra-
cines.
1 Y4
Démonstration. SiR < ]% , la fonction f(2) =,;’T‘(_fj———a):l;) a &

Pintérieur de C p zéros et p+1 pdles. Done

1 7
Agargf(z) =7 ff((:)) dz = 2n(p—p—1) = —2m.
c

D’aprés le lemme 2 on a dans lintervalle (a—pB,2n+a—§)

argf(a— B)—2n < argf(#) < argf(a—p) < 2.

A cause du lemme 2 et de la continuité de la fonction f(z), lorsque = déerit
la circonférence C, et en raison de 1’égalité Agargf(s) = —2m, la fonction
argf(z) admet dans Vintervalle {a— g, 2n+ a— f§) chaque valeur de l'in-
tervalle (argf(2m+ a—p), argf(a—p)y au moins une fois et, eu égard
au lemme 1, an plus trois fois. Par conséquent I’équation (8) & dans I'in-
tervalle {a— B, 2r-+a— f§) au moins une et au plus trois racines (fig. 1).
, Désignons les trois racines distinctes de I’équation (8) dans Vinter-
valle {a— B, 2n-+a—f) par 9, 9, et 95 de telle maniére que

a—f < <P <O < 2mte—p,

d
et que [% zm',grjtﬁ)]‘%_‘,2 =0.
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ayfe)

arg flow-B)

[WA 2m+oi-f8
+

of s« N FJh

-awarg ﬂ&ﬂ)}

Fig. 1

LEMME 4a. Si 0 <<a—fB < on a a—f < $(9+ D) < m-ta-—p.
; Démonstration. A cause de linégalité a—p < & < 9y, Véga-
ité a—p = §($+9,) a lieu lorsque a—pg = & = ¥y; mais on aurait

d
alors [—— argf(9) = 0. Cependant on a
ad Bma~p
d —R4+p+1 R
_a,rgf(ﬁ)] < P <
[dz‘} . pmap > R—1 Rlajb] = 0.

Donca—f < §(d,+dy).
Bi ¢ <mda—p, linégalité o—p <9 <
- < ¥, entraine
a—ﬁ‘<%(191+192)<7r+a—/3. D "
8i 4y =mn+a—p, on ne saurait avoir ¢ = 9,, puisque 1’égalité
? =1, a lieu lorsqu [i = @ ;
y N que Fr argf(9) oy 0 et |— argf(d) pty = 0.

Mais l’expression @

@ _
[ argf(ﬂ)] = PR(R?—1) oo - $in(m-Fa—f)
w I v Ty

. . 2

n’est pas supérieure & zéro. La condition [ﬁ%; arg f(ﬂ)] 2 0 ne pour-

rait donc étre rempli —f = 3i -

[ ’ r plie que pour a—f = 0 ou 7. 8i a—pf = 0 ou =, on u
=5 el (#) J

<zmta—f.

. 7 0. Done 9, < &, et par suite w-- f << F(9y+ D) ‘

P=r-ta—

Simta—p<dy<2mta—p, 0 [f‘
) ) < a—p << ot | — aref (¥ N
: ’ p<r d mgfw)]o-ag'éw’
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on frouve

d d d
[‘Eg argf (#)]6=2(n+u—ﬁ)—02 Z [% are 7 (’ﬂ)]ﬂnz(n+a—p)—oz - [‘(l.ﬁ~ ‘Mgf (_19)]":02

— R R+cos[¢,—2(a—p)] R R+-cosdh,
= PR G o Reos(9i—2(a—B)] | E+1+2Reosd,

. sin (8 — a)sin(d, — e+ B)
= pR(E*—1) {R?+1--2Rcos [By— 2 (a—B)1}- (B2 +1-+2Rcosdh)

d
Tl en résulte que a—f <9 < 2(n -+ a—p)— B, puisque [%— aﬂ‘g/(ﬁ)]o
< 0. On a done a—f < $($h+%) < w+a—f.
: d
Si nta—f < Py < 2nta—pf, a—f=0o0urw et[ﬁ a.l'gf('ﬁ)]a:l’2

=0y

> 0, on a [&% a.rgf(ﬂ)] > 0, Lot a—f < (P +Fe) < T
+a—p.

. d
Sinta—f<d<2nta—p, a—fB =0oumet [_d? a.rgj‘(ﬂ)]am‘,2 =0,

0==2(r-+a—B)—B3

A

=0, dott a— B < }{#+5a) Lnta—p.
6=2(n-+a—F)—Dy

d
—_— @
on a [ 70 argf( )]
On voit done que 1égalité §(# + ;) = ©+a— B est impossible, car Iéqua-
tion (8) aurait alors deux racines doubles distinctes, ce qui est en contra-
diction avec le lemme 3.

LEMME 4b. 85 0 < a—pf < m, on o © < $(F+d) < 2+ a—f-

Démonstration. Nous prouverons d’abord que 9, = = entraine
d
¥ > m Supposons que &y = B = = On aurait alors ) a;rgf({))]a =0
. -

a2 ) .
ol [%2— ‘J»l'gf(‘l))]o“n < 0. Mais

dz . La
[797 argf “’)Ln ’W(

s d* .
Done la condition d—9~;amgf(q9) < 0 est remplie lorsque a—f =0
U= Ot

ou n. Cependant, lorsque o-f = 0 ou w on

‘1 zw R'z) sin(m— o+ /3)_7

(R |a/blP+ 2R |a/bleos (x —a+A)T*
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[—[%5 a,rgf(ﬁ)_L:" = I_BP:T (P e 0 (3).

L’hypothése ¥, = #; = = était done fausse.

( d
Sia—f < ¥, <, 0<a-/ﬁ<7ret[—argf(ﬂ):| =0, on a
ad =0y

[“d‘ a,rgf(ﬁ)] >[—d— ar f(‘ﬁ')] B I 9
ad ptn-vy ~ |9 & pean-0y  LdB arg/(?) Do Oy

a .
B+ —b- cos (P —a+p) R4 ; Zb—! cos (D, a—f)
=R ! — R—
.. |l a ’ i laf? ‘a !
B | 5 2R cos(0,— ot §) R2+1—b—! +2R 2{008 (B3+ 4 )

= 2|a/b| R(|a/b|*— R?) x

sindysin(a— p)
c()s(vz92ma+ﬁ)][_R2+1 %2_

X
a (2
[Rur';f +2R

e >0.
HZI?’? co8 (Py+ a— /5*)]

Il en résulte que 2m— 9, < ¥; < 2w+ a— B, puisque [;‘9— arg]‘(f})J <0
v B,
On a done = < }(Py+95) < 2n+a—f. '

- d
Si g—f <Py <m a—f =0 ou = et[%argf(ﬂ)] >0, on a

90y

d
[?z'ﬂ‘ argf(ﬁ)]ozgn_ﬂz >0, A'0b 7 < §(Py+ ) < 2m-Fa—B.

. d
Si a—-f<d<m a—f =0 on = et[ﬂ argf(ﬂ)] =0, on a
. v

[
d
[W a,rgf(19)]%%_1’2 = 0. Par suite = < §(9,+ %) < 2n+a—p. L'dgalité

$(dy+ 193).= w .esii pourtant impossible, car 1’équation (8)‘ aurait alors
deux racines distinetes doubles, en contradietion avec lo lemme 3. Le
lemme 4b est ainsi démontré.

B I -B
) L_(p+1)_ - +p+1 _ B
R—1 B+|a/b] 1 R [afb] <0,
B -
S | A, S o G

E-1 la/b|—R RE—1 wi—r - "
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LeMME de. 8 0 < a—pB < & < B, oit B est la racine de Véquation

(9) ’ argu()—i9 —3in =0,
D, €t Dy nlexistent pas.

Démonstration. Nous établirons d’abord que I'équation (9) a dans
Pintervalle <0, 2x> une seule racine et que celle-ci est infériewre A dm.
Dans ce but, désignons le premier membre de Téquation (9) par k(&)
Nous avons h(0) =im, h(in)=argu(im)—in—ir <in—Inr=—in

d
<0} et (9 <O, puisqueﬁ;’; argu(®) < 0. J1 en résulte gque l'unique

racine de l'équation (9) dans lintervalle <0, 2w} appartient & Pinter-
valle (0, =).

80 <a—p <9 <B, onaa—p>m car en vertu de P'inégalité (7')

7+ }(n+B) = argu(B) < argu(d,) = argo(d) < 4+ 3(Hh+at+p)

< n+3(B+atp)-

Supposons que ’équation (8) ait trois racines. On aurait alors, d’aprés
le lemme 4b, argu(d) < =, puisque o> = Congidérons deux cas:
1. n<d<nta—p, 2. 7 Kndta—f < Py < 2nta—p.

1. De Dlinégalité (7') et de Pégalité (7) il s’ensuib
$(rtat B) < 3B+ a+p) <argo(a—p)— i < argv(a—p) < argo(dy)

' = argu(dy) <,
ce qui est impossible, puisque a+f§ > =.
2. En raison de D'inégalité (7"') et de 1’égalité (7) nous aurions
FrtatB) < 3(Bs+atp) <argo(dy) = argu(ds) <=
ce qui est impossible, car a-+f > w. Par conséquent, si Phypothése du
lemme 4c est vérifiée, 9, et ¥; n’existent pas.

LEMME 4d. 8 B< @, <, on ¢ ¥ < 2n—B.

Démonstration. 8Si B<®, <=, on a a+f > —n, puisque, en
vertu de (7) et (77), = < argu(d,) = argo(dy) < w-+ 3O +at-p) <+

+ 3 (n+ o+ B).

{*) Dans l'intervalle (0, =) on a g(8) = argu (8) — 2r+ & < 0 puisque
, 1+ Reosd
g(0) =g(m) =0, ¢ (d)=—p Fir1q 2Roosd’
sind

" - PR T Wl ()
g0 = PR 1) o oo a


GUEST


44 W. Jankowski

Nous allons prouver que lintervalle {2x— B, 2n-a— ) ne contient
pas de racines de I’équation (8). Dans la démonstration nous distinguerons
deux cas: 1. nd+o—pf <2x—B, 2. 2n—B < nfa—p.

Premier cas. 8i nt+a—p < 2n—B <9 < 2x+4a—f, oen trouve,
d’aprés (7") et (7),

argu(a— f)— 27 < argu(9) < —B) = 2r—argu(B) (%)

= 3(r—B) < }P—r) < }(#+ a+ ) < argv(d) < argv(a—F).

arg u (2w -

Dot
—2n+argf(a—p) = argu(a—pf) — 2n—argv(a— ) < argf(d) <0,
done Péquation (8) n’est pas vérifide.

Second cas. Si 2n—B ¥ < wtu—p,
(7) et (B),

on obtient, d’aprés (7'),

argu(a—f) —n < argu(r+ a—f) < argu(d) < argu(2r—B)

= }(r—B) < HI—r) < §(¥+a+f) <argv(a—p)—in
< argv{a—p) < argv(d) < argv(a— )+ 4.
Dol
— it argf(a—p)

u(#)

—m-—argv(a—f)—in < arg ——-

v (d)

= argu(a—p) = argf($ < 0
e on voit que I'équation (8) n’est pas vérifide.

8i 2z-B < wta—f <9< 2r+a—p, on obtient,
et (7),

d’aprés  (7")

argu(e—p)—2n < argu(d) < argu(2n—B) '

Don }r—B) < (¢ —m) < }(O+ o+ p) < argv(d) < argv(a—4p).
ou

— 2n 4+ argfla—p) = argu(a—p) — 2n—argo (a—p)

g X(P)
< a.rg;m = argf(#) < 0
done Véquation (8) n'est pas vérifide.
Nous avons aipsi prouvé que si B < ¢ < =, Pintervalle {(2x— 8,
27+a—f) ne contient pas de racines de Péquation (8). On a done
Py < 2r—B, ce qu'il fallait démontrer.

(Rew +1)? (Re~1B 4 1)?

) argu(B) —
gu(B)+ argu(2r—B) = T = 9m,

car on a m < argu(B) < 2n, 0 < argu(2r— B) < .
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LEMME de. 8 B < & < 4, on a & < 2n-—A, ol A satisfait & Vé-
quation
(10)

argu(9) — 3P—mn = 0.

Démonstration. Nous prouverons d’abord que Péquation (10)

admet dans Uintervalle <0, 2= une seule racine, celleci étant inférieure & .
Pour cela désignons le premier membre de I’équation (10) par g(9). On

d
Ega,rgu (9) < 0. 11 en résulte

que Punique racine de Péquation (10) dans lintervalle <0, 2= est infé-
rieure & 7.

a g(0) ==, g(x) = —%=, ¢'(9) <0, car

8§i B<$ <A, on a at+p>0, car n+ 34 = argu(4) < argu(d,)
= argv(th) < n+3(th+atp) <mt+id+i{eth).

Nous allons prouver que lintervalle (2w —A, 27+« —B) ne contient
pas de racines de I’équation (8). Nous distinguerons deux cas: 1. =+a—p
< 2n—A4, 2. 2n—A <wda—f.

Premier cas. Si nta—g<
d’apres (7')

argu(2n+a—f) =
= or—argu(d) = t—34 < 3 < }(P+atp) < argv(9) < argv(a—f).
Dot

— 27+ argf(a—f) < argu(e—f)—

n—A <P<2x+a—p, on a

argu(a—p)—2n < argu(#) < argu(2z—4)

2 —argv(a—f)

u(3)
o(%)

< arg = argf(#) < 0,

done Véquation (8) n’est pas vérifiée.
Second cas. 8i 2r—4 < ¥ K<nta—f, on obtient d’aprés (b),
(7) &b (7

argu(a—f)—w < argu(n+ a—p) <
A < < 3( 19+ a+B) < argv(a—B) < argv(F)

argu ()
< argu(2r—A4A) =

< argo{a— f)+ 3¢ —a+ ) < argv(a—p B)+ =
Dol

—ir+argf(a—p) < argu(a—p)—mn-— argv(a—p)—3rn

w(@)
< arg;@-)— = argf(¥#) < 0,
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done I'équation (8) n’est pas vérifiée dans U'intervalle (2n—Ad, t+4 a-f).

Si2n—4 <nmta—f <P < 2rx+4a—p, on trouve d’aprés (7")

argu(2n+a—p) = argu(a—B)—2n < argu(d) < argu(2n—A4)
=r—34 < }P < %(19-|—q—|—/3) < argo(d) < argo(a—p).
Par suite
—2n--argf(a—p) < argu(a—f)—2r—argv(a—f)
(9)

< a,rgz—(;?—)— = argf(9) < 0

et Péquation (8) n’est pas vérifide dans Pintervalle {(n+a— 8, 2+ a—8).

Nous avons ainsi établi que si B < ¢, < 4, Vintervalle (2x—A4,
27+ a—f) ne contient pas de racines de 1'équation (8). Par conséquent
Py < 2r—A, ce qu'il fallait démontrer.

Introduisons maintenant la fonetion auxiliaire
ay o) = ~uig) 2 ELA 4]

sin 4

qui a les quatre propriétés suivantes:

PROPRIETE 1. La fonction ¢(9) est continue dans Vintervalle (0, 2m);
en effet, powr 0 <9 < 2 on a sindd = 0 et |u(9)| est borné.

Propriire II. Dans Pintervalle (0,2x) la fonction c(9) ost symé-
trique par rapport & ¥ = n; en effet, on a

sin[argu (2n — &) — (2% — 9))

@r—>9)—e(d) = ~ |u(2x—9)|- TSni@=—9) +
+|u(ﬂ)|8_i’3["“r§;(;____;.;.1ﬁl
= —[u(8)| 2005[““%“(%;12;—argu(ﬁ)) Ll

x sin [} (argw(2m — 9) — argu(8)) — § (= — 9)|

2c08}msing [n+ 9 —2argu(d))
sin 9
Proprufirt ITI. La fonction o¢(9) est négative dans Vintervalle
(4, 2r—A), positive dans les intervalles (B, 4), @rn—A,2n—B), o A
et B satisfont respectivement auz équations (10) et (9).
Démonstration. Nous prouverons d’abord que argu(2rm—A)—
—3(@r—4) =0, ou 4 satisfait & Péquation (10). Nous avons Aqargu(d)

= — |u(d)| =0,
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- —or, —zl%a,iguw)<o et argu(0) =2x. Il en résulte que 0 <

< argu(2n—A) < argu(4) < 2x. On a done

(Re“ 41)° (Re™™ +1)° .
2@+ = a7

argu(d)+argu(2r—4) = arg

Par conséquent
argu(2r—A4)— 32— A) = 2n—argu(4)—n+ 34
= —argu(d)+3d+=n =0.
d

Si A <d<2n—A4, on a 0 <argu(d)—4d <mw, car Eﬁ—[a.rgu(z?)—-
4§] < 0 et argu(d)— 34 = = et argu(2x— 4) —3}(2n—4) = 0. Done,
lorsque & appartient & Pintervalle (4, 2 —4), on & 0 < sin [arg u(?) — 48]
< 1. Par suite ¢(8) < 0 lorsque ¥ appartient 3 Uintervalle (4, 2z—A).

d .
Nous avons arg#(B)— 3B = $n, argu(4)—34 = m et T‘Z—ﬁ-[argu(ﬂ)—

_g]<0. Done, lorsque B<d < 4, on a r < argu(9) — 39 < im.

Pour B< $ < A on a donc —1 < sinfargu(9)—349] < 0 et par suite
¢(9) > 0, lorsque ¢ appartient & lintervalle (B, 4). En vertu de la
propriété II on a aussi ¢(¥) >0, lorsque ¢ appartient & Vintervalle
(2r—A4,2r—B).

PROPRIGTE IV. Lo fonction c(9) est décroissante dams Vintervalle
(B, =) et croissante danms Dintervalle (r, 2r—B).

Démonstration. Nous avons

ﬁ.
(9 = c(ﬁ){ —ephetgs +

d 4
+[%a.rgu(19-) — %] ctg[argu(ﬁ) _E]}_‘
8i B< 9 < A, on a en vertu de la propriété III c(#) > 0 et
—pRsind & [(l v 1] [ A
T letg—| ——argu(8)— 3} |etg|u(d) <0
BFiitoress Y83 M@ 21="

car ﬁ%amgu(ﬁ) <0 et m<argu($)—34d <in. Lorsque & appartient

3 Dintervalle (B, 4) on a done ¢'(#) < 0.
8i9=2A4,o0na
cosfargu(Ad)—34] [ 4

(D) = —jud)———— | 75

aruﬁ—] <0
sin3d g reu(®—4 ’

8o A
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car

d
cosfargu(Ad)— 4] =cost = —1. <0 et -»m—argu(v}) < 0.
Si  appartient & Dintervalle (4, =), on a en vertu de la propriété
TIY ¢(®) < 0. Tl suffit done de prouver que pour A < ¢ < = on a l'iné-
galité

— pRsind d i . &
B Y1+ 2Rcosd 3 g—~ [—d—ﬁ argu(#) ~%]0tg [ﬂrg‘“(“) =35> 0(%.

Lorsque & croit de A & =, argu(d)— 49 décroit constamment de =
3 7. Comme le premier membre de ’inégalité (12) est nul pour 9 = =,
il suffit de démontrer que sa dérivée est négative dans I'intervalle (4, ).
Mais cette dérivée, multipliée par sin?1d, est égale & expression:

(12)

(13) ctg[argu(ﬁ)« ;z]qmzf & argu(9)—

a9

sin %@9 [ _pRsin’ $I[(R*4-1)cosd+-2R]
sin®[argu(9) — 48] L @9 (R*+1-+2Rcos9)
On. constate aisément que pour ¢ = = et pour la valeur R donnde 4 la

p. 33, Pexpression (13) est nulle, son premier terme étant aussi nul. Btant
donnée que

argu(d) — 4 ]

& pR(R*—1)sins
E pnpy — PRV
Ay (B*4+14-2Rcosd)
le premier terme de lexpression (13) est négatif lorsque 4 < ¢ <,
. d :
et l’expression (% argu('z?)—%) déeroit lorsque ¢ croit. D’autre part,
on a argu(r) = =, donc lorsque 4 < 9 < =, on a argu(d) > =, ¢’est-a-dire
sin?30
— (argu(9)— 34 3 eb ——pr————
m— (argu(®) — 1) <39 e sin®(arg u (9) — }9)
ce rapport est égal & 1. Ainsi le second terme de (13) est plus petit
pour 0 < 9 < = que pour & = m. Le 1;roisiéme terme de l'expression (13)

> 1, alors que pour ¢ = =

n’est positif que dans Dintervalle arecos

<P <mw Il est facile

—(R*+1)cosd+2R
(R*~-1--2Roco0s9)*
est, de méme que sin*}d, une fonction positive et croissante dans cet
intervalle; il en résulte que la valeur du troisidéme terme de (13) pour

+1
de constater (en s’appuyant sur I'inégalité R > 3) que

(°) La démonstration de l'inégalité (12) est due & M. Biernacki.
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A < 9 < = est aussi plus petite que pour & = =. L’expression (13) est
done bien négative dans Pintervalle 4 < ¢ < =.

Nous avons ainsi démontré que ¢(#) déeroit dans 'intervalle (B, =).
Par conséquent, d’aprés la propriété TI, la fonetion ¢(9) est croissante
dans Dintervalle (=, 2w--B).

LEMME 5. 10 < a—f < 6t B<O < F(h+9)<m on a c(dy)
< min{e(d), c(d)} < 0 < max{e(d), o(d)}, lorsque c(d;)-¢(P) <0, ou
e(y) < min{e(dy), ¢(d)} < max{e(dy), 6(Py)} < 0, lorsque ¢(%)-c(d5) > 0.

Démonstration. Si ¢(d) > 0, en vertu de la propriété III de la
fonction ¢(d) on a B < #; < A. D’aprés les lemmes 4e et 4b on obtient
alors © < ¥ < 2n—A et par suite ¢(d;) < 0. Done, si B < 9, <=, l'un
des nombres ¢(d,) et ¢(d;) au plus est positif.

Il résulte de Phypothése que B< d <P <= ou B < <2r—
— 9, < m D’u on tire, en vertu des propriétés IV et II de la fonction
(P )

(14) 0(F) < o(th).

De I’hypothdse du lemme 5 et des lemmes 4b et 44 il résulte que = < 9,
< Py < 2r—B ou 7 < 2n—dh < ¥ < 2r—B. Dol il sensuit, d’aprés
les propriétés IV et IT de la fonetion ¢(d)

(15) ¢(B) < ¢(By).

Des inégalités (14) et (15) il résulte que o(d;) < minfe(}, c(dy)}
< max{o(dy), ¢(9y)}, ¢(9y) étant un nombre négatit, car I'un au plus des
nombres ¢(?,) et ¢(d) peut &tre positif. La démonstration du lemume 5
est ainsi achevée.

Nous établirons maintenant la relation

(16) [o(9)] = —y{P) sin[argv(9) — 301
ou
(16") | Y@ = — iv(w—2ﬂ)1Sin[argv(ﬂ_zﬂ)—w'

sin 39
Démonstration. Nous prouverons d’abord dque

[o(9)|sin [argv () — $0]
(e — 2B)| *sin[argv(w—28) — J.n?]

(axgov{d) satisfait aux conditions (7), (7') eb (7'") de la p. 38). Nous avons

Annales Polonici Mathematiei VIIT 4
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Iv(ﬂ)lsln[argv () — 391 im{,u(,ﬁ)e—-to/z}

(= — 2p)|sin [argv(m — 28) — }#] 1m{v.(w~—2ﬂ)6““”z} |
. _ qe—2 _p R { |a| Gila—22) __ lb{Re"(ﬂ“}'o/z)}
= ]-m]{ri{a zﬁlz_bRi(n—zp—j/z)} { lale =D __ IblRe’i(u—ﬂ——ﬂ/z)}
la]sin(a— $9) )+ |b| Bsin (- 39) 1
}aism(a—w )+ [b] Bsin (x— f —39)
pon sin[argo(n—28)—49] _—iil’l_ljz) L
o(#)] = —lo(n—20) gin 39 sm[argv B) — 39 ]

sin 49 _
Y i argo () 397

LEMME 6. 81 0 < a—f < O < P <P <2m, 0N @
a7  min{y(dy), y (%)} < y(9) < max{y(dy), y ()}

Démonstration: Si 0 < argo(r—28) <, linégalité (17) est vé-

rifiée, car y'(9) = Io(r—2f)| —5 g > 0, Aot y(d) <y()

= y(Sﬁls)n < argo(r—2B) < 2w, I'inégalité (17) est aussi vraie, cax y' (9) < 0,
? y (9

dous?{ﬁsg)”<ﬂy(zg)ijé (1)11 a, en vertu de Ja relation (16") y (#) = |w (e —28)
B coﬁéﬁm, si argo(n—28) =m, on a, d’aprés la relation (16"), (%)
= — |v(r—2p)| = const.

LEMME 7. 8i 0 < a—B <= et O (k=1,2,8) sont les valeurs de
la variable & qui satisfont & Uéquation (8) et i min{f(d), f(F)} > 1, on
‘a f(d) > 1.

Démonstration. Nous distinguerons trois cas:

LO0La— < <B; 2 B<d <3+ <w;
8. m SO+ <mta—f <2
(Linégalité (0 +9,) < n+a—pf est une conséquence du lemme 4a).

Premier cas. 8i 0 < a—f <9 < B, il résulte du lepume 40 que
les valeurs ¥, et J; n’existent pas.

Second cas. 8i B < 9, < }{(th+%,) <=, on a en vertu du lemme
b 0(59,) < min{o(d,), ¢(9;)} < 0 < max{c(), ¢(s)}, lorsque o(9y)¢(P)
<0, ou bien e(f,) < minfe(d), ¢(ds)} < max{o(d), 0(9)} < 0 lorsque

191 -6(%5) > 0. En tenant compte des relations (11) et (16) on a f( D)
= o(d)fy (P) (B =1,2,3).
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On a, par hypothése, ¢(t)/y (%) > 1 et e(d)/y(d) > 1. Supposons
que le théoréme soit faux. Alors, on aurait

Y{By) < o(dy) < min{e(dy), 6(d5)} < minfy (8,), y(ds)} < 0
< max{y(d,), ¥ (%)} < max{c(d,), (D4},
lorsque ¢(9,)-¢(d;) < 0, ou bien ’
Y(#) < ¢(dy) < minfe(dh), o(8)} < minfy(d,), y(d)} < 0,

lorsque ¢(dy) - ¢(ds) > 0, ce qui est impossible, car on a, en vertu du lemme 6,
min{y (41), ¥ (%)} < y(ds).

Troigiéme cas. 8i n < §(h+%) <nt+a—p < 2n, il vient
008 —cosdy = —2sin}(d,+ &)sin(d— %) >0,
€08 (9, — a+ B) — 608 (B — a+ f) ’

= —28in[}(8+ %) —a+ flsin} (9, — ) < 0.
Nous avons donc

(8] = (R?4-142Rcos 9,)P? o (R*+1+2Rcos9,)°"
L) =

RPH1 = RPHT = |u(d)l,
1/2
> -|—2R| - cos(ﬂz—a+ﬂ)}
i@

| 12
+2R) fcos(ﬂl—a-l-ﬁ)} = [o(%)].

I]vgﬂ ): lv(ﬁl): =f(%) > 1, lorsqﬁe Phypothése du lem-
me 7 est vérifide.

N
Dot f(dh) = l

Nous prouverons maintenant que st 0 < a— g < n, Pindice du point
1 par rapport & la courbe I' n'est pas mférww 6 —1.

11 résulte du lemme 3 que le demi-axe réel positif coupe la courbe I’
en un point au moins et en trois points au plus (exceptionnellement en
d
deux points, si 'on a, en un de ces points, W argf(z) = 0). Dégignons
les points d’intersection de la courbe I' avec le demi-axe réel positit par
(R 41)?
it 10 ) = gt omamet ajp) o Bows

ol ¥ (kb =1,2,3) satisfont & Péquation (8). Si Von fixe a, # et |a/bl,
les valeuwrs 9 ne dépendent pas de la variable |b|, car en raison de 1’4ga-
lité

(R L1)P a
argf(d) = argW~a.rg —%

eiu _ Re‘(ﬂ-{-ﬂ)]
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les racines de ’équation (8) ne dépendent pas de |b]. Si a, f et ja/b| sont
fixés, les expressions positives f{d, |b]) (k()a 1,2, 3) sont des fonctions
3] e f (D, |B]) < 0.

Si le module du nombre b est trés grand, les expressions f(dy, |b|)

(k =1,2,8) sont inférieures & l'unité, car les expressions

(R 1)
Rp+1ei(p+1)0k[_ |a/b|eia__Rei(0k—ﬁ)]
sont réelles positives et bornées. Alors indp(1) = 0.

Si |b] est suffisamment petit, les expressions positives f(‘ﬁ,b, 1)
(k =1,2,3) sont supérieures & l'unité. Alors indp(1)= —1, car indn(0)
= —1.

Désignons les expressions (19) par by (b =1,2,3). Nous avons
(P, bx) = 1. 81 a, § et |a/b| sont fixés, la courbe 1"”,1. dépend (.le la va-
riable |b|. Nous étudierons les accroissements de lindice du point 1 par
rapport & la eourbe I', quand f(d%, Jb))=1 (k = 1,2, 3) et le module du
nombre b croit.

8i% = 2 et le module du nombre b croft, on &, pour |b| = by, Aindp(1)

déeroissantes de la variable [b|, puisque

(19) (k=1,2,3)

= —1. Démonstration: On a—— 1b| 7 (94, |b]) < 0. Done, pour |b| = b,—¢,

oll ¢ est un. nombre positif suffisamment petit, il vient f(&;, |b]) > 1. Pour

d iz (2)
|b| = b+ on & f (B, |b])< 1. De plus, [%— arg f(9) ] 02: m{ ) }> 0,
i2f’ (2)

7 ) = (argizf' (2))oms, < T, OU (argizf ())ee, o5t L'ar-
2) [o=0y
gument de la tangente & la courbe I' au point f(&,, |b]). Done, gi pour
by—e < |b] < by on a indp(l) =g, pour b, < |b| < by+e on a indy (1)
= g—1. Par conséquent Aindrp_p, (1) = indrp-bgs(1) —indrpmp,—a(1)
= —1.

8i k=1 ou 3 et le module du nombre b croit on a pour |b| = by

FOey IB)) <0 on a

d’on 0.< (arg

Aindp(l) = 1. Démonstration: A cause de —— Blb]

; d
F(Opy, by—e) > 1 ot  f(de,bp+e) <1. De plus, [% a‘rgfw)]
. [izf'(2) izf' (2) ) B o
:mhm T oo, = (55T @oms, < 27,

ol (argizf’ (2))s—s, est Pargument de la tangente & la courbe I' ou point
(9%, Ib]). Done, si pour by—e < [b] < by on a indp(l) =g, pour by <
< |b| <bxte, on a indp(l) = ¢+1. Par conséquent Aindrp.p,(1)
= iNdrpjmpy4e(1) —indrpp,—. (1) = 1.

Deadly,

} <0, dolt = < (arg
Dby

icm°

Sur les zéros d'un polynéme contenant des paramétres arbitraires 53

N, = 9, et le module du nombre b eroit on a pour |b| = b, = b,
Aindp(1) = 0. Démonstration: A cause dem fd%, b)) <0 (B =1, 2)
on & f(dg, bp—e) > 1 et f(I%, bp+e) < 1. Au point 4 =9, =9, on a
d .
i argf(#) = 0, d’ou (argizf () )omtyma, =0 OU 7. Si £ est un nombre
positif suffisamment petit, on a 1ndp]b|=bk_a(1) indrp) gy (1)
Al]ld_r[b'=(,k( ) = 0.
De méme Aindr(1) = 0 lorsque 9, = &; et [b] = by, =b,.

Si a, § et [a/b] sont fixés et si le module du nombre b croit, les cas
suivants peuvent donc se présenter:

d’otr

Lindp(1l) = -1, -2, —1,0; IL indy(1) = —1,0, —1, 0;
III. indp(1) = ~-1,0, +1,0; IV. indp(1) = —1,0.
Le premier cas ne pourrait se présenter que si on avait
0 < f(ds) < 1 < min{f(d,), 193)} pour b, < |b| < min(by, by),

ce qui est en contradiction avec le lemme 7. Done, pour 0 < a—f < =

Pindice du point 1 par rapport & la courbe I" n’est pas inférieur 3 4—1,
ce qu'il fallait démontrer.

Bi0<a~f <retsidcroit de a—p & 2n--a—4g, f(2) déerit une
courbe I" telle que ind,(1) > —1. 8i ’on remplace a et 8 par —a et —8,
Pexpression f(z) décrira, lorsque ¥ croit de —2n-+a—f 4 a— B, la courbe

I' symétrique de la courbe I' par rapport & laxe réel. Par conséquent,

powr —w < a—f < 0, Vindice du point 1 par rapport & la courbe T est
aussi au moing égal & —1.

Regu par la Rédaction le 10. 7. 1958
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