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Therefore with respect to inequality (20) we have
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and thence it is obvious that

1,

moy

Y~ 00,

while, if formula (6) were true, I,,/m(D,) would tend to zero. In this
example the sequence S, satisfies all suppositions of theorem 1 except
supposition. 4. It may be shown that here m(S,)/F, - co as ¥ -» oo,
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Sur Péquation différentielle ordinaire du premier
ordre dont le second membre satisfait aux
conditions de Carathéodory

par Z. OpIAL (Krakéw)

1. Supposons que la fonetion f(z,y), définie dans un rectangle
Ria<a<bh, ¢ <y <d, vérifie les conditions de Carathéodory (cf.
[2], p. 665), c’est-a-dire
(i) pour tout yele, d) f(z,y) est une fonction mesurable par rapport

a 23 :

(ii) pour tout we<a, b> f(z,y) est continue par rapport & y;
(iii) il existe une fonction mesurable M () telle que l’on ait dans le

rectangle R: .

. b
(1) Vo, <H@) ot [ M@)do <oo.

Envisageons P’équation différentielle

(2) ¥y = f@,9).

On dit qu’une fonction absolument continue y(x) est une solution
de P’équation (2) dans un intervalle (a, g) C <a, b), si la relation

y' (@) = flz, y(2))

est vérifiée en tout point de cet intervalle, sauf peut-étre aux points d’un
ensemble de mesure nulle. On sait (cf. [2], p. 665-674, [5], p. 140-1486)
que pour tout point (a,, ¥,) appartenant & 1intériewr du rectangle R il
existe au moins une solution de I’équation (2), définie dans un voisinage
suffisamment petit de =, et égale & y, au point z,.

2. Toute solution y(z) de l’équation (2), étant une fonetion abso-
lument continue, est dérivable presque partout dans Pintervalle ou elle
est définie. L’ensemble des points o la dérivée g’ («) n'existe pas est done
de mesure nulle. Mais est-il possible que I’ensemble des points # en les-
quels une au moins des intégrales de ’équation (2) n’est pas dérivable
soit de mesure positive ou méme identique & tout l'intervalle {a,b)?
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G. Scorza-Dragoni [7] & établi que la réponse & cette question est néga-
tive. On a notamment:

THEORBME. 8% la fonction f(x,y) satisfait dans le rectangle B oux
conditions de Carathéodory, il existe dans Dintervalle {a,b) un ensemble
de mesure égale & b—a tel que, pour tout & appartenant & cet ensemble et
toute intégrale y(x) de Véquation (2), définie dans un voisinage de &, la dé-
rivée y'(£) ewiste o est égale & f(£,y(8))

La démonstration de ce théoréme donnée par G. Scorza-Dragoni,
ainsi que celle donnée par K. Hayashi [3], est assez compliquée. Dans la
premiére partie de cette note je démontre ce théordme de fagon beau-
coup plus simple.

Au n°5 je Papplique & la démonstration d’une proposition sur los
inégalités différentielles. Je dois I'idée de cette démonstration & M. S. Fo-
jasiewicz.

Récemment G. Aquaro [1] a démontré un théoréme d’existence pour
les solutions d’équations différentielles dont les seconds membres sa-
tisfont aux econditions (i), (ii) et :

(iv) quelle que soit la fonction ¢(x), définie et continue dansg Pintervalle
{a, b telle que ¢ < @(2) < d, la fonction f(m, qz(w)) est sommable dans
@

intervalle envisagé et I’ensemble des fonctions [f(s, ¢(s))ds forme
a
une famille de fonctions équiabsolument continues.

Dans la seconde partie de la présente note je démontre que les con-
ditions de Carathéodory et de Aquaro sont équivalentes.

3. Dans la démonstration du théoréme énoncé au n® précéddent nous
aurons besoin de deux lemmes auxiliaires de la théorie des fonctions réelles.

Convenons de désigner par mHE, mF etc. les mesures lindaires de
Lebesgue des ensembles H, F ete.

Levme I. 8¢ la fonction f(w,y) vérifie dans le rectangle R les condi-
tions (i) et (ii), pour tout ¢ > 0 il ewiste un ensemble parfait B de mesure
mB = (b—a)—e tel que la fonction f(®,y) envisagée dans Vensemble
F x<e,dy soit continue par rapport aus variables w et y.

Ce lemme a ét6 établi par G. Scorza-Dragoni [6].

Lemwe II. Soit M(x) une fonction non négative, définie et sommable
dans Vintervalle <a,b) et B un sous-ensemble mesurable de cet intervalle.
Pour presque tout o appartenant & Vensemble complémentaive de B par
rapport & {a,by on a

(3) lim 1

f M(2)dw = 0.
k-0

Ey(@)
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ot Ey(x) désigne la partie commune de Vensemble B ot de Pintervalle
{x, 3+ h).

Cetite proposition s’obtient immédiatement du théoréme bien connu
de Lebesgue sur la dérivée d'une intégrale, appliqué & la fonction M ()
égale & M (z) dans Pensemble ¥ et & 0 dans Iensemble complémentaire.

4. Démonstration du théoréme. Prenons un & > 0. Soit F Len-
semble parfait dont il était question dans le lemme I. Désignons par ¥
son complémentaive par rapport & Iintervalle {a, b et par F’ Densemble
des points de densité de F. Soit enfin F'' le sous-ensemble de F' pour les
points duquel on a la relation (3). On a d’aprés le lemme II

mP" =mF' =mF > (b—a)—s.

Soit & un point appartenant & F' et y(v) une intégrale qgelconque
de Péquation (2), définie dans un voisinage de &. Pour tout # suffisamment
petit on a done

Ch ) 1 &b
@ VIO S e o) — il nie)+

h h {

w5 [ {tlor vty ao+ 5 [ (flo v =6 y(&) da

| Fi) By
oil Fy(£) = F-{&, £+ k). D'apreés le lemme I la fonction f(a, y) est con-
tinue dans lensemble F x{¢,d>, lavant-derniére intégrale tend domnc
vers zéro lorsque k — 0. 1 en est de méme de la dernidre intégrale car
on a, en raison de 1'inégalité (1)

mly (&) ]

1o U ‘
G [ e y@) =16 n@) dt < 5 | Mimdatif{e, v @) =
B U Ey®

De la relation (4) il résulte done que la dérivée y'(&) existe el est
égale & 1(&, 9(8). _ \

Le nombre positif ¢ étant tout & fait arbitraire, notre théoréme se

trouve ainsi démontré.

5. Supposons pour simplifier que la fonction f(w,y) satisfasse aux
conditions de Carathéodory dans la bande: 6 <@ <b, —oo <y < oo
Soit @(x) une fonetion absolument continue qui vérifie presque partout
dans Vintervalle (e, b> Pinégalité différentielle

() o' (@) < flo, o))

et p(a) = 0. Pour tout &e{a,b) désignons par @s(%) la f(?nction (?gale
A g(e) dans Pintervalle (a, & et & une intégrale de I’équation (2), issue
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du point (&, p(&)), dans lintervalle {£,b). Bn vertu de linégalité (1),
toutes ces fonctions sont équiabsolument continues dans Iintervalle
{a, b>. Done, la fonction
pla) = sup gy(o)
a<<égh
est aussi absolument continue dans Pintervalle envisagé. On a en outre
yp(a) = 0 et

(6) pl@) < pla).

Nous allons mentrer gque l'on a presque partout dans intervalle
{a, b): 9'(#) = f(w, w(x)). En effet, dans I'ensemble ouvert ot ¢ () < ()
la fonetion w(#), comme enveloppe des intégrales de Péquation (2), est
une intégrale. D’autre part, pour presque tout & tel que p(&) = p(§)
on a, en vertu du théoréme démontré au n° précédent:

7i(€) < ' (6) = 0'(6) <f(,0(8) = 1§, w(8) = 1(£, 92(8)) = pi(®)

o, par conséquent y'(¢) = f(&, p(£)).
La fonction u(s) est done une intégrale de Péquation différentielle
(2). Nous avons ainsi démontré la proposition suivante (voir aussi [4]):
8i une fonction absolument continue o(x) satisfait presque  partowt
dans Vintervalle <a, by & Vinégalité différenticlle (5) et p(a) = 0, on a dans
cet intervalle Uinégalité (6), oiL y(w) est une intégrale de Véquation (2), issue
du point (0, 0).

6. Pour démontrer P’équivalence dont il était question au n° 2, il
suffit évidemment de montrer que toute fonction f@,y) qui satisfait
aux conditions (i), (ii) et (iv) doit forcément satisfaire & la condition (iii).

Posons M (z) = max|f(z,y)|. Cest une fonction mesurable, car

v<a

o<

pour une suite queleconque de points {7,} partout dense dans lintervalle

<6,dy on a M(x) = limsup|f(®, n,)|. Nous allons montrer que M (w)
N300

est sommable dans Pintervalle (&, b». Pour la démonstration par Pab-
surde supposons que l'on ait

b
" [ M(@)de = 4o

3

ou, ce qui revient an méme,

(8) Zk'mEk = H-ou,

k=1
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oi By, = [{k < M(z) <%k+1}. On a d’autre part
z

(9) SimBy =b—a < +oo.

k=0

Posons a(x) = max [{f(z,y) = M(z)}. La fonction a(w) est mesurable
puisque pour tou!’; a<don a
Ela(@) > a} = zE{M(m) = M,(2)},
ol M,(0) = max|f(a, 9)|
egy<a
Pour ¢ = 1 il existe par hypothése un o > 0 tel que pour toute fonc-

tion continue ¢(z) définie dans Pintervalle {a, b> et tout ensemble me-
surable B de mesuré mE < & on ait I'inégalité

[ifle, (@) do < 1.
E

Draprés les relations (8) et (9) il est possible de trouver deux nombres
entiers p < ¢ tels que

q q
N B) = Y mB, <0 et i‘k B, = 2.
m (% Ek) %:m, % @ % mhy,

Draprés le théoréme bien connu de Lusin on peut trouver dans chacun
des ensembles Hy (p <k < ¢) un sous-ensemble fermé Fj de mesure
mFy, = ymEy tel que la restriction de la fonetion mesurable a(x) & Ven-

(10)

(11)

2 . -
semble ¥ = > F; soit continue. Désignons par B(») une fonction conti-

? ’ .
nue, égale & a(z) dans Pensemble F et linéaire dans son con_lplementa.lre
par rapport & Pintervalle {a, b). On a en raison des inégalités (11):

aQ
nF <o, [ifle,flo)lde= [z o) de > YkomFy > 1
Fa F ©

ce qui est en contradietion avec inégalité (10). Nous avons done démontré
que la relation (7) est impossible.
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Sur une inégalité

par Z. OpIAL (Krakéw)

1. Soit #(f) une fonction de classe C! définie dans l'intervalle <0, R
(h > 0) et telle que

(1) @(0) =x(h) =0, =) >0 pour 0<i<h.
On a alors (v. [1], p. 185):
h h
h2
2 2 < — ’23 )
(2) ofm (tydt \n,ofm (t)dt
Grice & linégalité (2) il est facile d’évaluer la valeur de Vintégrale
h
(3) [ lete ).

]
En effet, en appliquant & D'intégrale (3) d’abord I'inégalité de Schwarz,
puis Pinégalité (2), on obtient
B 5 B
() [owowia <= [0,
0 T 0
inégalité que nous avons utilisée dans notre note [2].
La question se pose de savoir si I'inégalité (4) est 1a plus précise de
e type ou, autrement dit, si le coefficient h/m est le plus petit possible.
Le théoréme suivant nous fournit la réponse. .
Pour toute fonction x(t) de classe C* satisfaisant auw conditions (1)
on a
h h h
5) f|m(t)m'(t)|m szfm”(t)dt.
0

[

Le coefficient h[4 est le plus petit possible.

2. Avant de passer 3 la démonstration de P’inégalité (5) nous allons
démontrer le lemme suivant:
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