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Sur quelques propriétés des lignes géodésiques
par 8. GorAR (Krakéw)

§ 1. Dans Ia géométrie différentielle il arrive, plus souvent que dans
d’autres domaines des mathématiques, qu’il existe pour une notion (&tre
géométrique) plusieurs définitions qui ne sont pas équivalentes. Une des
plus importantes notions de ce genre est celle de ligne géodésique. Pour
des Taisons de simplicité je me borne dans cet article aux surfaces & deux
dimensions plongées dans Despace euclidien & trois dimensions.

Je vais citer quelques définitions bien connues de cette notion.

I. Une courbe O située sur la surface § est dite ligne géodésique, si
pour tout couple de points p, ¢ de § suffisamment voisins, Pare C* de C
contenu entre les points p et g, réalise le minimum de la longueur parmi
tous les arcs rectifiables joignant p et g et situés sur §.

II. Une courbe ¢ de § est dite ligne géodésique, s'il existe en tout
point p de ¢ un plan osculateur qui est perpendiculaire au plan tangent
4 S au point p. .

TII. Une courbe C de § est dite ligne géodésique, si sa courbure géo-
désique est en tout point égale & zéro.

TV. Une ligne ¢ de 8 est dite ligne géodésique, si elle posséde la pro-
priété suivante. Désignons par T’ la swface développable définie d’une
fagon univoque par la famille des plans tangents & S le long de C. 8ila
courbe C (située en méme temps sur T') devient, aprés Papplication de T'
sur un plan, un segment de droite, alors O est appelée ligne géo-
désique.

V. Une ligne ¢ de § est dite ligne géodésique, si elle peut étre obtenue
comme intégrale particuliére du systéme d’équations
dz’u,,; { i } dui . duk

T i —_ =0 (1=1,2),

) ds ds

ol {?;} sont les symboles de Christoifel de deuxiéme espéee et u; sont

les coordonnées curvilignes de la surface S.
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Les définitions mentionnées ci-dessus ne sont pas équivalentes entre
elles. En vérité, il y a méme plus de cing définitions diverses, car quel-
ques unes des notions, au moyen desquelles ces définitions sont construi-
tes, possédent pour elles-mémes quelques significations non équivalen-
tes. Par exemple, la notion de plan oseulatenr d'une courbe au point
envisagé pent &tre définie de plusieurs fagons. Il en est de méme de la cour-
bure géodésique. 8i nous prenons ici, pour point de départ, la définition
comme courbure de la projection de ¢ sur le plan tangent au point p,
on aura aussi une ambiguité & cause du fait que la courbure méme peut
&tre définie de plusieurs maniéres.

Pour les surfaces qui sont suffisamment réguliéres, les définitions
citées auparavant deviennent équivalentes (toujours au point de vue
local). On peut se proposer.d’étudier le rapport mutuel de ces définitions
au point de vue logique si I'on fait sur la surface S des faibles hypothases
de régularité, c’est-a-dire assurant seulement l'existence de toutes leg
notions intervenant dans ’énoncé des définitions correspondantes. il
§’agit du rapport entre les définitions I (variationnelle) et V (analytique),
il a été élucidé dans les travaux récents de Hartman et Wintner 2],
[3]. La totalité du probléme, pour ce qui concerne le rapport mutuel
des définitions précédentes, est encore loin d’8tre résolue.

Dang le présent travail je donne un résultat concernant le rapport
entre les définitions IIT et V (ou bien III et I). Des résulbats ultéricurs
dans cet ordre d’idées, liés & la notion de courbure géodésique des courbes
situées sur une surface S, seront publiés par mon éléve M. A. Zajtz.

Avant les travaux mentionnés de Hartman et Wintner les lignes
géodésiques avaient été le sujet d’un travail de Busemann et Feller [1]
concernant les surfaces convexes. On lit & la page 40 de ce travail: ,, Auf
einer konvewen Fliche haben die kiirsesten Linien in jedem Tlichenpunlt
mit Tangentialebene die geoditische Erimmung Null®. Or, jai dit plus
haut qu’on a plusieurs définitions différentes de la courbure géoddsique.
Sous ce rapport les auteurs s’expriment sans ambiguité en disant: ,,die
Projelition der liirzesten Linie auf die Tangentialebene dic ICriimmaung
Null hat”. Les auteurs ajoutent en outre: ,,das oben gesagte auch in solchen
Punlten gilt, in denen es keine Normallrimmungen gtbt oder diese unendlich
sind™.

Le but de ce travail est de montrer par deux exemples dune surface,
ou bien convexe au sens large (surface cylindrique), ou bien convexe au sens
striet (surface de révolution), existence de lignes géodésiques (au sens
des définitions T resp. V) pour lesquelles la courbure géodésique (comme
courbure de la projection orthogonale au plan tangent au point p) au
point p convenablement choisi est égale & oo. Cette propriété remarquable
sera satisfaite — bien entendu — au point p ol la courbure de Gauss, au

icm°

Sur quelques propridtés des lignes géodésiques 93

sens classique n'est pas finie, mais aussi pour presque toutes les géodé-
siques passant par p.

§ 2. Considérons la surface eylindrique S dont leg génératrices sont
paralleles & ’axe des 2 et coupent la courbe

1) y = 2%
oll a est un nombre satisfaisant i Dinégalité
(2) l<a<?.

Les inégalités (2) garantissent le fait que la surface § admetira en cha-
que point un plan tangent. La surface § posséde en outre en chaque
point, pour lequel on a x = 0, une courbure de Gauss au sens classique.
Aux points de la génératrice # = 0 chaque section normale ne contenant
pas la génératrice posséde une courbure infinie (suivant n’importe quelle
définition). La section normale le long de la génératrice a une courbure
égale & zéro. Soit p, Porigine des coordonnées. On constate sans difficulté
que, dans ce cas, les définitions I et V se confondent. Ties équations de la
ligne géodésique G, passant par p, et distincte de 1a génératrice, penvent
&tre écrites sous la forme suivante

t
(3) a=t, y=% &=5k[Vitaufdqu,
0

% désigne ici un nombre réel arbitraire qui joue le role de paramatre pour
toutes les géodésiques (sauf pour la génératrice) passant par Po. Désignons
par G* la projection orthogonale de & sur le plan tangent I7, au point p,.
Puisque [7, se confond avec le plan (0, z, 2), Iéquation de G* sera

(4) & =ko(t),

olt nous avons désigné par ¢ la fonction

& =1,

t
(1) = [Vi+auf*2du.

La fonetion ¢ est n’admet pas de seconde dérivée ¢’/ pour ¢ = 0 et pour
cette raison nous trouverons la courbure de G* pour ¢ = 0 directement en
déterminant le centre de courbure. La tangente & G* au point p, a 16-
quation
2= ke (0) &
et, en vertu de la formule
o'lt) = Vit-a'[if*
et de Tindgalité 2a—2 = 2{a—1) > 0, on a ¢'(0) = 1. L’équation de la
tangente & G* au point p, est done
' 2=k
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L’équation de la tangente au point z, # 0 étant
2—ko(m) = ko'(2,) (#— @),
les équations des normales aux points p, et p(w,,2) seront respective-
ment
T — 2y

2—keo(5,) = ~ gy

Désignons par (s, #;) les coordonnées du point de rencontre de ces nor-
males. En résolvant par rapport & x I’équation

1
g = —*%m,

1 & — Xy
o=k 2
% & @ (%) Tog (o)
nous obtenons
(5) @, = 2o+ K2 (20) 9" (@)

1—o' (@)

(Remarque. On & Pour 2, # 0 ¢'(#) = V1+ a®|g[ D > 1, il est done
permis de diviser par 1—¢'(2,)). En multipliant le dénominateur et le
numérateur du second membre de I’équation (5) par 14 ¢’ (x,), nous ob-
tenons

O — Lo
(VI a oo™ D) oo+ BV I+ a2 loo D [ VI ot w0 du}
0

By = — ~

@[

En appliquant & lintégrale le théoréme de la moyenne nous pouvons
écrire

[ Vi@ oY) o+ B VIF & [V 1, VI T o [0, Y]

a2 [ml) EZ(a‘ 1)

&Iy =

ou finalement
) [14¢ (@)1 [1+ k29" (@) 0" (Ou,) ]

%, = —sgn(x, I .
0 B

Remarquons que ¢'(2) -1, ¢'(@x,) - 1, quand x — 0 ce qui entraine
que le numérateur tend vers 2(L-%2). Le comportement du dénomina-
teur dépend de la position du nombre « par rapport i £, Nous avons

|| — o0 pour o> 3%,

14 %2
a2

@y — —28gn(x,) pour o =3},

3
x>0 pour a <j.
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Nous avons, par conséquent, en tenant compte de 2, = —a,/k,
les corollaires suivants:

8i a > %, o courbure de G* au point p, est égale & zéro, done la courbure
géodésique de G s’amnule.

8i a <3, la courbure de G au point py est infinie. Dans ce cas non
seulement G, mais aussi sa projection G admet une courbure infinie. Cect
a liew pour tous les k, c'esi-a-dire pour chaque ligne géodésique différente
de la génératrice.

Dans le cas o =3 la projection G* posséde au point p, wne inflexion,
les centres de courbure & gauche et & droite existent et sont distincts.

§ 3. Nous donnerons maintenant un exemple d'une surface con-
vexe au sens strict, ¢’est-a-dire telle que le plan tangent posséde en chaque
point seulement le point de contact commun avec S. L’exemple concerne
des surfaces de révolution. Les lignes géodésiques situdes sur les surfaces
de révolution ont été étudides sous les hypotheéses de faible régularité
(vectifiabilité du méridien) dans un travail de E. A. Morozowa [4]. Clest
ce travail qui m’a suggéré la recherche de ’allure de la courbure géodé- -
sique des lignes géodésiques situées sur les surfaces de révolution, spé-
cialement aux points out la courbure de Gauss est infinie.

Nous considérons dans le plan (z, #) le méridien donné par les équa-
tions paramétriques

(6) v =gp{s), 2z=1y(s),
ol nous avons posé
m pls) =1—]s]%, —0<s<o<l1,

en supposant que le parameétre s représente I’arc du méridien. Quant & la
valeur de V’exposant a, nous en disposerons plus tard. La condition (7)
nous permettra de déterminer la fonetion u d’une fagon univoque par
la condition initiale

(8) $(0) = 0.

En effet, nous avons

dx dp ae
ey ek —asgns|s|*Y,

d’olt, & cause de la relation

dp\? (dw)z_
(ﬁ?)* @ =
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on obtient
8

(9) p(s) =& [Vi—a?uf**du.
0

Nous posons dans la suite ¢ = 1. Je vais montrer que l'are L défini au
moyen des équations (6) est convexe au sens strict. Dans ce but remar-
guons que les fonctions ¢ et y sont régilidres pour les valeurs s = 0.
Le seul point singulier du méridien peut é&tre le point s = 0. Nous avons

g'(s) = —anls|"™ v () = Vi-d'ls*?,
(10) ”" a—2 ’” _‘770‘2(0‘“‘1) ‘S‘2a~3
@'(s) = —ala—1)[s]",  97(s) = '71_—:7‘2‘—15“’:2—;—2—,
oll nous avons Posé
7 == 8gns.

De 14 nous tirons

a(a 1 ]s|3a——4

(11) ¢y —y'e" = g = +ala—1)[s]* 21— a? st

2J |2a 2

a(a—1)|s]*2
TV1_ g

On voit donc que pour a > 1 le déterminant 99 (p a un signe constant,

ce qui démontre la convexité de I'arc L. La singularité s = 0 ne peut
détruire cette propriété, puisque L admet au point s = 0 une tangente.
Comme ¢'% + y'2 = 1, la courbure de L est donnée par la formule

(12) k(s) =o'y —y'¢".
Si nous prenons pour a une valeur satisfaisant aux inégalités

(13) l<a<?2,

Parc L aurapour § = 0 une courbure infinie. Nous admettrons dans la suite
les inégalités (13). L’arc L, étant convexe, est en méme temps rectifiable.
La surface § engendrée par L par une rotation autour de I’axe des # sera
convexe au sens strict. Les lignes géodésiques de S, comme lignes les plus
courtes, s’obtiennent d’aprés le théoréme de Morozowa par intégration
du systéme (+). Si nous éerivons les équations paramétriques de la sur-
face 8 sous la forme

v =pujcoso, y =g(u)sine, & = p(u),
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Pintégration du systéme (x) conduira — comme on le sait — & équation

dv 3
14 e
() Vg —1

olt & désigne une constante arbitraire dont le module est plus petit que
I'unité (nous omettons ainsi le méridien méme, comme ligne géodésique,
ce qui est- sans importance pour notre raisonnement). Nous allons congi-
dérer les géodésiques qui passent par le point p, correspondant 4 la valeur
u = 0 et n’importe quelle valeur de », par exemple v = 0. L’équation
d'une telle ligne géodésique s’écrit sous la forme

v = v(u)

ol
F kd

(15) o) = | — |
of OV (1) — B2

Nous allons montrer qu’en choisissant convenablement ’exposant o, pour
tous les & # 0, non seulement la géodésique ¢ méme, mais aussi sa pro-
jection @* sur le plan tangent & § au point p, aura une courbure infinie.
Puisque ¢'(0) = 0, ¢'(0) = 1, la tangente au méridien au point p, est la
droite perpendiculaire & l’axe des # et, par conséquent, le plan tan-
gent IT, & § au point p, est le plan # = 1. La projection @* de la géodé-
sique @ sur I, aura les équations parameétriques

y = p(u)sinv(u),

_(16) 2 = y(u) ,

et il s’agit d’examiner la courbure de cette courbe pour u = 0. La formule
class;que ne peut &tre appliquée ici, car la fonction ¢ ne posséde pas de
dérivée seconde powr % = 0. Les fonctions ¢(u) et y(u) admettent cepen-
dant des dérivées secondes pour u % 0 et pour w # 0 on peut calculer
la courbure %*(w) de la projection G*. Ayant caleulé cette courbure
K*(u), on peut examiner P’existence de la limite
(17) Lim E*(u).

U0
Si elle existe (6tant finio ou infinie), sera-t-elle la courbure de G* pour
% =02 Or, on sait bien que pour une courbe continue, §’il existe une
position limite de la tangente au point p pour p— p,, cette limite est en
méme temps la tangente au point p,. Par analogie, on pourrait présumer
lexistence d'un théordme analogue concernant la courbure. Comme je
n’aipas putrouverle théoréme correspondant dans lalittérature, je le rap-
porte sous forme du lemme suivant.

Annales Poloniel Mathematiol VIIT T
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LEMME. Soit une courbe plane C, donnée par les équations paramétri-
ques
y=9{), 0<i<l.
Nous supposons que les fonctions x(t), y(t) sont de classe Cp pour t = 0 et
que pour t = O elles possédent des dérivées premiéres continues ne s'annu-
lant pas simulianément. Nous supposons enfin que la limite de la courbure
exisie:
(18)

w = (1),

lim K (t) = g¢.

t—>0+0

Dans ces hypothéses C admet pour t = 0 une courbure (unilatérale) égale
& g dans ce sens que, si o désigne le point ((0), y(0)), Ny la normale & G
aw point 0, N la normale & C au point p, ¢ le point d'intersection de N avee
Ny, alors on a

(19) Bm —— = |g.

p—>py 04 ‘

Démonstration. Il suffit de traiter les trois cas suivants: I. g = oo,
II. ¢ > 0, IIT. g = 0. Dans les cas I et II la fonction K (?) a un signe
constant dans un voisinage du point o, done une partie voisine de C
contenant o est strictement convexe, et par suite rectifiable (la rectifia-
bilité dans tous les cas I, IT, ITI résulte d’ailleurs de la continuité des dé-
rivées premiéres ', ¥’ et de inégalité z2+4'2 > 0). En introduisant P’are
s (compté & partir de o) et un repére cartésien dont 1’origine est o
et Paxe des z se confond avec la tangente & ¢ au point o, les équations
de ¢ peuvent étre écrites sous la forme

(20) w="F(s), y==&(@)),

ou les fonetions F, G sont de classe C, pour s > 0 et vérifient la rela-
tion

0 <s <9,

(21) Friq? =1

dans l'intervalle fermé <0, é). Nous avons en outre

(22) F(0)=@G0)=0, F(0) = 1, @' (0) =0,
K(s) = F'(s)G"(s)—G(s) F'"'(s) pour s> 0.

Pour s = 0 les fonctions F, @ peuvent ne pas posséder de dérivées se-
condes. En vertu de (21) nous pouvons écrire

—el'(s) F''(s)

G'(s) = El/l Flz )s GH(S) = oo,
(23) _— V1-F)
— & 8
E(s) = 0t
) V1—F"(s)
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Remarquons que on a dans les cas I et IT [F'| < 1 pour s > 0 et.suffi-
samment petit, car de I'inégalité «F"’ < 0 il S’ensuit que F'(s) est stricte-
ment monotone dans le voisinage de s = 0. De 14 nous avons d’aprés
(23) linégalité

G'(s) #0

valable pour s suffisamment petit. Remarquons encore que la propriété
de Darboux de la fonction F'(s) et Dinégalité K (s) > 0 (dans les cas I
et II) entrainent ’existence de la limite

(25) limF'(s) = 1.

=0

(24)

Calculons 1’ordonnée n du point ¢. Or, dans les cas I et IT la normale N
coupe la normale N, au point ¢ (en vertu de I’inégalité (24)) et Pordonnée
7 du point g est égale &
)" (s)+G ()G (s)

G'(s)

Caleulons la limite limy en appliquant le théoréme de 1'Héspital. Formons
80

n=G(s)+F(s) —— =

dans ce but ’expression
(FF'+6G&)  1+FFP"4GG" — Gt 14+FP"
(Gr)/ - G” - G” N
Comme G(s) — 0, il sutfit d’examiner la limite du quotient (1-+FF'')/G"".
D’aprés I’hypotheése nous avons
FII
Vi—Fn

D'olt, en vertu de (23) et de (25), nous obtenons

I(s) =

- —&f.

G- —eg.

Maintenant, il faut distinguer deux cas.
g > 0. Dans ce ¢as nous avons

Supposons tout d’abord que

i3

FF'" = FV1—F?  ———
V1i—F"

> 0-0-(—&g) =0

et, par conséquent,
HmI(s) = —e/g,

80
d’olt

limn(s) = —e/g,
850
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ce qui établit notre énoncé. Supposons maintenant g = co. Dans ce cas
nous avons
1 _p2
pVi=F

|1_t%’£_ S e
G| B

G

Mais || = o0, F -0, F' -1, V1—F" 0, donc de l'inégalité précé-
dente résulte

1+F i
——ee > ()
G//
ou
lim7I(s) =0,
8—0
done
limn =0
§—0

conformément & I’énoncé.

Dans le cas ITI Pinégalité (24) ne doit pas étre satisfaite dans le voi-
sinage du point s = 0 et la normale N ne doit pas couper la normale N,.
Dans ce cas il 8’agit de montrer que, si G'(s) = 0, la valeur # est grande,
en valeur absolue, pour s suffisamment petit.

Puisque dans ce cas il peut exister dans chaque voisinage du point
s = 0 des solutions de ’équation @' (s) = 0, le théordme de 1'HoOspital ne
peut pas étre appliqué et le raisonnement doit étre différent.

Comme la courbe C posséde, par hypothése, une tangente T au point
0 et que cette tangente T, est la position limite de la tangente T au point
voisin p, alors, en prenant Porigine du systéme cartésien des coordonnées
au point o et la tangente T, pour axe des #, on peut mettre ’équation de
la courbe €' dans le voisinage du point o sous la forme normale

=fl@), 0<a<y
ot f posséde pour 4 > 0 une dérivée seconde f'' et
(26) lim f'(z) = 0.

Z-r0+40

La courbure K (¢) s’exprime alors par la formule
S T
A+ @
L’hypotshése (18) avec la relation (26) donne
lim f'(z) = K, = 0,

Z-+0+40

K (=)
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ce qui montre, d’aprés un théoréme bien connu, qu'il existe une dérivée
#"'(0) unilatérale et, par conséquent, 'arc ¢ admet au point p, une cour-
bure au sens de 1’énoncé du théoréme. Notre lemme se trouve ainsi dé-
montré. )

Nous allons maintenant calculer la limite de K*(u) pour  — 0. Le
paramétre u n’est évidemment pas Iarc pour la courbe G* (il représente
Dare du méridien et n’est, en général, lare ni pour @ ni pour G*). Done la
formule suivante subsiste:

y'(w)2" (w) —2'(u)y" (u)
[y (w)+2"% (w) "

Nous nous occuperons tout d’abord du dénominateur du second membre
de (27). Le calcul de sa limite ne présente aucune difficulté. On a

k k2o’ (u) — 2k (u) g’ ()

(@7 E*(u) =

’0' ) = ——————— v'(u) =
“ () Vor(u)—k* ) o? (w)[p?(u) — 2 7
d’ol résulte
limo'(4) = —=——, limv'’(u) =0,
u—0 (w) ]/1-—702’ u—>ov ()

car ¢'(0) = 0. Nous avons ensuite

(28) Yy = ¢'sinvtgv'cosv, & =y,
d’ou
limy’ = limz' =1
u—»oy ’1/1-—-7{;2 ! >0
et finalement
1
lim[y 22" PP = e > 0.
1l'_w[?/ +27] (1K) >

En différentiant les relations (28) nous obtenons

r '

Yy = @'’ sinv-+2¢" v cosv—pv'2sinv v’ cosv, 2 =y’

De 13 nous avons

i

,‘leu_yuz/ =@ "P
+ gy’ v'%8ine — ey’ v’ cosV

sinv -+ gy’ v’ cosv— @’ y'sinv — 29"y’ 0" cosv+-

= (¢'y" —¢"y')sinv+ gy v cosv+E(u),
oll nous avons posé pour abréger

B(u) = —2¢"y'v' cosv-+ gp'v'2sine —pp'v"’ coso.
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En tenant compte des relations

k ’
2 —0, 'D'—>—17————~1__k_2, "0, ¢—1, ¢ >0,
nous constatons que
limR(u) = 0.
w0
Remarquons ensuite que l'on a
Tew
v(u) = y 0<O<1,

T g2 (0u)V g (Ou) — k2
ce qui peut étre écrit sous la forme
' ku

o(u) = Vi o(u),

ol la fonetion

1 712
o) & o Y e
P2 (Ou) ¥ p2(Ou)—k?

posséde la propriété
' lime(u) = 1.

’{L—)U
On peut done écrire

sine = vo(u),

ol
limo(u) = 1.
U0
Comme
i kuw
8inY = ﬁ oo

on a d’api"és (11)

kooa(a—1)sgnu

|,M,|a—1

((leu -——(p”'l[)’)sill’ﬂ —

d’ott Pon voit — d’aprés Phypothése o > 1 — que

Im{(¢'y"” —¢" y')sinv} =
Ul .

Y1k Vi— & u=?
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Il est done évident que le ferme dont dépend essentiellement le passage

i

& la limite de l'expression y's"" —y"'z’ est le terme gy''v’cosv. Puisque

@v’'cosv —

#0,

k
V1i—%

il nous reste & examiner la limite limy'’(u). De la formule (10) il s’ensuit
que b
1. pour a > :— limy"' (u) = 0 et, par conséquent,
U0

U—>0
2. si a = £, alors
Lim y"'(u) = a*(a—1) =2, lim " (4) = —a*(a—1) = —2
U—0+0 U—0—0

et, par conséquent, .
9% 9%
lim B*(u) = ———, lim K*(u) = ———o;
U=-0+0 8‘/1— k2 U—0—0 81/1—762

3. 8l a < ¥, alors imy"”(u) = 4 oo et, par conséquent
2 e i

limK*(u) = oo.
U—0

Nous constatons donc que la courbure géodésique de & aw point w = 0
est égale & zéro seulement dans le cas a > 5. ‘

Dans tous les deux exemples (surface cylindrique et surface de ré-
volution) I’exposant a = £ joue un réle spécial. Ce fait trouvera son expli-
cation dans un travail de A. Zajtz qui paraitra prochainement.

Les résultats contenus dans ce travail ont é6é exposés, en partie dans
une séance de la Société Polonaise de Mathématique (Section de Wroctaw)
en 1955 et au Congrés Mathématique de Vienne en 1956.
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