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coule immédiatement d’un théoreme de 8. Mizohata et S. Yamaguti [2]. VIII (1960)

Afin de pouvoir I'appliquer & I’équation (1) il faudrait seulement poger

1 @
4= ;of e(t)dt

et remplacer ensuite les fonetions f(x) ot e(¢) par les fonctions F(x)

= f(w)—p et E(t) = 6(t) — . Sur la dépedance des solutions d’un systéme d’équations
différentielles de leurs seconds membres.
Travaux cités ‘ Application aux systémes presque autonomes
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@ =i, By ey @) (E=1,2,...,m)

ou dans la notation vectorielle

Nous supposons une fois pour toutes que la fonction vectorielle f(¢, X)
st définie et continue dans tout espace F' = I x F ot I désigne la droite
réelle et E Despace d n dimensions des variables 2y, ..., %y.

Dans toute la suite nous admettrons 'unicité des solutions du systéme
(1), c’est-h-dire nous supposerons que pour tout point Py = (f, Xo), ol
toel et X, e, il existe une et une seule solution du systéme (1), égale &
X, au point f,. Désignons-la par X (i, P,) et soit J Dintervalle maximum
de son existence. .

On sait (voir p. ex. [2], p. 149, [6], D. 27) que cette solution unique
du systéme (1) passant par le point P, change peu lorsque le systéme
lui-méme change peu, ce gu'on exprime en disant que cette solution
dépend d'une maniére continue des seconds membres dn systéme considéré.

Pour préciser, envisageons un autre systéme d’équations différen-
tielles

(2) X' =yg(t, X)

Regu par la Rédaction lo 29. 12. 1958

dont le second membre est défini et continu dans tout 1’espace F. On
a le théoréme suivant('):

(1) Nous nous bornons au théordme le plus simple de oe type. ?our d’autres
théorémes, plus généraux, nous renvoyons le lecteur aux livres déjh cités.
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Pour tout intervalle compact K CJ (tyeI) el tout nombre positif ¢
il emiste un 0 > 0 el que toute(?) solution Y (t,P,) du systéme (2), égale
& X, aw point ty, est définie dans tout Vintervalle K et y wvérifie Uinégalité

|X (¢, Po) — X (2, Py)| <& (7)
pourvu que Don ait dans tout Vespace F':
lf(¢, X)—g(t, X)| < 0.

On peut donc -dire que les solutions du systéme (1) changent d’une
maniére continue lorsque les seconds membres de ce systéme changent,
eux aussi, dune maniére continue. Mais il est facile de #’imaginer une
autre fagon, non nécessairement continue, de changer les seconds mem-
bres du systéme (1) gui entraine pourtant des changements continug
des solutions.

-En effet, considérons, pour fixer les idées, une seule équation diffé-
rentielle :

3) @' = f{t, 0)

4 second membre continu et supposons que la fonetion identiquement
nulle soit la solution unique de cette équation passant par le point (0, 0).
Prenons ensuite une suite d’équations différentielles

(4) o = f(t, )+ ga(?)

et supposons que chacune des fonctions g,(¢) soit continue et absolument
intégrable dans l'intervalle (—oo, 4o0) et que I’on ait la relation

+oo
lim [ [g.(8)ldt = 0.

Lintuition nous dit que dans ces hypothéses les solutions ,(t) des
équations (4), égales & 0 au point 0, tendent vers la solution identique-
ment. nulle de P’équation (3) lorsque n croit indéfiniment et que cette
convergence est uniforme dans tout intervalle compact. On pourraib
évidemment en dire de méme de n’importe quelle autre solution do 1'¢-
quation (3).

il en était bien ainsi, on pourrait dire que les solutions de 'équa-
tion (3) changent peuw lorsque le changement global du second membre
de cette équation est suffisamment petit. k

Nous allons démontrer qu’il en est bien ainsi non sewlement dans
le cas spécial d’une équation (3), mais aussi pour le systéme général (1)(*).

(*) T1 n’est pas nécessaire d’admettro I'unicité des solutions du systdme (2).
(*) Pour tout vecteur X = (#1, ..., xy) on désigne par |.X|le nombre Va;?—l—.,.—!— a:f‘
(Y) Comparer [7]. : ‘
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2. T.es théorémes sur la dépendance continue des solutions du sys-
teme (1) des seconds membres de ce systéme, dont nous avons cité un
cas particuliérement simple au début du n® précédent, ont permis &
L. Markus [3] d’étudier Pallure asymptotique des solutions d’un systéme
d’équations différentielles

X' =f(t, X)

dont le second membre tend pour ¢-—> +oo vers une fonetion f(X) qui
ne dépend que de X, systéme qu'il appelle asymptotiquement autonome,
3 laide du systéme limite autonome

X' = {(X).

De méme, les théorémes sur la dépendance continue des golutions
du systéme (1) des changements ,globalement petits” des seconds mem-
bres de ce systéme nous permettront @’étudier I'allure asymptotique
des solitions du systéme :

X' = f(X)+g(tv X),

presque autonome en ce sens que Ton a
oo

g, D <g@IX] et [ lg@)lar < +oo,
[}
ou dans d’autres sens qui vont étre précisés dans la sui‘ee..
(Pest & cette étude que nous consacrons la seconde partie de la pré-

gsente note.

Premiére partie

1. Comme nous lavons déja dit, nous admetbons dans toutes mnos
considérations ultérieures Vunicité des solutions du systéme (1) — hy-
pothése sans laquelle les théorémes énoncés ci-dessous cesseraient d’f‘stre
valables. Tl est cependant & noter que tous nos raisonnements ?esteralent
valides, si Ion remplagait ’espace F tout entier par un domaine o'uvert
quelconque de cet -espace. Néanmoins nous nous bornerons i envllsage-r
le cas ol le systéme (1) est défini dans tout Vespace F, car cela simpli-
fiera considérablement les énoncés et les démonstrations des théorémes.

TutoriMe L. Soit X(i, P,) une solution du systéme (1) passa?@t par
le point Py = (8, Xo) (foel, XocH) et J Dintervalle magimum de_ som aa.msten‘oe.
Pour tout intervalle compact K C J (ty<K) et tout nombre posmf' e il e'mste
un § > 0 tel que toute solution Y (¢, Po) du systéme @ bquations différentielles

(5) X' = f(t, X)+g(),
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ot g(t) est une fonction wvectorielle continue satisfaisant & U'inégalité

(6) flg(‘t)|olt <4,

i
bgale & X, au point iy, est définie dans tout Vintervalle K et y vérifie
Vinégalité
(7)

X (), Po)— X (8, Po)| <&

Démonstration. Pour la démonstration par P’absurde supposons
le contraire, c'est-h-dire qu’il existe un intervalle compact K,C J
(treK,) et un nombre positif &, pour lesquels le choix d’un § convenable
est impossible. Désignons par V, l’ensemble des points (¢, X) défini par
les conditions
| X=X (t, Po)| <&, teK,

et construisons une fonction vectorielle f*(¢, X) de telle sorte qu’elle
soit continue et bornée dans tout l’espace F et égale & f(t, X) dans len-
semble V,. On a done

(8) If*(t, X) < M

ot M est une constante convenablement choisie.
Envisageons maintenant le systéme auxiliaire d’équations différen-
tielles

9

La restriction de la fonction X (¢, P)) & lintervalle K, est évidemment
une solution du systéme (9). De la définition de la fonetion (¢, X) il
" résulte que pour &, lintervalle Ky, la solution X (¢, Py) et le systéme (9)
le choix convenable d’'un 6 pour lequel on aurait la conclusion du
théoréme I n’est non plus possible.
La fonetion f*(¢, X) étant par hypothése bornée dans tout Pespace F,
toutes les solutions dun systéme

&9 X' =, X)+g(t)

ol g(t) est une fonction vectorielle continue, sont définies sur la droite
I tout entiére e, & plus forte raison, dang tout Vintervalle K.

D’aprés notre hypothése il existe une suite {g,(¢)} de fonctions con-
tinues telles que

(10)

X' = f*(ta x).

lim [ |g,(t)dt =0
n—PDOKo

et une suite {X,(t, P,)} de solutions des systémes

(11) X' = f*(t, X)+ (1),

icm
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égales & X, au point t,, définies dans tout 'intervalle K, et telles que
Pon aib

| Xp(tny Po) =X (b Po)l > & (n=1,2,...)

(12)
pour une suite {t,} de points de Pintervalle K.
Pour tout n on a, en vertu des équations (11):

t t
(13) Xty Po) = Kot [ (s, Xuls, Po))ds+ tf gn(8)ds.
ty 0

Il g'ensuit, en raison des relations (8) et (10), que dans Pintervalle K,
les fonetions X, (¢, P,) sont équicontinues et born'ées dang leur ensemb}e.
On peut done extraire de la suite {X,(t, Po)} une suite pamtle]le.{Xnk (t, ‘Po)}
convergente uniformément dans Vintervalle K." vers une fonetlo.n continue
X,(¢). En passant & la limite dans les relations (13) on en tire

i
Xy(t) = Xo+ [ (s, Xols))ds
to

d’otr il résulte que la fonetion X,(f) est une soh.ltion_ du systéutg (9),
égale & X, au point %,. Par conséquent, X,(t) esb 1den.thue dans 1 mb(?r-
valle K, & la solution X (¢, P,) du systéme (1), ce qui est en contradie-

tion avec les inégalités (12). -
Te théoréme I se trouve ainsi démontré.

2. Dans quelques cas particuliers il est facile d’évaluer effect;—
vement la différence entre les intégrales X (¢, Py) et Y (¢, P,) des sgst —
mes (1) et (5) respectivement. Supposons, par exemp‘le, q}le.la one
tion vectorielle f(t, X) satisfasse & la condition de Lipschitz:

V(t; Xl)—f(ta Xz)l < M1X1"X2|

pour tout el et tous les X, X,<B. Des équations (1) et (5) on obtient

11 t
Y- X0 = [(ils, Y()—fls, X)) ds+ [ gls)ds
b

K}

et, par conséquent, pour tout teK:

i
T — X< [ lg(s)lds+H [ 1T ()—X(s)]ds.
K i
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II en résulte (voi ] i i
o ulte (voir [1], p. 35) que dans tout I'intervalle K on a linéga-

1Y () ~X )] < [ lg(s)]ds-exp( M [t—1,]).
K

11 est %u notgr que lon obtient la méme inégalité en résolvant un
autre probléme, & savoir lorsque I’on évalue la différence des deux inté-
grales X (1) et Y(#) du systéme (1) pour lesquelles on a

X () — Y (1)] < [lg(s)lds.
K

Qn peut donc dire que pour les systémes lipschitziens Vaddition d’un
terme g(?) au second membre du systéme produit un effet analogue au
déplacement du point initial de la solution congidérée )
Il en est de méme, si Pon remplace la ition ¢ i i
Pinggalitg , D condition de Lipschitz par

(2, T)—1(t, X)| < oty | X X)),

ol w(t, u) est une fonction continue et croissante au sens large par rapport

a la variable . Su Pposons pour sim pllfIGI que i OX LI é] nité
t 8
" l 0 SO d gau(‘:h(‘)

. 3
(Y (1) — X ()] <Kf|g(s)1ds+fw(s, | Y (s)— X (s)[)ds,
to

d’olt il vient (voir p. ex. [4]) que pour teK:
1Y) —X (@) < ult, ),

ol u(t,%,) désigne l’intégrale supéri i
. , périeure & droite de I’équation diffé-
rentielle u' = w(, u), issue du point (t, [ |g(s)|ds) ! e
K

On obtient une évaluation analo
_ On ok gue dans le cas léplac y
point initial de la solution X (¢). o ddplacemont du

6 3. Dans Iénoncé du théoréme I on pourrait remplacer la condition
(6) par une autre, plus générale. En effet, pour que la démonstration
de ce théoréme reste valable, il suffit de supposer que l'on. . it y liev
de (6) Pinégalité suivante e

| [otar] <,
L

quel que soit le sous-intervalle I de l'intervalle K.

icm
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4. Du théoréme I on peut obtenir, par quelques modifications
taciles de ses hypothéses et de sa démonstration, plusieurs théorémes
analogues que nous nous bornerons & énoncer.

Désignons par V (¢, ¢) Iensemble des points (£, X) défini par I'iné-
galité

[ X—X (2, P)| < e.

Soit ¢(t, X) une fonction vectorielle continue. Posons
ge(t) = max |g(t, X)].
V(e
TutorRME II. Pour tout intervalle compact K CJ (fyeK) et tout
e > 0 il ewiste un 6 > 0 tel que toute solution ¥ (i, Py) du systéme d’équa-
tions différentielles
X' = f{t, X)+g(, X},

ot g(t, X) est une fonction vectorielle continue satisfaisant & Vinégalité
[g.0at <,
&

égale & X, au point 1y, est définie dans tout Vintervalle K et y vérifie Diné-
galité (7).

Dans los théorémes I et II on considérait les solutions des systémes
d’équations différentielles, qui passaient toutes par le méme point fixe
P,. Dans notre étude de l'allure asymptotique des solutions d’un syste-
me presque autonome NOUS aurons besoin d’un théoréme plus général,
4 savoir:

TatoriME ITT. Powr fout intervalle compact K C J (toeK) et tout
s> 0 4l existe un 0 > O tel que toute solution Y (t,P) du systéme (5) ol
g(t) est une fonction continue satisfaisant & Vinégalité (6), passant par le
point P de Vespace F tel que |P—P,| < 0, ewiste dans tout Uintervalle K
ot y vérifie Vinégalité (7).

Deuxiéme partie

1. Envisageons le systéme d’équations différentielles
X = f(X)+g(t7 X),

sont des fonctions définies et continues dans les espa-
considérons le systeé-

(14)

ou f(X) et g(t, X)
ces B et F respectivement. A cdté du systéme (14)
me autonome
(15)

Arnnales Polonici Mathematiei VIIT

X' =f{(X)
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et admettons I'unicité des solutions de ce systéme. Nous supposons de
plus que toutes les solutions de ce systéme sont définies dans tout I'inter-
valle (—ea, +o0).

DEFINITION. Nous dirons que le systéme (14) est presque auto-
nome, si pour toute fonetion vectorielle continue et bornée X (f), définie
dans un intervalle (4,, +o0), on a l'inégalité

(186) [ lglt, X()]dt < +oo.
to

Il en est ainsi, par exemple, si la fonction g(t, X) satisfait & P'iné-
galité
lg(t, X)| < g(2)o(1X1),

olt () est une fonction positive et continue pour % = 0 et g(t) admet
une intégrale finie dans lintervalle {0, --co).

2, Soit X (t) une solution du systéme (14), définie dans un inter-
valle {#,, +oc). Sans restreindre la généralité on peut admettre que
t; = 0. Désignons par X(oco) 1’ensemble limite

X(oo) = [] dx).

T<t0 b7

Done, pour qu'un point X, de I'espace F appartienne & ’ensemble X (oo),
il faut et il suffit qu'il existe une suite de nombres {#,} tels que Pon ait
limt, = +oo et lUmX(t,) = X,.

N—00 T—»00
L’ensemble X (occ) est fermé. Si ensemble X (co) est borné, il est aussi
connexe.

TaBoREME IV. 87 le systéme (14) est presque autonome et pour une
solution X (t) de ce systéme Vensemble X (oa) n'est pas vide, il est composé
de solutions du systéme autonome (13).

Démonstration. Soit X, un point arbitraire do Pensemble X (oa).
Désignons par T' la courbe intégrale de I’équation (15) passant par le
point X,. Pour démontrer que 7' est contenu dans I’ensemble X (oa),
il suffit évidemment de montrer qu’il en est de méme de toute partie
bornée de 7.

Soit donc 7 une partie connexe de 7 situde & l'intérieur d'une boule
|X| < B et telle que X,eT. Construisons une fonction vectorielle con-
tinue X (#), égale & X (¢) dans tout intervalle du demi-axe ¢ >0 ol
|X(#)] < B et satisfaisant & la condition {X(f)] < B dans Dlensemble
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complémentaire de la somme de ces intervalles par rapport & I’inter-
valle {0, +o0). C'est done une fonetion continue et bornée, définie
dans I'intervalle <0, 4+ o). Le systéme (14) étant par hypothése presque
autonome, on a

oo

17 [lg(t, X@)]at < +oe.

0
Dans tout intervalle du demi-axe t >0 ot |X(f)] < R, X(f) est une
solution du systéme (14). De Phypothése X,eX(co), de I'inégalité (17)
et du théoréme III il résulte donc que T C X(o0).

3. Du théoréme IV on déduit immédiatement les corollaires sui-
vants:

COROLLAIRE I(%). 8i le systéme (14) est presque autonome et si pour
une solution X (t) de ce systéme tlil::X(t) = X,, le point X, est un poini

singulier du systéme autonome (18) c'est-a-dire f(X,) = 0.

CoROLLAIRE IX. Si le systéme (14) est presque autonome et si au-
cune solution du systéme limite (15) n’est bornée pour t — 4-co, il en est
de méme des solutions du systéme (14).

CoROLLATRE III. Si le systéme autonome (15) n’a pas de solulions
qui soient bornées dans tout Dintervalle (—oo, §00), le systéme presque
autonome (14) n'a pas de solutions bornées pour t — -+-oca.

COROLLATRE IV. Si le systéme autonome (15) w'a quw'un seul point
singulier X, et si aucune aulre solution de ce systéme n'est bornée dans
Vintervalle (—oo, +-o00), pour toute solution X (&) du systéme presque auto-
nome (14), bornée pour t — oo, on a E%X(t) = X,.

Il en est ainsi, par exemple, pour le systéme linéaire
X =4-X,

ot A est une matrice dont toutes les racines caractéristiques ont des
parties réelles négatives.

De méme que dans la note de L. Markus ([3], Théoréme IV) on
démontre le théordme suivant:

TeGorhME V. 81 le systéme (14) est presque autonome eb si X (f)
est une solution de ce sysiéme, périodique pour t assez gwmd, Pensemble
X (co0) se réduit & une irajectoire fermée du systéme autonome (15).

(%) Comparer [5], n° 3.
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4. Dans le cas ol l'espace E se réduit au plan il est possible, grace
4 la structure particuliérement simple de la famille des courbes inté-
grales d’'un systéme autonome & deux dimengions, de mieux étudier
I'allure asymptotique des solutions d’un ®systéme presque autonome.
En particulier, si le systéme (15) n’a pas de points singuliers, aucune
solution de ce systéme ne peut étre bornée ni pour ¢ — +oo ni pour
t— —oo. On a done:

TukorBME VI. 8i le systéme autonome & deux dimensions (15) n'a
pas de points singuliers, aucune solution du systéme presque autonome
(14) n’est bornée pour t— +oo.

On a aussi:

TugorEME VIL Soit (14) wun systéme presque autonome & deuw
dimensions. Supposons que pour une solution X (1) de ce systéme Uensemble
X (o0) soit borné et me contienne aucun point singulier du systéme auto-
nome (15). Dans ces hypothéses Vensemble X (co) est composé des trajec-
toires fermées du systéme (15).

Démounstration. Par hypotheése I'ensemble X (oo) n’est pas vide.
Supposons, pour la démonstration par I’impossible, qu’il contienne une
trajectoire non fermée T du systéme autonome (15). Il contient par
conséquent une trajectoire fermée S, limite de T lorsque ¢ croit indé-
finiment. Une des allures possibles de la
trajectoire I' dans un voisinage suffisam-
ment petit de § est indiquée dans la
figure 1.

Choisissons sur la trajectoire 7' qua-
tre points 4, B, 0, D de sorte que les
segments paralleles AC et BD soient sans
contact avec les trajectoires du systéme
(15) et qu’il en soit de méme de tout seg-
ment rectiligne paralléle & 4C et contenu
dans le quadrilatére curviligne ABCD.
Désignons par V le voisinage do larc
ABC, limité par deux courbes fermdbes
L, et L,. Il est facile de montrer que la
courbe X = X () doit, pour ¢ suffisamment grands, étre situde 2
Pextérieur © de la courbe L,. Bn effet, il existe une suite de nombres
{tu} tels que les points X(t,) sont tous situés & Pextérieur de la courbo
L,. Pour sortir du domaine 2 pour ¢ > %,, la courbe X (t) (¢ > t,) doit
soit couper V'arc AD de la trajectoire 7T, soit entrer par le segment
BD & Vintérieur du quadrilatére curviligne ABOD et en soxtir par le
segment AC. Or, pour » suffisamment grand c’est impossible, puisque

Fig. 1
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le systéme (14) est presque autonome. En effet, pour un 7, assez
grand l'intégrale

o0

[ lg(t, X0)]at

to

(18)

est aussi petite que lon veut. Dong, si pour un ¢, plus grand qu'un %,
convenablement choisi la courbe X (f) coupe 'arc ABCD, elle doit sortir
du voisinage V de cet arc par le segment af, ¢’est-a-dire elle doit rentrer
4 lextérieur de la courbe L, sans quitter le domaine Q. De méme pour
t> 1, la courbe X () ne peut pas entrer & l'intérieur du quadrilatére
ABCD par le segment BD et en sortir par AC, si P’intégrale (18) est
suffisamment petite.

11 en vient que la trajectoire T ne peut pas appartenir & Pensem-
ble X (oo) et le théordme VII se trouve ainsi démontré.

5. Du théoréme VII on obtient immédiatement:

COROLLATRE V. Si les hypothéses du théoréme VIL somi satisfaites
et Uensemble de toutes les trajectoires fermées du systéme autonome (15)
n'a pas de points intérieurs, Vensemble X (co) se réduit & une seule trajec-
toire fermée du systéme (15).

1 est facile de donner une condition suffisante pour qwil en soit
ainsi, méme si les trajectoires fermées du systéme autonome Jimite (15)
remplissent le plan tout entier. On a notamment:

THREOREME VIIL. Supposons que le sysiéme autonome & deuw 'di-
mensions (15) ait un seul point singulier (0, 0) et que toutes les tmj ectoires
de ce systéme soient fermées. Supposons de plus qu'il ewiste une intégrale
premiére de ce systéme H(z, ;) de classe O dans tout le Q.ﬂan (1, %2) €t
telle que pour tout O >0 Véquation H(®y, ¥s) = O détermine une et une
seule solution dw systéme (13).

Si Pensemble X (oo) dune solution X () du systéme presque aut({-
nome (14) est non vide, il se réduit ou bien & une trajectoire fermée du syste-
me (18), ou bien au point singulier (0, 0).

Démonstration. Soit X(f) = (#:(f), 2,(#)) une solution du sys-
téme presque autonome

@y = P (w1, %)+ 1@, @2, 1), @y = Q(a1, B) + g2 (@1, @y 1)

On a pé,r hypothése dans tout le plan (wy, X,):

0H 0H N
a_wlP(wly mz)"l"a;;Q(mn @) =0
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ef, par conséquent

0H
(19) %H@l(t): mz(t)) = o g1 (a}'l(.t)) @5 (t), t)‘i‘ 92 (wl(t>) @5 (1), t)-

0x, 0z,
oit P(&, ) un point appartenant & l'ensemble X (oo) et désignons par
T la trajectoire fermée du systeme

@ = Pmy, 1), & = Q (w1, )

donnée par ’équation H (2, #,) = H (&, n) = C,. Soit D le domaine borné,
déterminé par 1'inégalité H (@, #;) < Cp+1. Dans le domaine D les
dérivées du premier ordre de la fonction H(»,, ®,) sont bornées par une
constante positive M convenablement choisie.

Construisons maintenant une fonection vectorielle continue X (f)
= (%,(t), E(2)), égale & X (1) dans tout intervalle, o X (#) appartient au
domaine D, et satisfaisant partout & DPinégalité

H(z,(t), 8:(t) < Op+1.

C’est donc une fonction bornée dans lintervalle (0, +-co). On a par
hypothése, pour un %, suffisamment grand

(20) toflgl(t)ldmm, ,(,fmzm'dkm"

ol mous avons posé pour abréger: §i(f) = g;(%,(t), Za(t), 1) et Fa(?)
= §,(%, (1), B, (), 7). Choisissons maintenant un ¢, > #, de telle sorte que
Von ait

(21) H(E: (1), Ba(ty)) < Cot 1.

(’est toujours possible vu que le point P appartient & I’ensemble X (o).
De la relation (19) il vient

i
@) HE0,500) = B, mit)+ [ (S 0.0+ 5 gato) a
‘1 w1 2

pour tout intervalle (¢, t) dans lequel X (¥) reste & Dintérienr du domaine
D et, par conséquent, est égale & X (). Il en résulte, en vertu des indga-
Lités (20) et (21)

i

H(,(t), Z()) < H (@), B2 (02))+H [ (17201 + 72001 dt < Co+1,

ce qui signifie que pour tout ¢ > ¢, on a X (f) = X (?). De la relation (22)
il résulte enfin que la fonction H (wl(t), wz(t)) tend vers une limite finie
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C* lorsque ¢ croit indéfiniment. L’ensemble X (oo) se réduit done & une
seule trajectoire fermée H(w,, x,;) = ¢* du systéme autonome limite
ot le théoréme VIII se trouve ainsi démontré.

6. Revenons au théoréme VII. Supposons que Pensemble limite
X (o) de la solution X (f) du systéme presque autonome & deux dimen-
sions (14) soit borné et ne contienne aucun point singulier du systéme
autonome (15). Le théoréme VII nous dit que X (oo) se compose exclusi-
vement des trajectoires fermées du systéme (15), mais la réponse a la
question s’il peut réellement en contenir plusieurs n’est pas immédiate,
d’autant plus que le théoréme VIII exclut cette possibilité dans le cas
o la famille des trajectoires fermées du systéme autonome limite est
agsez réguliére.

Pour le systéme asymptotiquement autonome, comme I'avaib
montré L. Markus, ceci est possible méme pour le systéme autonome
limite
(23) T = — g, @y = @y,
ot les trajectoires fermées sont des cercles de centres & 'origine des coor-
données. Bien plus, il semble que pour tout systéme autonome pour
lequel la famille des trajectoires est homéomorphe 4 la famille des cercles
du systéme (23), on pourrait construire un systéme asymptotiquement
autonome de telle sorte que pour une solution X (f) de ce systéme I’en-
semble X (oco) se compose d’une infinité de trajectoires fermées du systeé-
me autonome envisagé.

Il n'en est pas de méme pour les systémes presque autonomes.
Pour que l’ensemble limite X (co) d’une solution X(f) d'un tel systéme
contienne plusieurs trajectoires fermées du systéme autonome limite,
il faut que ce systéme limite ne soit pas tout & fait arbitraire. Plus pré-
cisément, il faut que la structure de la famille des trajectoires fermées
de ce systdme ne soit pas trop réguliere.

Néanmoins la construction d’un systéme presque autonome qui pos-
séde la propriété en question est possible. Mais une telle construction,
exposée avec tous les détails, exigerait trop de place, ¢’est pourquoi
nous nous bornerons & en donner seulement une esquisse.

Envisageons dans le plan (w, #,) le systéme (23) et prenons deux
trajectoires de ce systéme: Ty: ai-4af =1 et Ty: oi-+a; =4 Dans
lanmeau limité par ces cercles nous modifierons convenablement le
systéme envisagé. Prenons & cet effet deux autres cercles T; et T, de
centres sur 'axe des @, et situés comme dans la figure 2. Supposons que
ce soient les trajectoires du systéme autonome que nous construisons.
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Supposons maintenant qu'un point mobile se meuve d’abord sur
la trajectoire T',. Au voisinage du point 4, il passe ensuite sur la trajec-
toire T5 et aprés avoir parcouru plusieurs fois il passe de nouveau
sur la trajectoire T, (au voisinage
du point B,) et ainsi de suite. Si
les points 4,, B,, ¢; sont suf-
fisamment proches des points
Ay, By, 0, respectivement, tous
ces passages dune trajectoire
4 Pautre n’exigeront qu’une petite
modification du systéme autono-
me que nous construisons. En
effet, tout cela revient & rem-
placer le systéme autonome

Gl IC A

2y = P(w,,
(24) 1 (1’ 2),

x = Q(wy, ;)

Pig. 2

par le systéme

(25) @y = Pwy, @) +p(t), o5 =Qwy,s)+q(t)
ol les fonetions continues p(t) et ¢(¢) sont égales & zéro en dehors d’une
somme de trois intervalles aussi petits que ’on veut.

Dans ’annean limité par les cercles T, et T, on construit de nou-
veau deux cercles T et T's de sorte qu’ils soient les trajectoires du systéme
(24) et que le point mobile puisse passer de T, & T, de T5 & T; et enfin
de T & T, & laide d’une modification de ce systéme du type (25) aussi
petite que I'on veut. On fait ensuite une construction pareille dans les
anneaux (7', T;) et (T4, Ty).

En poursuivant indéfiniment cette construction on parvient entin
4 un systéme (24) dont toutes les trajectoires sont des corles. De co que
nous avons dit il résulte immédiatement que 1’on peut le faire do sorte
que Pensemble limite X (oo) d'une solution du systéme (25), ot les fone-
tions p(¥) et g(¢) satisfont aux conditions

b oo

[ Ipola <+ o0, [ lg)@ < +oo,
0

(]

soit identique & l'anneau limité par les cercles T, et T,.
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