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Sur les solutions de 'équation différentielle
2’ +h(z)a' +f{z) = e(t)

par Z. OpIAL (Krakéw)

1. Envisageons U'équation différentielle de Liénard généralisée

1) o'+ h(z) o’ 4 f(x) = e(?).
On sait quelle peut &tre remplacée par un systéme d’équations

(2) o =v—g(@), o =—f@)+et)

oll nous avons posé

T
(3) g(@) = [ h(s)ds.
0
Dans certaines hypothéses sur les fonctions g(w), f(x) et e(f) S. Lef-
schetz [1], K. Urabe [3] et W. R. Utz [4] ont démontré que pour ¢ > 0
toutes les solutions du systéme (2) sont bornées et, par congéquent, les
solutions de D’équation (1) ainsi que leurs dérivées premiéres sont aussi
bornées. Je me propose d’établir dans cette note un théoréme générali-
sant considérablement les résultats des auteurs mentionnés.

2, THEORAME. Supposons gque les fonctions f(w), h(w) e e(t) soient
continues pour tout m et tout t > 0 et que Pon ait

(4) e@)| <m (t=0),

() limintf(z) > m, lmsupf(a) < —m

T—r+00

ot pour un nombre positif p suffisamment petit

(6) llifnini(gz(w)—% lg(@)|—4ma]) > —oo,
(7 lim g(z) = +oo et lim g(w) = —oo.

&~->+4-00 Tr—o
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Dans ces. hypothéses: toutes les solutions du systéme (2) sont bornées
dans Dintervalle <0, -+ o0).

3. Choisissons un nombre positif 5 de telle sorte que I'on ait pour
ol =7: , ' ‘

@ >m, @) > 2p,
¢ (@) —2plg ()| ~dmlo| > —dmn.
Pour un & > » construisons dans le plan (z, ») une courbe C;: PP, PP,

de sorte (fig.1) que Parc PP, soit
donné par I’équation ‘

(10)  }o*—pot (o) —mo
=1 (& —pg (O +F (&) —mé

v

R

Prinl

ot Fla) = fzf(s)ds et larc. PP,
par 1"équati‘:m ‘
1) %vz.—p‘@—l—lf'(m)—}wnx
- L =P8 mE.
Il est immédiat. que les points

P, et P, s'éloignent vers linfini
quand & croit -indéfiniment. Nous

(-l

Pat-p.ovy

(12) ' Fig. 1

V1 — 1y =2p. E )
“En effet, des relations (10§-et (11) il vient que
\ 0] — 30 —p (0 + ) = dgP(8)—pg(£)—2m(&—1n)

eb par suite, en raison de I'inégalité (9):

o Bt ){(oa—0)—2p) >0

d'ol Ton tire immédiatement Iinégalité (12).
‘A'pa,rmr du «point Py(—n, —v;) on, construit une courbe C:
Py PeP, P, de sorte que l'arc P;P; soit donné par I’équation

10+ pv+ F (0)+ma = 3¢*(A)+pg(A)+ F(A)+ ma

et l'are PP, par 'l’féqua"A‘:io‘n

W%—m%—if’(w)—m = F (L) —ma.
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En s’appuyant sur linégalité (9) on montre facilement que

(13) 01— V5 2> 2p.

Des courbes O, et €, on obtient une courbe fermée C; en joignant
par des segments rectilignes les points P,, P, et Py, P,. Les coefficients
angulaires de ces segments sont, en vertu des inégalifés (12) et (13), plus
grands que p/y. On démontre sans peine que pour tout & suffisamment
grand les courbes intégrales du systéme (2) entrent par la suwrface cy-
lindrique C¢x <0, +oo) & lintérieur du tuyau limité par cette surface.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.

4. Au lieu des surfaces C;x {0, +o0) on peut envisager les surfa-
ces OgX (—o0, +00). Bi linégalité (4) est vérifiée pour tout i, pour £
suffisamment grand tous les points de cette surface sont des points d’entrée
des intégrales du systéme (2). Il en vient (ef. T. Wazewski [5]) qu'il eviste
au moins une intégrale du sysiéme (2) qui est bornée dans tout Vintervalle
(—o0, +o0).

5. Le théoréme énoncé au n° 2 nous dit que les intégrales du systéme
(2) sont bornées pour ¢ >0, mais il ne serait pas difficile de démontrer
davantage, & savoir qu'il ewiste une constante positive K telle que Von ait
pour -toute intégrale (1), v(t) du systéme (2):

limsup |z(t)] < K, limsuplo(t)] < K.
t->too i—+o0
Il ewiste par suite une constante positive L telle que Von ait pour toute inté-
grale x(t) de Véquation (1):
limsup |2’ (1)] < L.

limsup |#(t)] < L,
t—>to0 te>t00

6. Dans ’énoncé de notre théoréme, c’est la condition (6) qui est
la plus compliquée. Or, il n’est pas difficile de la remplacer par d’autres
conditions plus restrictives, mais en méme temps plus simples. Par exemple,
on vérifie aisément que I'inégalité (6) est satisfaite si Pon a

—_00,

lim g@) Vo = +oo et lim g(a)V—a

2400 Ly — O
11 en résulte que les théorémes de S. Lefschetz, K. Urabe et W. R. Utz
constituent des cas particuliers de notre théoréme.

7. Dans Phypothése que la fonction e(f) soit périodique de période
w, on pourrait faire usage de la construction du n® 3 pour démontrer
lexigtence d'une solution périodigme de l'équation (1). Mais ce serait
une complication inutile, car l'existence d’une solution périodique dé-
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coule immédiatement d’un théoreme de 8. Mizohata et S. Yamaguti [2]. VIII (1960)

Afin de pouvoir I'appliquer & I’équation (1) il faudrait seulement poger

1 @
4= ;of e(t)dt

et remplacer ensuite les fonetions f(x) ot e(¢) par les fonctions F(x)

= f(w)—p et E(t) = 6(t) — . Sur la dépedance des solutions d’un systéme d’équations
différentielles de leurs seconds membres.
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@ =i, By ey @) (E=1,2,...,m)

ou dans la notation vectorielle

Nous supposons une fois pour toutes que la fonction vectorielle f(¢, X)
st définie et continue dans tout espace F' = I x F ot I désigne la droite
réelle et E Despace d n dimensions des variables 2y, ..., %y.

Dans toute la suite nous admettrons 'unicité des solutions du systéme
(1), c’est-h-dire nous supposerons que pour tout point Py = (f, Xo), ol
toel et X, e, il existe une et une seule solution du systéme (1), égale &
X, au point f,. Désignons-la par X (i, P,) et soit J Dintervalle maximum
de son existence. .

On sait (voir p. ex. [2], p. 149, [6], D. 27) que cette solution unique
du systéme (1) passant par le point P, change peu lorsque le systéme
lui-méme change peu, ce gu'on exprime en disant que cette solution
dépend d'une maniére continue des seconds membres dn systéme considéré.

Pour préciser, envisageons un autre systéme d’équations différen-
tielles

(2) X' =yg(t, X)

Regu par la Rédaction lo 29. 12. 1958

dont le second membre est défini et continu dans tout 1’espace F. On
a le théoréme suivant('):

(1) Nous nous bornons au théordme le plus simple de oe type. ?our d’autres
théorémes, plus généraux, nous renvoyons le lecteur aux livres déjh cités.
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