
ANNALES

POLONICI MATHEMATICI

LXXV.1 (2000)

Valeurs critiques asymptotiques

d’une fonction définissable dans une structure o-minimale

par D. D’Acunto (Le Bourget du Lac)

Abstract. We prove that the set of asymptotic critical values of a C1 function
definable in an o-minimal structure is finite, even if the structure is not polynomially
bounded. As a consequence, the function is a locally trivial fibration over the complement
of this set.

1. Introduction. On sait que, pour une fonction de classe C1 à valeurs
réelles, définie sur un ouvert Ω de R

n, les seules valeurs critiques (notées
K0(f)) ne suffisent pas à caractériser les points de bifurcation ; c’est-à-dire
les valeurs pour lesquelles la topologie des fibres change (voir en particulier
l’exemple 2 de la section 5, où toutes les fibres sont connexes exceptée la fibre
au-dessus de 0, bien que la fonction n’a pas de valeurs critiques). Il faut donc
étudier quel autre type de phénomène peut se produire, et en conséquence,
introduire la notion de singularité à l’infini (ou plus généralement celle de
singularité au bord de Ω), ainsi que celle d’ensemble de valeurs critiques
asymptotiques (noté K∞(f), cf. déf. 3.1 et thm. 4.2). Dans le cas d’une
fonction f définie sur R

n, l’ensemble R \ K∞(f) est l’ensemble des points
qui vérifient la condition de Malgrange (cf. [11]). Il est également connu (cf.
[12]) que, lorsque f est de classe C2, f est une fibration triviale au-dessus de
chaque composante connexe de R\(K0(f)∪K∞(f)). En général, l’ensemble
Kf = K0(f) ∪ K∞(f) est très grand, et peut être égal à R. Dans toute
la suite on supposera que la fonction f est définissable dans une structure
o-minimale (cf. [2]).

Le théorème principal de cette note (thm. 3.4) montre que K∞(f) est
fini (pour la finitude de K0 voir [8]). La démonstration s’inspire de [5] où
un résultat analogue est montré, mais avec une définition de valeurs cri-
tiques asymptotiques qui ne permet pas d’utiliser le théorème de Palais
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(cf. [10] et [12]) qui est une généralisation du célèbre théorème de fibration
d’Ehresmann dans le cas de fonctions non propres. Dans la section 4 nous
généralisons le résultat principal de la section 3 au cas où f est définie sur
un ouvert Ω 6= R

n. Nous construisons une métrique (définissable) rieman-
nienne δ sur Ω et nous montrons la finitude des valeurs critiques asymp-
totiques relativement à δ (thm. 4.2). Puisque (Ω, δ) est complet, on peut
appliquer le théorème de Palais. A la fin de cette note, nous montrons que
pour f : R

n → R, on a Sf ⊂ K∞(f), où Sf est un ensemble définissable qui
contient déjà les points de bifurcation (cf. [8]).

Par ailleurs, la section 2 rappelle les résultats nécessaires sur les struc-
tures o-minimales.

Remerciements. Je remercie particulièrement les Professeurs K. Kur-
dyka, P. Orro et D. Trotman pour leurs conseils et les discussions que nous
avons eues pendant la préparation de cette note. Je remercie également
G. Comte pour ses remarques avisées.

2. Structures o-minimales sur le corps des réels

Définition 2.1. Soit M =
⋃

n∈N
Mn où chaque Mn est une famille

d’ensembles de R
n. On dit que M est une structure o-minimale sur

(R,+, ·, <) si les axiomes suivants sont vérifiés :

(i) Chaque Mn est une algèbre booléenne de sous-ensembles de R
n,

c’est-à-dire ∅ ∈ Mn, si A,B ∈ Mn alors A ∪ B ∈ Mn, A ∩ B ∈ Mn, et
R

n \ A ∈ Mn.
(ii) Si A ∈ Mn et B ∈ Mm, alors A × B ∈ Mn+m.
(iii) Si A ∈ Mn+m et Π : R

n+m → R
n est la projection naturelle sur les

n premières coordonnées, alors Π(A) ∈ Mn.
(iv) Si f, g1, . . . , gk ∈ R[X1, . . . ,Xn], alors {x ∈ R

n : f(x) = 0, gi(x) > 0,
i = 1, . . . , k} ∈ Mn.

(v) Tout ensemble définissable dans M1 est réunion finie d’intervalles
et de points.

Etant donnée une structure o-minimale arbitraire M, on dira qu’un en-
semble A est définissable dans M s’il existe un entier n tel que A ∈ Mn.
On dira qu’une fonction f : A → R

m est définissable dans M si son graphe
est un ensemble définissable dans M.

Dans toute la suite M est une structure o-minimale arbitrairement fixée,
et définissable sous-entend définissable dans M.

Dans cette partie, on donne uniquement les résultats utilisés pour la
démonstration du théorème principal (théorème 3.4).

Lemme 2.2 (Théorème de Monotonicité). Soit f : ]a, b[ → R une fonction

définissable, où −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Alors il existe des réels a = a0 < a1 <
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. . . < ak = b tels que f est de classe C1 sur chaque intervalle ]ai, ai+1[. De

plus f ′ est strictement monotone ou constante sur tout intervalle ]ai, ai+1[.

P r e u v e. Voir [2] ou [3].

Lemme 2.3 (Lemme du petit chemin). Soit A ⊂ R
n un ensemble définis-

sable, et a ∈ A \ {a}. Alors il existe un arc γ définissable où γ : [0, ε[ → R
n

est de classe C1 tel que a = γ(0) et γ(]0, ε[) ⊂ A \ {a}.

P r e u v e. Voir [1], [2] ou [3].

Corollaire 2.4 (Lemme du petit chemin à l’infini). Soit F : A → R
k

une application définissable sur un ensemble définissable non borné A ⊂ R
n.

On suppose de plus qu’il existe une suite {xp}p∈N de points de A telle que

lim
p→∞

‖xp‖ = ∞, lim
p→∞

F (xp) = a.

Alors il existe un arc γ : [R,∞[ → R
n, définissable et de classe C1, vérifiant

∀r ∈ [R,∞[, γ(r) ∈ A, lim
r→∞

‖γ(r)‖ = ∞, lim
r→∞

F (γ(r)) = a.

P r e u v e. La preuve de ce résultat se fait essentiellement par compact-
ification définissable du graphe de l’application F , afin de se ramener aux
conditions du lemme précédent. En effet, si on désigne par ΓF le graphe de
l’application F et σ : x 7→ x/‖x‖2 définie pour x 6= 0, alors l’application
(σ, idRk) envoie ΓF sur un ensemble définissable Σ ⊆ R

n+k tel que (0, a) ∈
Σ \ {(0, a)}. Il suffit alors d’appliquer le lemme précédent au point (0, a) et
à l’ensemble Σ, puis de décompactifier.

Pour la preuve du résultat principal, on a besoin de certaines propriétés
des arcs définissables. Dans les lemmes suivants, on établit les notions de
sécantes, et de tangentes à l’infini ainsi que l’existence et l’unicité de telles
droites, étant donné un arc définissable de longueur infinie.

Lemme 2.5. Soit γ : ]R0,∞[ → R
n un arc définissable, de classe C1,

tel que limr→∞ ‖γ(r)‖ = ∞. Soit Sr = Rγ(r) la droite vectorielle passant

par le point γ(r). De la même façon, on définit Tr = Rγ′(r). Alors S∞ =
limr→∞ Sr et T∞ = limr→∞ Tr existent.

P r e u v e. Si γ est définissable, alors l’application r 7→ Sr est définissable,
et à valeurs dans un compact. Il suffit de voir Γ = {Sr : r > R0} comme un
arc définissable de classe C1 inclus dans P

n−1(R). De plus sa frontière forme
un ensemble définissable et de dimension nulle P

n−1(R), et la connexité de
γ implique l’existence de S∞. L’existence et l’unicité de T∞ se prouve de
façon similaire.

Lemme 2.6. Soit γ : ]R0,∞[ → R
n un arc définissable, vérifiant les

mêmes hypothèses que dans le lemme 2.5. Alors T∞ = S∞.
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P r e u v e. Soit u = limr→∞ γ(r)/‖γ(r)‖ et v = limr→∞ γ′(r)/‖γ′(r)‖.
Supposons au contraire u 6= v. Alors (u, v) engendre dans R

n un plan P de
dimension 2. Ainsi, si ΠP désigne la projection orthogonale sur P , et ΠP (γ)
l’image de γ, alors asymptotiquement ΠP (γ) est le graphe d’une certaine
fonction g (c’est-à-dire ΠP (γ) = {(x, y) ∈ P : y = g(x)}) définissable, de
signe constant et non nulle dans un système orthonormal de coordonnées
où S∞ est la droite d’équation y = 0. On aurait alors, vu que u 6= v,
limx→∞ g(x) = 0 et limx→∞ g′(x) 6= 0, ce qui est impossible. Finalement
u = v, et T∞ = S∞.

Conséquence 2.7. Pour r suffisamment grand , l’angle entre Tr et Sr

est arbitrairement proche de 0 et si ‖γ(r)‖ = r, alors ‖γ′(r)‖ est borné et

on a 1 ≤ ‖γ′(r)‖ < C.

P r e u v e. En effet,

2r = (‖γ‖2
)′(r) = 〈γ(r), γ(r)〉′ = 2r‖γ′(r)‖ cos(γ(r), γ′(r)),

cest-à-dire ‖γ′(r)‖ = 1/cos(γ(r), γ′(r)). Et d’après le lemme 2.6 l’angle entre
Tr et Sr tend vers 0 quand r tend vers l’infini, soit cos(γ(r), γ′(r)) ∼ 1. Et
donc ‖γ′(r)‖ reste voisin de 1 pour r assez grand.

Le résultat suivant est essentiel pour démontrer le lemme 3.3.

Lemme 2.8 (Lemme d’aile). Soient V et S deux ensembles définissables

tels que V ⊂ S \ S. Alors, il existe un ensemble définissable A ⊂ S tel que

V = A ∩ (S \ S).

P r e u v e. C’est un résultat classique dont la construction est identique à
celle que l’on peut trouver dans un livre de géométrie semi-algébrique (voir
par exemple [1]).

3.Valeurs critiques asymptotiques. Rappelons que si t n’est pas une
valeur critique, ni une valeur critique asymptotique (au sens de la définition
ci-dessous), alors on dit que la condition de Malgrange est vérifiée en t, et il
existe un voisinage V de t tel que f : f−1(V ) → V est une fibration. Pour
les détails voir par exemple [10] et [11]. La section 4 énonce également une
généralisation de ce résultat. Le résultat principal de ce papier (théorème
3.4) montre que pour une fonction définissable C1, il n’y a qu’un nombre
fini de points où la condition de Malgrange n’est pas vérifiée.

Définition 3.1. Soit f : R
n→R une fonction différentiable. Soit K∞(f)

le sous-ensemble de R défini par

K∞(f) = {c ∈ R : ∃xp ∈ R
n (p ∈ N), lim

p→∞

‖xp‖ = ∞,

lim
p→∞

f(xp) = c, lim
p→∞

‖xp‖ · ‖∇f(xp)‖ = 0}.
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On dit que c ∈ R est une valeur critique asymptotique pour la fonction f si
c ∈ K∞(f).

Remarque 3.2. Si K0(f) désigne l’ensemble des valeurs critiques de f ,
alors K(f)=K∞(f)∪K0(f) n’est en général pas fermé pour une fonction de
classe C1 qui n’est pas propre. Si f est définissable, alors les ensembles K0(f)
et K∞(f) sont fermés et définissables dans M1 (pour la définissabilité il
suffit d’écrire K(f) en langage de premier ordre et de procéder à l’élimination
des quantificateurs). Ainsi K∞(f) est au plus réunion finie d’intervalles et
de points.

Lemme 3.3. Soit f une fonction de classe C1 définissable. Alors il ex-

iste ̺ : R+ → R+ définissable vérifiant limr→∞ ̺(r)/r = ∞ et telle que

K̺
∞

(f) = K∞(f), où

K̺
∞

(f) = {c ∈ R : ∃xp ∈ R
n (p ∈ N), lim

p→∞

‖xp‖ = ∞,

lim
p→∞

f(xp) = c, lim
p→∞

̺(‖xp‖)‖∇f(xp)‖ = 0}.

P r e u v e. K̺
∞

(f) ⊂ K∞(f) est trivial. Il suffit de prouver l’inclusion
dans le sens inverse. La démonstration reproduit dans les grandes lignes
un résultat similaire de [7] dans le cadre semi-algébrique. Soit k un en-
tier positif. On identifie R

k avec sk(Rk) ⊂ Sk, où sk désigne l’inverse de
la projection stéréographique. Soient g et φ les fonctions définies sur R

n

par g(x) = ‖x‖ · ‖∇f(x)‖ et φ(x) = (f(x), g(x)). Soit S = graph(φ) ⊂
Sn × S1 × S1 et V l’adhérence dans Sn × S1 × S1 de {∞} × K∞(f)× {0}.
Il est clair que V et S vus commes des sous-ensembles de Sn ×S1 ×S1 sont
compacts et définissables, et que V ⊂ S\S. Et d’après le lemme 2.8, il existe
A ⊂ S tel que

(1) A ∩ ({∞} × S1 × S1) = V.

Soit Γ = Π(A) où Π désigne la projection naturelle sur les n premières
coordonnés. Or (1) signifie simplement que {∞} × {y} × {0} ∈ V si et
seulement s’il existe une suite de points xp ∈ Γ telle que ‖xp‖ → ∞, f(xp) →
y et g(xp) → 0. Notons que la dernière condition est valide grace à la
compactification initiale. Soit θ la fonction définie par

θ(r) = sup
x∈Γ∩Sn(r)

r‖∇f(x)‖.

La fonction θ est définissable et θ(r) → 0 quand r → ∞. On pose alors
̺(r) = (θ(r)/r2)−1/2. Ainsi ̺(r)/r → ∞ et (̺(r)/r)θ(r) → 0. D’où

sup
x∈Γ∩Sn(r)

̺(r)‖∇f(x)‖ → 0

et on obtient l’inclusion K∞(f) ⊂ K̺
∞

(f).
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Théorème 3.4. Soit f : R
n → R une fonction définissable et de classe

C1. Alors K∞(f) est réunion finie de points.

P r e u v e. Compte tenu de la remarque précédente, on va montrer que
K∞(f) ne contient pas d’intervalle. La preuve se divise en deux parties
distinctes, dont la première n’est valide que dans le cadre de structures o-
minimales polynomiallement bornées (i.e. pour toute fonction définissable
f : R → R, il existe N ∈ N tel que, asymptotiquement, |f(x)| < xN ). La se-
conde est valable dans toute structure o-minimale, mais utilise l’existence de
décomposition L-régulière, qui est un résultat assez profond. Confronter ces
deux démonstrations est révélateur de la différence entre les structures poly-
nomiallement bornées (assez proches des ensembles semi-algébriques), et les
structures non polynomiallement bornées qui contiennent nécessairement la
fonction exponentielle (cf. [9]).

(A) La majeure partie de la preuve (jusqu’au moment ou il en est fait
mention) se déroule sans restriction sur la nature de la structure.

Soit ̺ comme dans le lemme précédent. On construit une fonction définis-
sable ϕ : R → R+, nulle sur K̺

∞
(f) et strictement positive sur R \ K̺

∞
(f),

en posant

ϕ(t) = inf{̺(‖xp‖)‖∇f(xp)‖ : xp ∈ R
n, ‖xp‖ → ∞, lim

p→∞

f(xp) = t}.

Soit c ∈ K̺
∞

(f). Quitte à remplacer f par f − c, on peut supposer que
0 ∈ K̺

∞
(f). De plus, on peut supposer que f−1(t) 6= ∅ pour t > 0 et

suffisamment proche de 0. Dans le cas contraire, le théorème est trivial.
L’ensemble K̺

∞
(f) et la fonction ϕ étant définissables, il suffit de montrer

qu’il existe un réel δ > 0 tel que la fonction ϕ est strictement positive sur
l’intervalle ]0, δ[. On suppose au contraire :

(∗) il existe ε > 0 tel que pour tout réel t, 0 < t < ε, on a ϕ(t) = 0.

On construit alors un autre ensemble définissable Σ, en posant

Σ = {x ∈ R
n : ̺(‖x‖)‖∇f(x)‖ < f(x)}.

Ainsi, si (∗) est vérifié, il existe une suite tn ∈ R telle que ϕ(tp) = 0 et
limp→∞ tp = 0. Alors, il existe une suite t′p ∈ R vérifiant |t′p − tp| < tp/2 et
une suite yp ∈ f−1(tp

′) ∩ {x ∈ R
n : ‖x‖ > p} telles que ̺(‖yp‖)‖∇f(yp)‖ <

t′p. Comme (yp, t
′

p) ∈ fΣ , ‖yp‖ → ∞ et t′p → 0 quand p → ∞, il existe
(d’après le lemme 2.5) un arc définissable γ̃, de classe C1, contenu dans
R

n × R+, tel que, en paramétrant de sorte que ‖γ(r)‖ = r, on a γ̃(r) =
(γ(r), (f◦γ)(r)) pour tout r > R, et γ̃(]R,∞[) ⊂ fΣ pour un R suffisamment
grand.

De plus γ vérifie les conditions suivantes :

lim
r→∞

‖γ(r)‖ = ∞ et lim
r→∞

(f ◦ γ(r)) = 0.
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Maintenant, si r ∈ ]R,∞[, on pose h(r) = (f ◦ γ)(r), et on a

lim
r→∞

h(r) = 0.

Ensuite, comme |h′(r)| = |〈∇f(γ(r)), γ′(r)〉| ≤ ‖∇f(γ(r))‖ · ‖γ′(r)‖, et
γ(r) ∈ Σ, on obtient, grace à la conséquence 2.7,

(2) 0 < |h′(r)| ≤
h(r)

̺(r)
‖γ′(r)‖ ≤ C

h(r)

̺(r)
.

Si la structure est polynomiallement bornée, alors il existe des uniques
réels α,K > 0 tels que limr→∞ ̺(r)/r1+α = K (cf. [9]). La fonction 1/̺
est donc intégrable. Soit r0 > R tel que pour tout r > r0, l’inégalité
précédente est vérifiée. Posons u(r) = 2h(r0) − h(r) pour r > r0. Ainsi,
on a limr→∞ u(r) = 2h(r0). Et l’inégalité (2) implique

(3) 0 < u′(r) ≤ C
u(r)

̺(r)
.

Ainsi en intégrant membre à membre l’inégalité (3) pour s ∈ [r0, r] et
en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient, pour des constantes K1 > 0,
dépendant de K et de C, et K2 > K1,

u(r) ≤ h(r0) exp

∞\
r0

K1

̺(s)
ds ≤ h(r0) exp

(
K2

rα
0

)
<

3

2
h(r0),

quitte à choisir r0 suffisamment grand pour que K2/r
α
0 < log 3

2 . La fonction
u est donc majorée par un réel strictement plus petit que 2h(r0). Ceci est
en contradiction avec limr→∞ u(r) = 2h(r0), et achève la démonstration.

Maintenant, si la structure n’est pas polynomiallement bornée, il se peut
que la fonction ̺ soit de la forme ̺(r) = r log r. Il est alors impossible
d’utiliser un argument tel que le lemme de Gronwall. L’idée pour résoudre
le problème est de définir, sur des sphères d’un rayon assez grand, une
famille d’ensembles dont l’intersection des images par la fonction f con-
tient K∞(f). Cette construction se fait par décomposition L-régulière d’une
famille d’ensembles définissables.

(B) Soit Θ ⊂ R
n l’ensemble définissable, défini par Θ = {x ∈ R

n :
‖∇f(x)‖ < 1/̺(‖x‖)}. On définit ensuite Θr = Θ∩S(r). D’après [4] (ou [6]
pour une récente version valide dans une structure o-minimale quelconque),
il existe une partition finie {Li}i∈I de Θ =

⋃
r>0 Θr telle que chaque Li est

définissable et Li(r) = Li ∩ S(r) a la propriété de Whitney avec constante
M = M(n) et exposant 1. Cela signifie que la distance géodésique entre
deux points x et y de Li(r) est inférieure à M‖x − y‖ ≤ 2Mr.

Soit c une valeur critique asymptotique de la fonction f . On va en-
core montrer qu’il n’y a pas d’intervalle ouvert contenant c et constitué
uniquement de valeurs critiques asymptotiques. Remarquons d’abord que
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si c ∈ K∞(f), alors c ∈ limR→∞

⋃
r>R f(Θr). Par ailleurs, les Li étant en

nombre fini, on déduit que c ∈ limR→∞

⋃
r>R f(L(r)) où L est l’un des Li

de la décomposition. Soit γ une géodésique contenue dans L(r). Alors,

long(f ◦ γ) =

s2\
s1

|(f ◦ γ)′|(s) ds ≤
s2\
s1

|γ′(s)| · ‖∇f(γ(s))‖ ds

≤
1

̺(r)
long(γ) ≤

2Mr

̺(r)
,

où, par abus de notation, long désigne aussi bien la longueur d’un arc que
celle d’un intervalle. Ainsi, long[f(L(r))] ≤ 2Mr/̺(r) → 0 quand r → ∞.
Soit [a(r), b(r)] l’intervalle f(L(r)). Notons que les fonctions a et b sont
définissables et par conséquent ont une limite commune (on désigne par α
cette limite) en ∞, car limr→∞(a(r)−b(r))=0. Rappelons que pour r assez
grand, a et b sont monotones. Soit

I(R) =
⋃

r>R

[a(r), b(r)].

Alors suivant la monotonie des fonctions a et b, l’intervalle I(R) se présente
sous l’une des formes suivantes : I(R) = [a(R), b(R)] ou I(R) = [a(R), α]
ou I(R) = [α, b(R)]. Et dans tous les cas limR→∞ I(R) = {α}. Comme
c ∈ limR→∞ I(R), on obtient c = α. Ainsi à chaque Li correspond au plus
une valeur critique asymptotique. D’où K∞(f) n’a qu’un nombre fini de
points.

Remarque 3.5. Le théorème 3.4 reste vrai pour une fonction définissable
de classe C1 définie sur une sous-variété de R

n. Cette remarque est capitale
pour la démonstration du théorème 4.2, où l’on se réduit précisément à cette
situation.

4. Valeurs critiques asymptotiques généralisées. On considère un
ouvert Ω ⊂ R

n. On va montrer qu’il existe une métrique riemannienne qui
rend Ω complet et telle que les valeurs critiques asymptotiques généralisées
de toute fonction f de classe C2 forment un ensemble fini. Pour cela on va
se ramener au cas du théorème 3.4 pour une fonction définie sur une sous-
variété deR

n+1. L’idée est d’utiliser une fonction tapissante g de classe C2, et
d’étudier les valeurs critiques asymptotiques d’une fonction f̃ , difféomorphe
à la fonction f , et définie sur le graphe de la restriction de la fonction 1/g à
l’ensemble Ω. Rappelons un théorème de Palais (cf. [10] et [11]) qui s’exprime
de la façon suivante: Soit (Ω, δ) une variété riemannienne complète et soit
f : Ω → R une fonction de classe C2. Alors f : Ω \ f−1(Kf ) → R \ Kf est
une fibration triviale au-dessus de chaque composante connexe de R \ Kf .
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Le théorème suivant assure l’existence de fonctions tapissantes dans les
structures o-minimales :

Théorème 4.1 (van den Dries–Miller). Soit Ω un ouvert définissable de

R
n. Alors il existe une fonction g définissable, de classe C2, strictement

positive sur Ω et nulle sur R
n \ Ω.

P r e u v e. Voir [3] pour l’existence d’une fonction de classe Ck, où k est
un entier arbitraire.

Théorème 4.2. Soit Ω un ouvert définissable inclus dans R
n. Alors il

existe une métrique riemannienne δ sur Ω telle que (Ω, δ) est complet , et

quelle que soit f définissable et de classe C2 sur Ω, l’ensemble

Kf = {c ∈ R : ∃{xp}p∈N ⊂ Ω, lim
p→∞

f(xp) = c, lim
p→∞

‖∇δf(xp)‖ = 0}

ne contient qu’un nombre fini de points. Ici ∇δ désigne le gradient associé

à la métrique riemannienne δ, et Kf = K0(f) ∪ K∞(f) où K0(f) désigne

l’ensemble des valeurs critiques de la fonction f et K∞(f), l’ensemble

{c ∈ K : aucune sous-suite {xp}p∈N ne converge dans Ω}.

P r e u v e. Notons une fois pour toutes que K0(f) est un ensemble fini. Il
suffit seulement d’étudier l’ensemble K∞(f). Soitg une fonction définissable,
vérifiant les propriétés du théoréme 4.1 pour l’ouvert Ω, et soit gΩ le graphe
de la restriction à l’ensemble Ω de la fonction 1/g. Alors gΩ est un ensemble
définissable dans R

n+1 et difféomorphe à Ω. A chaque fonction f vérifiant
les hypothèses du théorème, on associe une fonction f̃ sur gΩ , de sorte que
pour (x, 1/g(x)) ∈ gΩ , f̃(x, 1/g(x)) = f(x).

Soit µ une métrique sur gΩ de sorte que le gradient associé ∇µ est tel
que

‖∇µf̃(y)‖ = (1 + ‖y‖)‖∇f̃ (y)‖

où y ∈ gΩ et ∇ désigne la restriction sur gΩ du gradient associé à la métrique
euclidienne. Notons que l’ensemble gΩ étant localement une sous-variété de
R

n × R, il est complet pour la métrique µ.

En vertue de la remarque 3.5 et du théorème 3.4, K∞(f̃) est réunion
finie de points de R.

Or l’application G = (Id, 1/g) : Ω → gΩ étant un difféomorphisme, elle
induit une isométrie entre (Ω, δ) et (gΩ , µ), où δ vèrifie δ(u, v) = µ(G∗(u),

G∗(v)) pour tous u, v ∈ TΩ. Evidemment, (Ω, δ) est complet, et K∞(f̃) ∪

K0(f̃) = Kf . Or comme K(f̃) et K∞(f̃) sont des ensembles finis de points,
alors K(f) l’est également, ce qui termine la démonstration.

5. Exemples et remarques. Soit f une fonction définissable, de classe
C1, définie sur R

n. Dans [8], Loi et Zaharia prennent comme définition de
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Sf = {c ∈ R : ∃(xp, λp) ∈ R
n × R,

lim
p→∞

‖xp‖ = ∞, lim
p→∞

f(xp) = c, ∇f(xp) = λpxp}.

Notons que λp est non nul à partir d’un certain rang.

Théorème 5.1. Soit f comme ci-dessus. Alors Sf ⊆ K∞(f).

P r e u v e. Soit c ∈ Sf . Alors il existe une suite {xp, λp}∈R
n×R vérifiant

les conditions de la définition, et comme dans tout ce qui précède, il existe
R > 0 ainsi qu’une fonction λ et un arc γ, tous deux définissables C1 et
définis sur ]R,∞[, tels que limr→∞ f(γ(r)) = c, limr→∞ ‖γ(r)‖ = ∞ et
∇f(γ(r)) = λ(r)γ(r) pour tout r ∈ ]R,∞[.

Comme précedemment, on pose h = f ◦ γ et α(r) = cos(γ(r), γ′(r)). Il
est facile de voir que

λ(r) =
h′(r)

‖γ(r)‖ · ‖γ′(r)‖α(r)
.

Et si on reparamétrise γ pour que ‖γ(r)‖ = r, alors on a

‖γ(r)‖ · ‖∇f(γ(r))‖ =
1

‖γ′(r)‖α(r)
rh′(r).

De plus (cf. section 2), on a ‖γ′(r)‖α(r) → 1, et rh′(r) → 0 quand r → ∞.
Ainsi, c ∈ K∞(f), ce qui termine la preuve.

Exemples et Remarques 5.2. Il convient de remarquer queSf contient
encore des points superflus, et ne discrimine pas totalement les points de
bifurcations de la fonction f . Mais, bien que plus fin que K∞(f), il ne semble
pas être davantage exploitable pour caractériser plus précisément l’ensemble
des bifurcations de fonctions définissables.

Dans les exemples qui suivent, on donne différentes configurations pour
Sf , K∞(f), et Bf (Bf désigne les points de bifurcation). On s’est restreint
à regarder des fonctions définies sur R

2.

1. f(x, y) = y/(1 + x2). Alors Sf = Bf = ∅ et {0} = K∞(f).
2. f(x, y) = y(xy − 1). Alors Sf = Bf = K∞(f) = {0}.
3. f(x, y)=y exp 2x + exp x (cf. [8]). Alors Bf =∅ et Sf =K∞(f)={0}.
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73376 Le Bourget du Lac Cedex, France
E-mail: ddacu@univ-savoie.fr
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