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< o7y, In (—oo, o) and f(x) is a uniformly almost periodic funetion.
Obviously, f®(0) =0 for k =0,1,2,... and f(x)==0, and {B,} is the
sequence of all Fourier exponents of f(x). Moreover, partial integration
yields the inequality

Ty

li8

1
[4a] < Zrmax|f”(@)] < for p=0,1,2,..
n X

Hence
o a

max (B2/m,) T (fa)

[4a] <

. 1 .
However, 2.1 with [ = 0 yields T(r) > 7em = ¢*"). Then |4,| < oe™"w

< ¢t
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ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
VII (1960)

Sur les solutions de classe (Z?) de I’équation
différentielle u’+g(t)u =0

par Z. OrIAL (Krakéw)

1. Envisageons ’équation différentielle
(1) w'4qtyu =0,

Nous dirons que la solution u(f) de cette équation est de classe (L2) si
Ton a

(@) f w(t)dt < +oo.
0

Désignons par Q(t) la fonetion
Q(t) = max(|g(s)], 1).
oge<t

La fonction Q(f) est done non décroissante dans Pintervalle {0, +o0)

et, par suite, & variation bornée dans tout intervalle fini. De plus @(¢) > 1
et

(3) la®l < Q)
dans tout lintervalle <0, 4oo).

THEOREME I. Pour toute solution u(t) de Véquation (1) de classe (L*)
on a

Q(

Démonstration. En multipliant 'équation (1) par =(t) on obtient

(4) f »u'z(;;) dt < oo,

d’ofi, en vertu de (3):

(8) —u"(u()/Q(t) < u(t).
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En intégrant par parties on en tire 'inégalité

i 1 ’ 4 ¢ ’
uw UU 2 U
Y a <o)+ — 4 | Wl | —5dQ
J‘ ) dt <O0(1)+ 0 {,f of ¢

En vertu de l'inégalité bien connue

’

w1 u'
(6) Vo S E<“2+ _Q_)’
il en résulte que

Lo 2\ aQ
u 1 w2
o [racondles ) [l T

En intégrant par parties la derniére intégrale on obtient

®) f—«dt o= = ( + ) f(u%%)-%

[

Mais en raison de l'dquation (1):
i ¢ v

w?\" @t - ou' u ]

of(sz ) nf( Q)I/Q f@” Vo
]
q() u'z dQ
- 2 g —
f@(l Q(t))t ¢ Voo

Le dernier terme est non négatif et, en vertu de l'inégalité (3):

0 <1-g(H/Q) <2

On a done

i 2y
(9) f(*+“z)it—\4f]“”ldt
0

D’autre part, d’aprés une inégalité élémentaire

4 luw’| [VQ < 8ut4u2Q.
Done, en raison de (9):
¢

10) . f(u2+ "'2)' s \8fu di+ %f
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Des inégalités (8) et (10) il vient

U

t
1w 1 2
(11) MM g <oqy—— (uz __)
2! Q W 2vQ B
d’ott résulte le théoréme I.

2. Dans certaines hypothéses supplémentaires sur la fonction Q)
on peut remplacer 1'inégalité (3) par celle-ci, moins restrictive

39 q(t) < Q).

C’est possible dans le cas ol la fonction Q(¢) satisfait 3 la condition de
Lipschitz (A. Wintner [1]):

Q) —@ (1) < Kty —1,|

ou bien encore dans le cas plus général ou l'on a (N. Levinson [2]):

(12) Q) < K-Q)VQ(1) .

En effet, pour le démontrer il suffit de remplacer I’inégalité (6) par I’iné-
galité suivante:

wae' K w

2
= < +
Ve 2 EQ
@’ont Von obtient, grice & ’inégalité (12), au lieu de (7):

¢ t
1, u? w’ K .
?:-a{—g?«dt < O(lH'"Q" + (T +1)0f“ di.

Done, si 'inégalité (4) n’était pas vraie, on devrait avoir

2

Couw

lim— = +oo

t-»00 Q

et, par suite, u'(?)u(f) > 0 pour ¢ suffisamment grands, ce qui est en
contradiction avec I’hypothése (2).

3. Dans le cas ol g(f) = Q(?) ’est-A-dire ol le coefficient q(f) de
Péquation (1) est une fonction positive non déeroissante, le théoréme I
a été établi par Ph. Hartman et A. Wintner [3].

D. B. Sears [4] a démontré que si la fonetion non décroissante et po-
sitive @ () satisfait & ’inégalité (3'), on a, pour toute solution w(t) de 1'é-
quation (1) de classe (L?),

(13) f ¥ gy o oo,
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Ph. Hartman [5] a démontré que pour les solutions u(t) de 1’équation
différentielle

(19 '+ A+ g@)u =0

(A est une constante arbitraire) l'inégalité (2) entraine Uinégalité (4),
si la fonection @Q(¢) satisfait aux conditions suivantes

T
|[awa] <V,
0

et si la fonction 1/V/Q (1) satisfait & la condition de Lipschitz uniforms-
ment dans tout 'intervalle (0, +oc). Le méme auteur remarque que l’'on
powrrait facilement démontrer que les inégalités (14) et Phypothése
dQ () > 0 sont bien suffisantes pour assurer l’inégalité (13) pour toute
solution u(t) de Péquation (1’) de classe (L?). Nous allons montrer que
les mémes hypothéses suffisent pour que l'on ait non seulement 1'iné-
galité (13), mais aussi (4).

(14) Q) =¢ >

4, TatorEME II. Supposons que la fonction continue et non décrois-
sante Q(t) satisfasse & Uhypothése (14). Alors pour toute solution w (1) de Pé-
quation (1') de classe (L*) on a Dinégalité (4), ¢'est-d-dire la fonctionu’ (1) /I/Wt)
est aussi de classe (L?).

Démonstration. Muoltiplions 1’équation (1') par w(f).
ainsi obtenue peut é&tre écrite sous la forme

w'? = (un') + P+ q(t) w?

En divisant par @(t) et en intégrant on en tire

¢ ¢ ¢

u'? . q{t)’
15 = i
09) [u=r[ g 55

De méme que dans la démonstration du théoréme I on a

13 e I3
e [Eola - ()+-Qw+ i

J ¢
u'? * Qua’ ~ g () uu'
. . .
+ )+ j 2 j LY g,
2vQ ( i Ve J QVQ
Sans restreindre la généralité on peut évidemment remplacer la pre-
miere des inégalités (14) par Pinégalité suivante

11
| [awar] <evom

ol & est un nombre positif qui sera convenablement choisi dans la suite.

Léquation

<0(1)—

(147)
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Posons

En intégrant par parties la derniére intégrale du second membre de la
relation (16) on obtient

2
q(t)uu’ l I2J(t uu’ un' )’ !
17 2 at| = |—=——2 | J(¢t —1 dit
(an Of QvQ Vg @ of ()(QI/Q
o, ¢,
De .2 ﬂ) 9 u"l N [uu|. aQ [2 J(t)q(t) dt‘.
VQ ( + -+ enf 0 dt+ abf Vo —QV€7+[ J-#—Ql/Q

Mais J'(t) = q(?).

13 i
_rJgnw’ 1 ‘J“’(t)ug N ( u )
(18 2 dt| = — — | () |—=] @t
b of QVQ VY f QvQ I
2 . t
LN PR P L Y (R
<V@(MJFQ)—P'SJVQ t e le/ Q-

On peut pareillement évaluer la seconde des intégrales du second membre
de la formule (15). On a notamment

i
-1 (2) |
19 = —
o L vg 1/ Q
u+~———)
/Q ( J
Enfin, des inégalités (15)-(19) il vient
2 ti%<mwgii%&ﬁw+ﬂ%%f£m+
20 on < Y} g) ") e
tZ]uu’l : dQ

+(1+8—|-€Z) di+ (E—F-%-E?)f u2' ko+3e |’M/LLII .
i e 2 1{ qve ! Ve ove

Choisissons ¢ > 0 de sorte que ’on ait

(21) e(l4e) < 2e(3+¢) < 1.
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De Dingalité évidente 2|uw/|[VQ < u?fe--eu/Q et de (2), (6), (20) ot
(21) il vient
i I; ¢ 12
u aQ
(22) of—@—dt +4sfv——dt—|—4af(u + )QVQ

Mais d’autre part

fies ) o= oo

s 2|W[d+’4fqt)uu_dt\

0

< 0(1>~—(u +%

Par conséquent, en vertu de (17) et (18):

(23) j(uhr “lz)Qdf_ +8&f7dt+66f(u +“—m)bd7Q:

Des inégalités (22) et (23), envisagées pour un ¢ suffisamment petit, il
résulte que les deux intégrales
[=~] 12 oo 2
[ a, f(uz+ﬁ_)_fl_9:
Y d Q1Qve

sont finies, ce qu’il fallait démontrer.

5. I1 est facile de construire un exemple convenable de 1'équation
(1) montrant qu’en général I’hypothése (3') est trop faible pour que 1'iné-
galité (2) puisse entrainer (4). Pour simplifier nous nous bornerons i donner
un tel exemple dans lequel la fonction ¢(t) est discontinue en une infinité
dénombrable de points.

Prenons a cet effet deux suites de nombres positifs a,, a,, ..., by, byy ...
telles que l'on ait

D) difb < +o0

Tl

(24) 2 <@y <by<a@y,<Dby.. ai<b,

et posons ,
u(t) = 4, sina,t

mi1 4, esb un nombre positif moindre que L’unité. Soit a, un nombre de
Pintervalle {1,2> tel que Pon ait w(e,;) =0 et u'(a,) > 0. La fonetion
u(t) est dans lintervalle <0, a,> l'intégrale de I’équation

1) w4+ afu = 0.

icm
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Prolongeons-la en dehors de cet intervalle de maniére qu’elle soit inté-
grale de l'équation

(1) N
et que l'on ait

u(a;—0) = u(a;+0) et (a3 —0) = %' (a,+0).

Mais %(a;—0) =0 et %'(a;—0) = 4,4,. On a done pour ¢ >0:

—“ (o), ay) = DI oo,

1

(28) w(i+ay) =

Choisissons maintenant un e, positif de sorte que lon ait
(26) ¢®11 — 11 8b, /A%,

Dans lintervalle {a,, a,+¢&,) on a, en vertu de (25) et (26):

I3 A2 2
% it) it — ___1_f (P4 e 22 g >
a 4 J

ay+ey 8

A3 .
= bl = 1
4 fe

@ 1]

et, d’autre part

vy 101 bt b gt < 4,0, fl ztoltdt_ai
u*(t)dt = ( )[(e ) 2b € =

En dehors de 'intervalle <0, a,-+ &) prolongeons la fonction u(t) de sorte
quelle soit I’intégrale de I’équation

o1+81

(') u’' taiu =0
et que Pon ait '
(ot e —0) = ulay+e+0), u(ay+e—0) = w(ay+e+0).
A cet effet il faut poser
u(t) = A,8ina,(t—p)

et choisir les nombres 4, et § de sorte que lon ait

Ay a (11— g~h11),

Agsina,(a,+ & —

B) =

1

Aya,C08,(0,+ 61— f) = Aaty (eblq'l"e-blq)

:
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Ces deux relations déterminent la valeur de A4, au signe pres, car il en
résulte que

& —bye: b1s: —byep\2 12,2
4 Gy “Y1
Aldf Ala 2( ) Baj
151 1 —_—.
< 55 (€M114-1) = = -+ b,

Cela fait, on prend de nouveau un a, de sorte que l'on ait

wlag) =0, u{a) >0 et ot+at+tl<a<ate+?

et on répéte i droite de a, la méme construction que dans l'intervalle
{0, a,> et ainsi de suite. On construit de cette maniére une suite infinie
d’intervalles

0, ad, {ay; apte), {ater, ag), {ag, G+, ...
tels que
Saz
b;

27) ata+l <oy <gtet?, 0= 14 Az y A <
Dans eces intervalles la fonction w(t) est consécutivement l'intégrale

des équations (1), (1), (1") et

w'—bu =0, w'taiu=0, w4 —biu=0,

Dans chacun des intervalles (a;4¢;, a;,;> dont les longueurs ne dé-
passent pas le nombre 2, on a, d’aprés (27)

i 10:1
f a2

a;+e; ’L
et dans chacun des intervalles {a;, a;+ &):
aite i 2 2
A;a;\? a; a;
w(tydt < (=2 f Al = — <
[ wwa< = F<i
af 0
On a done, en raison de (24)

[ wnar <24
0

La fonction u(f) peut &tre envisagée comme intégrale de classe (L?)
de l'équation (1) avec un coefficient ¢(f) discontinu égal & o dans Vinter-
valle {0, a;), & af,; dans chacun des intervalles (a;+s;, a1y o6 & —Dbi

11 D alh < oo,

i=1

icm
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dans chacun des intervalles (a;, ¢;+¢). La majorante supérieure Q1)
de 1a fonction ¢(¢) est par conséquent égale 4 af dans chacun des inter-
valles {a;+ &, a1+ &4;) et & a} dans Pintervalle (0, a;+¢&).

Mais dans les intervalles {a;, ¢;+¢> on a en vertu de (27)

Gt 1y 2 &
w(t A3
=f ﬁ)(1t>4f At =1
a; 4 J

i

’

NaTR0
| o
:

On a done

f‘” w(t)
] e
6. LEMME. Pour toute solution wu(t) de Véquation (1) de classe (L)

on a
1 ©
<3/
0

Démonstration. De méme que dans la démonstration du théoréme
I on obtient linégalité

Folu| a9
Yo ovQ

;ot( Jrﬁ)a”z_/%—om—?l&(o +—)+f( %—)%
;

2 !
< 0(1)—%(134— ﬂQ_) +2fu2dt f
0

0

2

Comme le deuxiéme terme du second membre est négatif et les trois
autres sont bornés, le lemme se trouve ainsi démontré.

?. En s’appuyant sur le lemme que nous venons de démontrer on
peut facilement prouver le théoréme suivant:
THEOREME ITL. Pour toute solution wu(¥) de Véquation (1) de classe
(L*) les fonctions
u(t)u' (1) 1 (2 ! (t))
— [ w” ()4
Q) V() Q)

sont & variation bornée dans tout Uintervalle (0, --oo) et tendent vers zéro
lorsque t croit indéfiniment.
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Démonstration. On a les évaluations guivantes

o) fatfle o f el 49
ofd ] ‘SJQ dt+,,f I
¢ ¢ [

u'? . fwa’| —d—?,—
gof_Q_dHOfudtJro 77 ove

d’oit il résulte, d’aprés le lemme, que la fonetion w(t)u’ (2)/Q(t) est & ,va.rm .
tion bornée dans tout intervalle <0, -oc). Pour ¢ t‘,enda‘nAt verg Vinfini
il existe donc une limite de cette fonction. Elle ne peut pas étre différente

de zéro puisque Von a t
- . w'
W) = u2(0)+2fuu'dt —u (0)+2f—-Q—th.
0 []

On a de méme

Jloele+7)

[} [
q(t)\ dt % aQ
+2f1uu'|(1—-— —_—+f——--—=
J QW ve J 9 @V
t 7\ dg t ¢ '
gif(uz+u—)—:+2fuzdt+2f——dt
2y Qleve 3 ¢
d’oh il vient que la fonction
o)
— U + ——
VQ Q
est 4 variation bornée dans tout lintervalle (0, +oc). La 1im.itze de cettie
fonction pour ¢ tendant vers infini doit dtre égale & zéro puisque 'on &

o I3 bod ”n
(o g)reu=J o)
— U —|VQ dt = w4 —|dt < +oo.
[g\eeg)fou=[ e gluse
Le théoréme III se trouve ainsi démontré.

8. Du théoréme IIT on déduit immédiatement.:
COROLLATRE. Pour toute solution u(t) de Péquation (1) de classe (I?)
on a les bvaluations suivantes:

Wl = olV@@), Il = oVaw).
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