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From (5), (8), (7) we obtain

By the theorem on the ordinary differential inequality it follows
from (18), (19) that

glz) <0 for 01,
By (8), (7), (4) it follows that g(z) = 0. Hence by (8)
(d=1,...,m) for Iyl <1

(F=1,...,m)

=0 0<w<1,

q. e. d.

Remark. Applying Hadamard’s lemma we may obtain an ana-
logue of theorem, 2 from [1] for the mixed problem for the following non-
linear system’ of partial differential equations of the second order:

duy _ (z v, U dU 0U g 8T U a"U)
B " By, "By, 0y," T 0y, 0y 0ya0y, " T Oy, 0y,
(F=1,...,m; U= (U, ..., %n)).
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Sur la stabilité asymptotique des solutions d’un
systeme d’équations différentielles

par Z. OPIAL (Krakéw)

1. Considérons le systéme de deux équations différentielles
() X =f{ZX,1),

ot X désigne le vecteur (z,,x,) et f(X,7) est une fonction vectorielle
(fl(wl, @y, 1), folioy, ®ay t)) dont les composantes sont continues par rapport
& (@, @5, ) et de classe O par rapport & (w,, x,) dans tout Pespace & trms
dimensions (@,, ®,, t).

Désignons par X (t; X, §,) la-solution. (unique en vertu des hypothé-
ses précédentes) du systéme (1) qui passe par le point (X, ).

Soit K un ensemble fermé, borné et simplement connexe du plan
(@4, ©). On dit (cf. [8], p. 83) que le systéme (1) est relativement borné
dans Pensemble K si pour tout X,ecK et tout f, on a X(1; Xo, f)eK
pour t =>1,.

On dit quune solution X (#) du systéme (1) est asympiotiquement
stable dans Pensemble K si le systéme considéré est relativement borné
dans cet ensemble et si pour tout X,cK et tout ¢, on a la relation

@) Jim X (55 Xo, 1) =X ()] =0,

ol |X| désigne la longueur euclidienne du vecteur X.
De la relation (2) il vient que 1’on a quels que soient les points X,
X,eK et t,,

3) Jim 0| X (4 Xy ) — X (85 Loy )] =0,

ce qui signifie que toute solution du systéme (1) passant par un point
de lensemble K est forcément asymptotiquement stable dans cet en-
semble. Done, au lieu de dire qu'une solution choisie du systéme envi-
gagé est asymptotiquement stable dans K on peut dire tout simplement
que c’est le systéme (1) Iui-méme qui est asymptotiquement stable dans
cet ensemble.


GUEST


260 %. Opial

2. Récemment G. Seifert [8] a établi un critére général de stabilité
asymptotique du systéme (1) et il Pa appliqué 4 la démonstration de la
stabilité des solutions périodiques d’un systéme du type (1) & second
membre périodique par rapport & la variable indépendante ¢ Dans la
présente note je me propose de montrer comment on peut obtenir, par
une simple modification de la méthode de G. Seifert, une méthode encore
plus maniable et quelquefois plus efficace. Cela nous permettra de ﬂimpli-
fier considérablement la démonstration d’un critére de stabilité de la
golution périodique de 1’équation différentielle du second ordre
(4) w'" +f(w) @' -+ g (@) = p(t),
établi par G. Seifert dans la note mentionnée (cf. [87], p. 86, Theorem 2).

Nous nous bornons & envisager un systéme de deux équations, mais
de pareilles considérations peuvent aussi s’appliquer — comme il est
facile de'le voir — aux systémes plus généraux contenant un nombre
arbitraire d’équations.

Notons enfin qu'une méthode analogue & celle exposée dang le pré-
sent travail peut étre aussi appliquée & la comparaison non seulement de
deux solutions d’un systéme donné, mais aussi & celle des solutions de
systémes différents (voir p. ex. Z. Opial [4] et [5]).

3. Soit K un ensemble plan fermé, borné ot simplement connexe
dont la frontiére est une courbe composée d'un nombre fini d’ares sim-
ples de classe (' (nous supposons de plus quwen chaque point de cette
frontiére il existe des demi-tangentes — nous dirons dans toute la suite
qu'une telle courbe est de classe C'*). Supposons que le systéme (1) soit
relativement borné dans cet ensemble et soient X, X, deux points arbi-
traires appartenant & K. Joignons le point X, au point X, par un are
simple contenu entiérement dans Pensemble K:

(C) X = S(u): Ty = 8y(u) (0 <u<<l).
Supposons que les fonctions s;(u) (¢ = 1, 2) soient de classe ¢ dans

tout Pintervalle <0, 1> et que l'on ait §(0) = X1 et §(1) = X,. Désignons
par C(?) la courbe plane donnée par les équations pamm(abuqlms

(O®) X =8(,u) = X(t; 8(u), t):

@y = 81(u),

oy =8y (t, ), @y == 32('5 u)

(t 24,0 <u <L),
On a évidemment

(5) X (85 Xy to) =X (85 X, 1) = |8(2, 0)— 8¢, <
ou L(t) désigne la longueur de Parc (1), c'est-a-dire

Doy — (5 9) \ (Bsy(t, we
()h.{{( du )+( ou )} au

0

L),
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11 est facile de vérifier que les fonctions
V1 (8 w) = 08, (t, u)[0u,

satisfont pour ¢ > ¢, et 0
linéaires

Vo(ty u) = 08,(t, u)/ou

<1 au systéme d’équations différentielles

dh)1

Zfi? (st ), 8(2, w), t)oy
1,5=1
ol /17 (0, 25, 1) = Ofi (@1, @, 1) 0.

Si les fonctions v, (¢, u), va(t, w) (1 =1,, 0 < u < 1) sont bornées
dans leur ensemble dans l’mtervalle {tyy +o0) et si, de plus, elles tendent
vers zéro lorsque ¢ tend vers D'infini, alors la fonction L(#) tend vers zéro
et, par conséquent, de 1'inégalité (5) on tire la relation (3).

(i =1,2),

4. DErFINITION. Nous dirons que le systéme (1) jouit de la propriété
(M) dans Pensemble K si pour tout X,<K, tout ¢, et tout nombre positif
4 il existe un nombre B > 0 tel que toute solution (o1 (2), wg(t)) du syste-
me d’équations différentielles linéaires

(%) L Zlfw (5 oy o), oy (6 =1, 2)
=

aux valeurs initiales bornées par 4 pour ¢ = i,:

(7) vit) +oa(te) < 4,

satisfait dans tout lintervalle <%, +oo) & 1'inégalité

®) W) +o3(t) < B

et tend vers zéro lorsque i croft indéfiniment:

(9) lim v, {?) = lim v,(¢) = 0.
>t ttoo

Pour toute solution arbitraire fixe X(¢; X,,%,) du systéme 1) le
systéme (6) est linéaire et homogéne. Done, il suffit d’envisager deux
solutions linéaivement indépendantes de ce systéme. Si elles vérifient les
relations (9), il en est de méme de toute autre solution du systéme (6)
et pour toub A > 0 (et ¥, fixe) il existe un B tel que l'inégalité (7) entraine
Pinégalité (8). Bt inversement, pour tout B > 0 il existe un 4 > 0 pour
lequel (7) entraine (8). On dit dans ce cas que la solution identiquement
nulle du systeme (8) est asymptotiquement stable au sens de Liapounoff
(ef. T. G. Malkine [3], p. 12). Or, la constante B dépend non seulement
de la valeur de 4, mais — en général — aussi de la solution choisie
X(t; Xy, %) du systéme (1) (c’est-d-dire du point (X, t)).
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On peut done dire que le systéme (1) jouit de la propriété (M) dans
Pensemble K si la solution identiquement nulle des systémes (6) est asym-
ptotiquement stable uniformément par rapport & X,eXK et {, arbitraire.

5. En nous appuyant sur ce que nous avons dit an n° 3 nous pouvons
énoncer le théoréme suivant: ’

TakorEME 1. Soit K un ensemble plan fermé, borné et simplement
commeme, limité par une courbe de classe 0. 8i le systéme (1) est relative-
ment borné dans K et y jouit de la propriété (M), le systéme (1) est asym-
plotiquement stable dans cet ensemble.

En effet, deux points arbitraires X, et X, de Pensemble K peuvent
stre joints par une courbe C de classe O contenue entidrement dans K.
Si le systéme (1) jouit de la propriété (M), la longueur L(t) de la courbe
0(t) (cf. n°3) tend vers zéro lorsque i croit indéfiniment. On a done la
relation (3) et le théoréme 1 se trouve ainsi démontré.

On peut de méme démontrer que pour tout ¢, fixe la convergence
exprimée par la formule (3) est uniforme par rapport aux points X, et
X, variant dans Pensemble K. Il suffit & cet effet de prendre pour ¢ la
courbe qui constitue la frontidre de I'ensemble K. La longueur de la courbe
correspondante C(t) (¢ >1,) tend vers zéro lorsque t tend vers l'infini,
ce qui signifie que la convergence envisagée est bien uniforme.

Dans le cas ol lorsque A tend vers zéro, B tend aussi vers zéro,
toute solution X (t; X,, t,) du systéme (1) (X, appartient & l'intérieur de
l'ensemble K et f, est arbitraire) est asymptotiquement stable au sens
de Liapounoff. En effet, dans cette hiypothése & tout ¢ > 0 on peut faire
correspondre un § > 0 tel que

1° le voiginage V: |X—X,| < & appartienne & K;

2° en prenant pour courbe C joignant les points X; et X,V le seg-
ment X,X,, la longueur de la courbe correspondante C(f) (¥ > ¢,) soit
an plus égale a &

6. Soit Q(X; vy, vy) = Q(wy, ®s; 01, vy) une forme quadratique des
variables v,, v, dont les coefficients sont des fonctions de classe O* des
variables @, @,: :

2
Q{ayy By3 01, 0g) = 2 Guy (01, @) V50y.
ig=1
Soit v, = v,(f), v, = v,(t) une solution arbitraire du systéme (6).
On a alors
d
(10) 'a’t“-g(%(ti Xy o), #a(t5 Koy )5 02(8), '”a(t))

= "‘Ql(ml(ti Xy o)y ma(t; Xoy b)), £5 01(2), ”n(t))’
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ot £,(wy, ®,,t; 01, v,) est une forme quadratique des variables vy, v,
a coefficients dépendant des variables #, z, et t.

Supposons que la forme £ soit définie positive pour tout point
(@1, @5) de Pensemble K. L’ensemble K étant compact, il existe deux
nombres positifs a et B tels que I’on a pour tout point (z,, ©,) de cet en-
semble et tout couple de nombres v, et v,:

(11) a(vi4-v3) < Q(@1, B; 01, v2) < P07 +23).

Admettons de plus que la forme quadratique 2, soit définie posi-
tive dans l’ensemble K, uniformément par rapport & ?, c’est-h-dire quw’il
exigte un nombre positif ¢ tel que 1'on ait

(12) y(@1+13) < (@, 7, T 05, V)

pour tout point (x,, #,) de ’ensemble K et v,, v,, ¢ arbitraires.
Ceci étant admis, des relations (10)-(12) on obtient linégalité diffé-
rentielle

05 Ko, ) 020, 0u(6) < — % QX (45 oy )3 1), a0,

Il en résulte que pour tout ¢ >1t, on a l’inégalité

Q(X(t: Xy tg); 01(2), "’z(t)) < Q(X(to§ Xy, t); 01(h), ”a(to))
ot de plus

lim .Q(X(t; Xo, 1) 9:(2), vz(t)) = 0.
trto00

En vertu de la premiére des inégalités (11) il en vient
Lim (v} (1) +23(2)) = 0.
)

Cela signifie que, dans nos hypothéses sur les formes quadratiques
2 ot Q,, le systéme (1) jouit de la propriété (M) dans ’ensemble K. Nout
avons ainsi démontré un théordme analogue au théoréme de G. Seifert
(ef. [8], p. 83, Theorem 1), & savoir:

TagoREME 2. Soit K wn ensemble plan fermé, borné et simplemens
conmeze dont la fromtiére est ume courbe fermée de classe 0. 8i le-
systéme (1) est relativement borné dans Vensemble K, s'il existe une forme
quadratique 2(®y, Ty; 04, vy) des variables vy, vy, & coefficients de classe
C* par rapport & x,, ©,, satisfaisant aux inégalités (11), et si la forme qua-
dratique Q,(@,, ®s, t; 11, vs) déterminée par la formule (10) wérifie Viné-
galité (12), le systéme (1) est asymptotiquement stable dans Vensemble K.
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Dansg le cas envisagé on peut appliquer la remarque finale du n° 5.
Du théoréme précédent on obtient done immédiatement le corollaire
suivant:

COROLLAIRE 1. Dans les hypothéses du théoréme 2 toute solution
X(t; Xy, ty) du systéme (1), ot X, appartient & Vintérieur de Vensemble K
et t, est arbitraire, ¢st asymptotiquement stable aw sens de Liapounoff.

7. Considérons maintenant le systéme
y' = —gl@)+p)

qui s'obtient de ’équation (4) si Pon pose

(13) o' = y—T(2),

F() =ff(,s)ds ety =a +F(n).

Pour ce systome il est facile de démontrer le théoréme suivant (cf.
[8], p. 86, Theorem 2 et aussi [5], théoréme 4):

THEOREME 3. Soit K un ensemble plan dont la frontiére est une courbe
de classe G et dans lequel le systéme (13) est relativement borné. Si les fone-
tions f(@), 9" (®) et p(t) sont continues et si Von a, pour lout point (z,y)
appartenant & K, les inégalités
{14) lg” (@My—F(a) < 2f(e)g' (), Fw)>0,
le systéme (13) est asymptotiquement stable dans Pensemble K.

Démonstration. Dans le cas envisagé le systéme (6) admet la
forme suivante:
(15) 'Ui = ”2_f(m(t))'l’17 'Ué = g'(w(t))")ly

ol (2(1), y(?)) est une solution du systéme (13) contenue dans I’ensemble
K pour i = t,. Soit (v, (1), va(t)) une solution arbitraire du systéme (18).
Posons

H(t) = g (w(®) v} (1) -3 (8).
En vertu de (13) on a
H'(1) = —{2¢'(a() @) — 9" (5(5)) [y (1) — F (0 )]} o2 (2).

En tenant compte de la premidre des indgalités (14) on en obtient
I'inégalité
(16) H) < —edlt) (121,

& étant une constante positive.
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En vertu des inégalités (14) ¢'(x) > 0 et, par couséquent, la fonction
H (t) est non négative. En raison de 1’inégalité (16) on a pour toub ¢ = t,:

H(t) = g'{z()o1(0)+v3(t) < H(t),

d’out il vient qu'a tout 4 > 0 on peut faire correspondre un B > 0 tel
que Pinégalité (7) entraine (8).

D’autre part, de ’inégalité (16) et du fait que la fonction H () est
non négative il vient que

f v3(8)ds < + oo,
ty

ce qui n’est possible gue si

(17) lim »,(t) =0

t—>4-00
puisque la dérivée v;(t) est bornée en raison de la premiére des équations
(15).
Mais, lorsque ¢ tend vers Vinfini, la fonction H (t) tend vers une limite
non négative H(oc). On a done, tenant compte des équations (15) eb

.de la définition de la fonction H (f):

lim v} (¢) :z_l’im 2(t) = VH(oo)
+o0

t— 400

(18)

d’oli, en raison de (17),il vient que l%on doit avoir H(oc) = 0. Enfin, de
(17) et (18) il résulte que les fonetions v, (t) et v,(¢) satisfont aux relations
(9).

Nous avons aingi démontré que le systéme (13) jouit de la propriété
(M) dans ’ensemble K et, par suite, le théoréme 3 résulte immédiatement
du théoréme 1.

Remarque. La démonstration du théoréme 3 que nous venons
d’exposer ici est non seulement plus simple que celle de G. Seifert, mais
aussi elle nous permet de rejeter I’hypothése, faite par lui, que la fone-
tion f(x) est de classe C'. Par conséquent, la méme hypothése peut &tre
omige partout ot I’on emploie ce théoréme (cf. p. ex. G. Seifert [9]).

8. Supposons maintenant que la fonetion p(¢) soit périodique de pé-
riode w. Si les hypothéses du théoréme 3 sont vérifides, il existe dans I’en-
semble K une solution périodique du systéme (13) ayant la méme période.
De la conclusion de ce théoréme il résulte de plus que cette solution pé-
riodique est unique et asymptotiquement stable dans I’ensemble K.
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9. De méme qu'au n°6 on peut appliquer aux considérations du
n° 7 la remarque finale du n°5. On obtient ainsi le corollaire suivant:

COROLLAIRE 2. 8i les hypothéses du théoréme 3 sont satisfaites, toute
solution (w(t), y(t)) du systéme (13) passant par un point intériewr de Pen-
semble K est asymplotiquement stable au sens de Liapounoff.

10. Posons
i

F(o) = [ jwdu, 6(a) = [glwdu, P()= [ p(u)du
[ 0

[

et supposons que ces fonctions satisfassent aux conditions suivantes:

(19) f(z) >0 pour tout », lim F(r)sgne = 4oo,

[@}-+c0

(20) zg(x) >0 pour tout » %0, lim G() = oo,
|®[~»00
('21) les fonetions p(f) et P(#) sont bornées pour tout ¢.

Dans ces hypothéses (ef. [6] ou [7], p. 508-518) il existie un ensemble
XK dans lequel le systéme (13) est relativement borné et, bien plus, pour
toute solution ((t), (1)) de ce systéme il existe un ¢, tel que (@ (ty), ¥ (t)) ¢ K.
. Pour tout point (#,y)e<K on a les inégalités:

o) < m, |y—F@)| <o,

@, et y, étant deux constantes positives. Du théoréme 3 on peut donc
déduire le théoréme suivant:

THEOREME 4. Si les fonctions g(x), f(x) 6t p(t) satisfont auw condi-
tions (19)-(21) et auw inégalités

f@w) >0,  ylg" (@) <2f{x)g ()

powr deum solutions arbitraires @4 (8), @o(t) de Véguation (4) on o

(—w < @ < @),

lim |2, (¢) — @, ()] = 0,

Tm (&) (8) ~ @y (3)| = 0.
Jm t...\.ml HORE AU

) On obtient ainsi une généralisation d’un théoréme de M. L. Oart-
wright et J. B. Littlewood (ef. [1], Théoréme 2 et aussi [27, p. 271).
11. Considérons le systéme d’équations différentielles
(22) o =y, Y =-—Fy)—gl@)+p),

équivalent & une seule équation différentielle du second ordre

0" +F (@) +g(x) = p(1).

icm

Sur la stabilité asymplotique o8

Pour le systéme (22) on peut démontrer un théoréme analogue au
théoréme 3 (cf. aussi [4], théoréme 4), ainsi qu'un corollaire analogue
au corollaire 2.

THEORBME 5. Soit K un ensemble plan dont la frontiére est une courbe
de classe C* ot dans lequel le systéme (22) est relativement borné. Si les fone-

tions g'' (), f(y) = F'(y) et p(t) sont continues et satisfont dans I'ensemble
K aux inégalités

g'(m) >0, [fH9g(@)+g"(@)y >0,
le systéme (22) est asymptotiguement stable dans Vensemble K.

COROLLATRE 3. 8% les hypothéses du théoréme 5 sowi vérifiées, toute
solution (x (), y(t)) du systéme (22) passant par un point intériewr de Uen-
semble K est asymptotiquement stable au sens de Liapounoff.

Pour la démonstration il suffit de remarquer que dans le eas envi-
sagé le systéme (6) prend la forme suivante

vy = —f(?/(‘t))”z"g’(w(‘))vl
et de répéter pour la fonction auxiliaire
H(t) = o1 (t)+1(0) /g’ (2(2)

tous les raisonnements de la démonstration du théoréme 3.

/Iv
Uy = Uy,
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