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follows the equality of [logle—¢|™"du(¢) and [logle—¢|~*d(¢) outside
at most a set of isolated points which is of capacity 0. Hence

[togls— ™ au() = [logle—¢i7dv(2)

and in consequence y = » (ef. [2]). Since the above treatment may be
applied to the arbitrary convergent subsequence of the original sequence
{#a}, then {»,} converges to ».

The theorem gives a positive angwer to the hypothesis which P.
Erdos has put in a slightly less general form.
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Sur les solutions périodiques et presque-périodiques de
I'équation différentielle 4+ %f(z)a'+g(z) = kp 1)

par Z OPIAL (Krakéw)

1. Considérons 1’équation différentielle non lindaire du second ordre
@ - - @+ Ef(@)a +g(x) = kp(2),

ol k est un paramétre. Admettons que les fonctions f(z), g(z) et p(8)
solent continues (—oo < # << 400, —c0 < t < +oc) et posons
x

F(2) = [f(u)du,

z 14
G(a) = [gwyan et P(t) = [p(u)du.

L’équation (1) est équivalente au systéme d’équations du premier
ordre

(@) o =y—kF(@), ¥ = —gla)+kp().

Pour toute solution #(f) de I’équation (1) nous désignerons par
{#(?), (1)) 1a solution correspondante du systéme (2), de sorte que Ion
aura

y(t) = o' (O)+%F (w(1).

Supposons que les fonctions f(z), g(x) et p(t) satisfassent aux con-
ditions

(3) flw) >0 pour tout », lim F(x)sgne = 4 oo,
|2}—>00

(4) zg(w) >0 pour z =0, lim G(z) = +oo,
@00

(5) @Ol <P, POI<P

P étant une constante positive.

G. E. H. Reuter [5] a démontré que, dans ces hypothéses, pour
tout & > 0 il existe dans le plan (x, ) un ensemble K limité par une courbe
réguliere (de classe C* sauf en un nombre fini de points), simple et jouissant
des propriétés suivantes:

(—o0 <t < +o00),
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1° pour toute solution (w(t), y(t)) du systéme (2) il existe un i, tel
que (m(to)y ?/(to))fK§

2° si pour un #, (z(%), ¥ (%)) <K, on a aussi (#(8), y(1) <K pour tout
>4,

I’ensemble K peut &tre choisi de sorte que l'on aib

lo| <o o6 Jy—kF@) <%

pour tout point (z,y) appartenant & K. Les constantes z, et y, ne dé-
pendent pas du paramétre k.

Pour toute solution z(f) de ’équation (1) on a donc
(6) jw(t)] < @, &' ()] < %o
pour ¢ suffisamment. grands.

Notons enfin que Pengemble K ne dépend que des fonctions f(ux),
g(), de la constante P et du paramétre k. Il est done le méme pour.toute
une classe d’équations (1) dépendant d’une fonction arbitraire p(t) qui
satisfait aux inégalités (5).

Dans le cas ol la fonction p(?) est périodique de période w il en ré-
sulte que P’équation (1) admet au moins une solution périodique de méme
période.

2. Supposons de plus que pour |z <z, on ait g'(z) > 0 ef que la
fonction ¢’ (») existe et soit bornée dans le méme intervalle. Il existe alors
des constantes positives a,, ..., a, et y, indépendantes de %, telles que

N a < f(#) < 6y, 9" (@) <y

(—d <2 < 7).

o <g (@) <a  of

M. L. Cartwright et J. B. Littlewood [1] (ef. aussi [2], p. 271, [6]
et [8]) ont démontré que:dans ces hypotheses on a pour tout k¥ plus grand
que ~ .
ky = yov/aya,
et pour deux solutions arbitraires z(f), #,(t) de Péquation (1),

lim o, (t) — 2, ()] = 0, lim |o;(3) —a,(t)| = 0.
t—>+00 ta>too

Dans 'hypothése supplémentaire que la fonetion p(f) est périodique
il en vient que pour k& > &, Péquation (1) admet une et une seule solution
périodique vers laquelle tend toute autre solution de cette équation lors-
que f ecroit indéfiniment. Cette solution périodique est done stable.

Enfin, dans P'hypothése que la fonetion p(t) est presque-périodi- '

que, G. E. H. Reuter 6] a démontré (pour & > %,) I'existence et la stabilité
d’'une solution presque-périodique de ’équation (1).
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Dans la présente note je me propose de démontrer que dans les théo-
rémes cités il est possible de remplacer la constante &, par une autre,
plus petite. La méthode dont je me sers 4 cet effet est tout & fait parveille
& celle que j’ai utilisée dans 1’étude de 1’équation différentielle

o'+ F(a')+g(z) = p(})

dans la note [4]. Cetite méthode constitue une modification (ef. [3]) d’une
méthode générale de G. Seifert [7].

3. Envisageons deux équations différentielles

a o+ kf @)z +g (@) = kp. (1),

an @ +Ef(@)e' +g(x) = kpp(t)

dont chacune est équivalente respectivement au systéme
29 o =y-—kF(@), ¥ =—g@+kp.(l),
(2”) 7 =y—kF@), ¥y = —gl@)+kp:(i).

Désignons par Ap(t) la différence des fonctions p,(f) et p,(f). Pour
les solutions des équations (1’) et (1'') on peut établir un théoréme de com-
paraison (cf. [6], Theorem II), & savoir:

THEOREME 1. Supposons que les fonctions f(x), g(x), pi(f) et p,(?)
soient continues et satisfassent aux conditions (3)-(5). Admettons de plus

“que g’ (%) > 0 dans Vintervalle {— @y, z,p (@, est le méme que dans le théoréme

de G. E. H. Reuter cité au n°1) et que la dérivée seconde g'' () ewisie et
s0it continue dans le méme intervalle. Supposons enfin que les fonctions
P1(t) et py(t) vérifient Dinégalité

(8) [Ap(B)] = [pa(t) —pa ()] < &

ol & est un nmombre arbitraire. _
Dans ces hypothéses il ewiste une constante M > 0 indépendante de &
telle que, pour tout k plus grand que

(—oo <t < ~-00),

Ky = %yolrflg (lg" @)1/f (@) g' ()

et pour deux solutions arbitraires w4 (t), 4,(t) des équations (1') et (1) respec-
tivement, on a les inégalités
(9) limsup |2, (8) — 2, (t)] < Me, limsup |oj(t)—a5(f)| < Me.

t—>tc0 t>t00

Démonstration. Remarquons d’abord que les inégalités (9) sont
équivalentes aux inégalités suivantes, relatives aux solutions correspon-
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dantes (w,(2), y2(t)) eb (m5(1), 9,(t)) des systémes (2') et (2') respective-
ment:

(9)  limsup e, () —o, ()] < Ne,  limsuplys () —¢2()] < Ne,
t>+oc0 t—>t-o00

ou la constante N ne dépend pas de e.
Supposons, en effet, que ce soient les inégalités (9') qui se trouvent
vérifides. On a alors, en vertu du théoréme des accroissements finis,

|5 (8) — w3 (8)] = |ya(t) — 2 (8) + [P (0, (1)) — F (w2 (8))]
< W2 () — 92 (0] -+ 5 f [0, (8) + D (1) (2 (1) — 21 ()] |02 (1) — 2, ()],

ot 0 < #(f) < 1. Mais, d’aprés le théoréme de G.E.H. Reuter (cf. n° 1),
pour tout ¢ suffisamment grand [z, (f)] < @, b |2,(2)] <2,. On a done
‘ le3 (1) =21 (8)] < [2(8) — 91 (8)| + Tom | () — 2 (8),
ol nous avons posé m = maxf(x). Par conséquent
1z|<%o

limsup fo (1) —a; ()| < N (km+1)e,
t—>to0

c’est-a-dire les inégalités (9) se trouvent vérifiées pour M = N(km+1).

On démontre de méme que les inégalités (9) entrainent les inégali-
tés (97). '

Fixons maintenant un & > k. Soient (w, (1), #,(t)} et (24(3), ys(?))
deux solutions arbitraires des systemes (2') et (2'’) respectivement. Dans
ces systémes les fonctions f(xz), g(») sont les mémes et les fonctions p, (1),
p2(?) satisfont aux inégalités (5) avec la méme constante P. D’aprés ce
que nous avons dit au n° 1, Pensemble K est le méme pour 'un et
T'autre de ces systémes.

En vertu du théoréme de G. E. H. Reuter cité au n°® 1, il existe
un nombre 1, tel que les points Py (2, (f); 41 () et Pywa(ty), ¥a(t)) appar-
tiennent & ’ensemble K. Joignons les points P, et P, par une courbe
simple et réguliére C appartenant entiérement &4 K. Soient

0 e=9), y=y@ O<u<l)

les équations paramétriques de cette courbe. On peut admettre que les
fonctions ¢(u) et y(u) sont de classe (*. On a de plus les relations

(0) = m(h), p(0) =yi(t), @(1)=a,%), (1) = ya(ty).
Envisageons le systéme auxiliaire d’équations différentielles
o =y—kF(@), ¥ = —g(@)+kp:(t)+k udp(),

olt la variable u joue le rdle d'un paramétre variant dans Iintervalle
<0,1). Désignons par ((t,u),y(t, w)) la solution du gystéme (10) qui

10)
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passe pour t = %, par le point ((p(u), 1/)(%)) de la courbe C. On a done en
particulier
001(1) = m(ty 0):

wz(t) = w(.t7 1),

¥1(8) = y(3, 0),
Y2() = y(¢, 1)

pour tout ¢ =1,.

Dans le systéme (10) la fonetion p,(¢)+uAp(t) (0 < u < 1) satisfait
évidemment aux inégalités (5). Pour ce systéme l'ensemble K est done
le méme que pour les systémes (1') et (1'). Il en résulte que pour tout
121, 6t 0 <u <1 le point ((t, ), y(t, u)) appartient & I'ensemble K.
On a de plus, en vertu des inégaliiés (6):

(11) [ (¢, w)| = [y, ) —kF(a(t, w)| <y
(t=%,0<u<l).

[@(t,w)] <z et

Désignons par C(t) (¢ >1,) la courbe donnée par les équations para-
métriques
0 <u<l).

z=o,u), Y=yt v

La distance des points (m;(8), ¥1(t) eb (w4(f), y=()) étant inférieure
ou égale & la longueur de la courbe C(f), on a 1'inégalité

sy,
ou

: 0x(t, u)\?
=0+ a0l <2 [ {52 o

Pour démontrer les inégalités (9') il suffit done de démontrer queé les
fonetions :

. 0x(t, w)

oy (t, u)
V(8 u) = “ou LA = :

w) = ou

sont bornées dans Pensemble ¢ >1t,, 0 <% < 1 et qu’il existe une con-
stante M’ telle que l'on ait les inégalités

(12) limsup |v, (¢, u)| < M’e,

t—400

Hmesup [v,(2, u)] < M'e.
t>to00
On vérifie sans peine que les fonctions v,(t, u), v (f, w) satisfont
au systéme d’équations différentielles linéaires
(13) v =wn—kif@,w)v, ;= —g¢ (@@ w)u+kdp().
Introduisons la fonction auxiliaire
G(t,u) =g (m(t, '“'))”i(t: w)+ 03 (t, w) — 2wy (¢, w)va (2, %)
(21,0 <u<l)
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Pour ne pas compliquer les notations nous écrirons dans la suite
tout simplement @, y, v, et v, au lien de @ (¢, w), y(t, u), v,(t, u) et v,(t, u).
On a ainsi

G(t, u) = g ()1 + v — 20,2,

C’est done une forme quadratique en v, et v, & coefficients dépendant
de t et w. Choisigsons la constante positive # de sorte que cette forme
soit définie positive uniformément pour |z < @,. Il suffit pour cela que
le nombre » satisfasse & linégalité

(14) 7?* < ming’ ().
1z <%
Comme les fonctions v, (f, u) et v,(f, u) sont des solutions du systéme
d’équations différentielles linéaires (13), on a
0G(t, u) ” ' o7 . 1 2 LN
—i— = (0" (@)7’ —2kg’ (@) (@) + 219’ (&) v} — 203+ 200 (2) v, 00+

+ 2K (v — 1) Ap (2).

Comme % > k,, il est possible de choisir un % de sorte qu’il satisfasse -

4 la condition (14) et que la forme quadratique en v, et v,:
(" (@)a" — 2k g’ (2)] (2) + 219’ ()9} — 2903 + 2k f (@) 0, 0,

soit définie négative uniformément pour  variant dans intervalle ( — Dyy Lo
e‘ﬁ‘ @' satisfaisant & Pinégalité (2| < y,. Cela résulte immédiatement du
fait qu'en verbu de la définition de la constante %, pour tout % > k, la
fonetion .
2kg’ (@)f(2)—g" () (y — & F (),
ol [o] <y et |y—%kF(2)] < 9o, est bornée inférieurement par une con-
stante positive.
D’autre part

(2 (v, — n02)| < 2 (Joy|+ 7 {0]) < 4KV o]+ 70}
et la fonction Ap(?) satisfait par hypothése & I'inégalité (8). Il existe done
deux constantes positives a et g telles que

0G (2, )

15
(15) o

< —aG(t, w)+ VG (2, u).

II en résulte que la fonetion G(t, u) est décroissante dans tout inter-
valle ot elle prend des valeurs supérieures & B2e%[a®. La fonction @ (t,, u)
(0 <u < 1), étant continue, est bornée dans tout I'intervalle <0,1>. La

icm

EBquation différentielle '+ kf (€)%’ g (%) = kp (£) 815

fonction G (f, ) est done bornée dans tout I’ensemble ¢ >4, 0 <u <1
et on a de plus

(16) limsup@(, u) < B /a’.

t—>+oo
Mais la fonction G'(¢, ») est une forme quadratique en v; et v, définie
positive, de I'inégalité (16) il vient donc que les fonetions v, (¢, u), v4(f, )
sont bornées dans I’ensemble ¢ >1,, 0 < u < 1 et vérifient les inégalités
(12) pour une constante M’ convenablement choisie.
Le théoréme 1 se trouve ainsi démontré.

4. La frontiére de ’ensemble K est une courbe réguliére, de classe
C* sauf en un nombre fini de points. On peut done joindre tout point P,
de cet ensemble & n’importe quel autre point P, appartenant & K par
une courbe réguliere ¢ C K dont la longueur ne surpasse pas une con-
stante convenablement choisie, indépendante du choix des points P,.
et P,. Bien plus, les équations paramétriques (C) d'une telle courbe peu-
vent &tre choisies de sorte que les fonctions ¢'(u) et p'(u) (0 <u < 1)
soient bornées par une constante indépendante du choix des points P,
P,. Par conséquent, pour tout couple P, P, de points de 'ensemble K
on aura l'inégalité
A7) 0 < Gll, u) = ¢ (#(t, w)" (w)+ 9" (w) — 299" (w) 9" () < L

(0 <u<l),
ot L est une constante.

La fonetion G(f, ) satisfait pour ¢t =4, et 0 <u <1 & Pinégalité
différentielle (15). De 14 et de D'inégalité initiale (17) il résulte qu’il existe
un nombre T'(¢) > 0, indépendant de 7, tel que Yon a

G, u) <4p2d?
pour tout ¢ =1,+T(e) e 0 < u < 1.

On peut donc énoncer le théoréme 1 sous une forme encore plus
préeisge:

THHEOREME 2. Supposons que les fonctions f(z), g(®), pa(t) et p,(?)
satisfassent auw hypothéses du théoréme 1. Il ewiste un M indépendant de &
et un T(e) tels que powr tout couple @, (), ®s(1) de solutions des équations
(1) et (1'") respectivement, powr lesquelles

(ml(to); yt(tu)) <K, (Wz(to) y ?/2(770)) <K,
on o les inégalités ’
(18) @ (t) — 2, ()] < Me,
pour tout ¢ = t,4-T (&)

|wy (1) — @3 (8)] < Me
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5. Soient @,(#) et @,(f) deux solutions des équations (1') et (1") re-
spectivement pour lesquelles les points (w, (t), ¥, (1)), (@2(t), ¥,(?)) appartien-
nent pour tout ¢ 4 'ensemble K. Dans ce cas particulier le théoréme pré-
cédent s’applique & toutes les valeurs de #, et, par suite, les inégalités
(18) se trouvent vérifides dans tout l'intervalle (—oo, 4+oo0). On peut
done énoncer le théoréme suivant: i

TEGOREME 3. Supposons que les fonctions f(x), g(x), p.(3) et py(d)
satisfassent aux hypothéses du théoréme 1. 8% w,(t) et x,(1) sont deum solu-
tions des équations (1) et (1'') respectivement telles que

(wl(t)’ ?/1(t)) <K, ("”a(t), yz(t)) <K

dans tout Pintervalle (—oo, +-00) on a les inégalités (18).

(—o0 <t < +o0),

6. Les théorémes 1, 2 et 3 s’appliquent évidemment aussi dans le
cas ol la fonction p, (¢) est identique & p,(f). Oela signifie que dans les ing-
galités (8), (9) et (18) le nombre & peut &tre aussi petit que Ion veut.
Ainsi, par exemple, du théoréme 1 on déduit le théoréme suivant:

THEOREME 4. Supposons que les fonctions continues f(z), g(») et
p(t) satisfassent auz conditions (3)-(B). Admetions de plus que g'(x) > 0
pour |z| < wy et que la dérivée seconde g'' (m) ewiste et soit continue dans le
méme intervalle.

Dans ces hypothéses pour tout k plus grand que

ko= %yo[zﬂgf(lg”(ﬂllf(w)g’ ()

6t pour deum solulions arbitraires z,(t), z,(t) de Véquation (1) on a les rela-
tions

(19) lim |2, (1) — w3 (#)] = 0,  lim [2](2) — @5 (t)] = 0.

t—>+oc0 Y
?. Dans Ihypothése supplémentaire que la fonction p(t) est pério-
dique on tire du théoréme précédent le théordme suivant sur Uexistence
6t P'unicité d’une solution périodique de 1'équation envisagée:

TEEOREME 5. 85 les fonctions f(w), g(w) et p(t) satisfont auw hypothé-
ses du théoréme 4 et si la fonction p(t) est périodique de période o, pour tout
k > &, Déquation (1) admet une et une seuls solution périodique x,(t) de méme
période . Toute autre solution w,(t) de cette équation satisfait aux relations
(19), ce qui signifie que la solution périodique @, (1) est stable.

En effet, Pexistence d'une au moins solution périodique de 1’6gua-
tion (1) résulte de la propriété 2° de l'ensemble K (ef. n° 1), tandis que
des relations (19) il vient que I’4quation envisagée ne peut admettre plus
d’une solution périodique. Enfin, la stabilité de cette solution périodique
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#,(t) résulbe du fait que pour ¢ = 0 la fonction G(t, u), introduite dans
la démonstration du théoréme 1, satisfait & I’indgalité différentielle

oG (t, u)

ot
et, par conséquent, est décroissante dans lintervalle (f,, +occ). Il en
résulte en particulier que chaque fois que les différences |u;(f,)— ()],
|y (o) — @3 (%,)| sont suffisamment petites, les différences |y (2) — 2, (2)],
|} (t) — @5 (#)] sont aussi petites que I'on veut dans tout intervalle (ty, +00).

< —al(t,u) (13 10)

8. La propriété 2° de I’ensemble K (cf. n° 1) signifie qu’aucune so-
Tution (1), ¥(¢)) du systéme d’équations (2) ne peut quitter, pour ¢ crois-
sant, ensemble K. Il existe donc une suite (x,(t),y,(f)) de solutions
du systéme envisagé, telles que

(20) (@a(t), yn(®)) K pour

Les fonctions ,(f), yn(?) (n =m,m-+1,...) sont équicontinues
et bornées dans leur ensemble dans l’intervalle (—m, -+-o0). On peut
done extraire de la suite (wn(t), ¥,(1)) une suite partielle qui converge
dans tout Pintervalle (—co, +-co) vers une solution (z(t), y(t)) du systéme
(2). En vertu des relations (20) on doit évidemment avoir (w(t), 'y(t)) eK
pour tout ¢.

Mais il résulte du théoréme 3, appliqué & I’équation (1) (p,(f) = p.(f)
= p(t)), que cette équation ne peut admettre plus d’une solution (1)
pour laquelle (w(t), y(t))eK dans tout l’intervalle (—oo, +o0). On a done
le théoréme suivant:

THEOREME 6. S les fonctions f(w), g(x) et p(t) satisfont aux hypothé-
ses du théoréme 4, pour tout k& > k, Déquation (1) admet une et une seule
solution @(t) pour laquelle (n(t), (1)) = (w(t), @' (t) 4 kF(w(t))) eK dans
tout Dintervalle (—oo, 4 oa). .

t>=—n (n=1,2,...).

9. Admettons maintenant que la fonction p(¢f) soit presque-pério-
digue. Cela veut dire qu’a tout ¢ > 0 on peut faire correspondre un nombre
L(e) > 0 tel que tout intervalle de longueur L(e) contienne au moins
une presque-période de la fonction p(¢), relative & &, c’est-d-dire un =
tel que

[pE+7)—p@) <e

dans tout Vintervalle ( —oo, --oco).

En g’appuyant sur le théoréme 3 il est facile de démontrer que dans
nos hypothdses I'équation (1) admet une et une seule solution presque-
périodique et stable. On a notamment le théordme suivant:
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THSOREME 7. S% les fonctions f(x), g(@) et p () satisfont aux hypothe-
ses du théoréme 4 et si la fonction p(t) est presque-périodique, pour tout
k >k, Véquation (1) admet une et une seule solution presque-périodigue
a(t). Les dérivées o' (t) et o''(t) de cette solution sont aussi des fonctions
presque-périodiques.

Démonstration. Désignons par a(f) la solution de 1’équation (1)
pour laquelle le point (a(t), B(1)) = (a(t),a’(t)+k.F(a(t))) appartient
4 Pensemble K pour tout ¢ (cf. le théoréme 6 qui assure P’existence et 1'uni-
cité d'une telle solution). Nous allons montrer que a(t) et a’(t) sont des
fonetions presque-périodigues.

Soit = une presque-période arbifraire de la fonction p(2), relative
& e/M, ob. M désigne la constante intervenant dans ’énoncé du théoréme
3. On a done

(21) [P+ —p@)] <e/M (—o0 <1< +oo).
La fonetion a(t+7) ost évidemment une solution de ’équation

a"'+kf(@)o' +g(a) = kp(t+7).

On a de plus (a(t+7), A(t+17))eK pour tout ¢ On peut donc appliquer
aux fonctions a(f) et a(t+7) le théoréme 3 en y admettant p,(t) = p (1)
eb py(t) = p(t-+ 7). De ce théoreme et de I'inégalité (21) il vient que les
fonetions a(t) et o'(¢) satisfont dans tout l'intervalle (—oo, --oo0) aux
inégalités

la()—a(t+7)| <e,

Cela signifie que toute presque-période v de la fonction p (1), relative
& ¢/M, est une presque-période des fonetions a(t) et « (1), relative i e.
Done, les fonctions a(f) et o’(t) sont presque-périodiques.

Tl reste & montrer que la fonction o'/() est elle aussi une fonetion
presque-périodique. Or, on a

(22) a"(t) = —kf(a(®) o’ () —g(a(t)) +kp(1).

Les fonctions f(a(2)), o'(#), g(a(t) et p(f) tant presque-périodiques,
il en vient que la fonction o'’ (¢) 'est aussi. ’

De la formule (22) il résulte qu’s tout & > 0 on pent faire correspondre
un 6> 0 tel que toute presque-période v de la fonetion p (1), relative
& 0, soit une presque-période de la fonction o' (1), relative & . Mais, d’aprés
la méme formule

kp(t) = o" () +kf{a(®) o’ (1) +g{a(2)).
Done, & tout & >0 on peut faire correspondre un & > 0 tel que toute

presque-période des fonctions a(f), a'(f) et a'’(2), relative & 48, soit une
presque-période de la fonction p(t), relative & e.

o' (t)—a' (t+7) < e.

icm
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D’aprés le théordme 4, pour toute solution x() de Iéquation (1)
on a

lim|z(t)—a(t))=0 et

Um |2 () — o' (t)] = 0,
t>4-00

=400

d’ou il vient que «(#) est I'unique solution presque-périodique de cette
équation. La fonction x() est 1a somme d’une fonction presque-pério-
dique et d'une fonction tendant vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment.
Il en est de méme de sa dérivée a'(t). Cela signifie que les fonctions (1)
et &’ (f) sont asymptotiquement presque-périodiques au sens de M. Fré-
chet. :
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