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Sur la convergence des approximations successives

0%z 02 az)
vs . _ 0z 0z
pour I'équation dady f(f'% Y% 5% By

par J. Kisy®skr (Lublin)

Van Kampen [2], Dieudonné [1] et Wintner [4] ont montré que
pour ’équation différentielle ordinaire y' = g(x,y) la suite des appro-
ximations successives de Picard est convergente non seulement dans
le cas ol la fonction g(wz, y) vérifie la condition de Lipschitz par rapport
4 y — ce qui était bien connu auparavant — mais aussi dans le cas ol
sont vérifides certaines conditions plus générales suffisantes pour P'uni-
cité. M. Zldmal m’a proposé d’étudier la question si des théorémes ana-
logues subsistent pour 1’équation

0% — o, 9,2 0z 0z
dwdy 1908 350 oyl

Pour abréger ’exposé, je me bornerai & l’étude des problémes les
plus simples pour I’équation (1), c’est-4-dire des problémes de Cauchy et
de Darboux, que je vais énoncer sous une forme un peu plus générale.

THEOREME. La fonction g(x) étant continue dans Dintervalle {0, a),
o a > 0, et la fonction h(y) continue dans Pintervalle {0,b>, o b > 0,
admettons qu'il ewiste un o' {0, a) et un b’ {0, b> tels que la fonction g(m)
déeroisse de b’ & zéro dans DVimtervalle <0, a’), qu'elle soit constamment
nulle dans Vintervalle {a’, a), que h(y) soit constamment nulle dans Pinter-
valle (b',b) et que dans Dintervalle {0,b") elle soit la fonction inverse de
la fonction g(x) dans Uintervelle (0, a’>. Supposons encore que la fonction
o(2) soit de classe OV dans Vintervalle {0, a) et la fonction T(y) de classe
O dans Vintorvalle <0, b>. Enfin, posons

4 ={(@,9);hy) <z <a,g@ <y <b)}

et supposons que la fonction f(w,vy,2,D,q) soit continue pour (w,9y)ed,
2, P, q quelcongues, et qu'elle y wvérifie, pour (»,y)ed et 2,p,q,%,D, 7
quelcongues, Vinégalité

(2) f(#yy,2,2, 0)—F(2,9,2,8,0) < o(le—2+|p—2|+g—1dl),

(1)


GUEST


234 J. Kigynski

ol w(d) est une fonction continue et mon déoroissamte pour 6e{0, +o0),
telle que w(0) =0, w(d) > 0 pour 6>0 et
8
du
= 4o
®) f o(u) +

0

pour 3> 0.

Dans ces hypothéses il ewiste exactement une fonction z(xw, y), continue
dans Vensemble A avec ses dérivées 0z[0z, Oz[0y et 0%/[0wdy, qui satisfait
& Déquation (1) dans Vensemble 4 et vérifie les conditions

slo,y) = o) +1(y), s y=gla) ou o=hy),
(4) 6z(;;, D_v@), s y=gl), o006,
B_z‘(ﬁ’_g)_ = (), 81 x =h(y), 1'/‘5(01 b).
oy

De plus, pour une fonction arbitraire z,(x,y), de classe o dans Ven-
semble 4, on a Végalité
(5) lim (m&X|5‘"(w, y)ms(w, y)‘) =0,

nc0  (2,¥)ed
o s(x,y) = 0%(z, y)[0wdy et s,(x,y) = 0%, (%, y)/0xdy pour n=1,2,
3,0, 6
02y

(6) (@, Y) =°'(.w)+7(?/)+fff Uy Oy By (U, V), (u, v},

0w
dzy

625;1 (u, 'v)) dudv  powr n=1,2,3,...,
ot '
dzy = {(u, v); (4, v)ed,u <w,v <y} pour (2,y)ed.
De Végalité () il résulte, en tenant compie des formules évidentes
92(2, 9) d (2, 9) d
2 (@
=l =c@+ [swop, L)+ [,y
0w oy
) 9(2) hiy)
#(0,9) = ola)+ () + [ [ s(u, v)duav
ay
et
0z, (@, y) , ¢ 0z, (1 , v
nam’ "J_= o (2)+ fs,,(w,q))d,,,v, ”,(9 ) Y) = 7' (y)+ fsu(’w,?/)d%,
Yy
(8) ofz) )

(@, 9) = o)+ 1)+ [ [ sa(u, v)audv,

4xy
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que la suite 2, (x,y) converge uniformément dans Vensemble A vers la fon-
ction 2(x,y) et que les suites des dérivées 0z,(w,y)[dx et 0z,(z, y)[dy con-
vergent uniformément dans Pensemble A vers les dérivées 0z (z, y)[0x et
0z(, y) [0y .

En vue de rendre plus claire 1'idée de la démonstration, nous éta-
blirons séparément trois lemmes, dans lesquels nous supposerons véri-
fides les hypotheéses de notre théoréme et nous utiliserons les notations
introduites plus haut.

‘LeMME 1. 8i la fonction r(®, ¥), continue et non négative, vérifie dans
Vensemble A Pinégalité

@) (@9 <o(f[r,o)dudo+ fyr(w,v)dv—l— fmr(u,y)du),
4zy (@) h)

on a r(z,y) =0 pour (z,y)ed.
En effet, r(z,y) =0 si y =g(x) ou @ = h(y), donc la fonction
r(x,y) peut étre prolongée d'une maniére continue sur le rectangle

E={#19;0<2<a,0<y<b},

en admettant r(x,y) =0 pour (z,y)eK—A. La fonetion prolongée
est non négative et elle satisfait dans le rectangle K & ’inégalité

r(x,y) < w(fmflr(u,v)dudv+fllr(m,'u)dw+fzr(u, y)du).
' 00 0 [

Posons

R(t) = max
(@,v) K, z+y<t

t>20.

r(w,y) pour

La fonetion R(t) est continue et non négative pour £¢<0, +o§), de plus,
on a 7(z,y) < B(w+y) pour (v, y)eK et '

x ¥V v x
[[ Blu+v)dudv < 3o [ R@+v)do+3iy [ Rluty)du.
00 [} ]

Par conséquent, pour (v, y)eK tels que 4y <, on a

z Yy

(@, y) < co( fR(u—l—'v)dud'v—}- fyR(m-{—v)dv—k-fR(u-}—y)du)
0 0

00
&y z+y

<w(-}(a+2) [ Bw)av+3(p+2) [ R(u)du)
» v

14
< w(,}(a+b+4)fR(r)df),
Q
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d’ont ,

Ry <o (%(w+b+4)fR(1:)dr) pour  te{0, +o00).
Supposons qwil existe un ¢ >0 0 tel que R(f) > 0 et désignons par ¢,
Ietoplus grand destnombres t tels que R(7)=0 pour ve<0, tt>. Alors on a
Of R(z)dt =0, ofR(T)dT > 0 pour t > t, et w(}(a-+b+4) ofR(r)d'r) >0
pour t > t,, done en posant

21

u=ta+b+4) [ R(n)dr
nous avons u > 0 et ’

(B —1)

f" au _a—{—b—{»éj‘l R(t) < ST
- : g doTe
ofu) 2§ olia+bt4) [R()dr 2

en contradiction avee (3). Par suite, R(¢) =0 pour ?e{0, 4+o0), d’on
r(z,y) =0 pour (w,y)ed.

LEMME 2. Pour toute fonction s,(x,y), continue dams Vensemble 4,
les fonctions su(®,y), n =0,1,2,..., définies par la formule récurrente

(10)  sal@,9) = f (2,9, o@)+ )+ [[sass(u, v)dudv,
dxy

v @
o' @)+ [ sacal@, V)0, 7 (@) + [ snoa(w, y)du),
0(2) h(y)
sont borndes dans leur ensemble et équicontinues dans Vensemble A.

En effet, pour §¢{ 0, +oo) admettons @(8) = sup|f(x,y,2,P,q)—
—H®,y,%, 8, )| ot (#,y)ed, —o0<2,D,¢,%2,P, < “+oo et |[¢—Z[+
+lp—p|+1g—g < 8. Alors &(6) < w(d) pour {0, +oo0) et on
pour 8;, 6,60, -+oo) quelconques, 'inégalité &(d;+ 8,) < &(J;)-+B(ds)-
Par conséquent &(d) < &(A+[d]) < (14[6])a(1l) < (L4+9)  w(l)
pour 65<0) +°°)v done V(m: Y, 07 07 0)—f($7 Yy2,0, !I)I < ‘Z’(le‘ Ipl+
+1gl) < 0 (1) @+ 2|+ 2l +g), d’ob
1) |f@,y,2,0, )l < L-(1+l2+ipl+lg)) - pour (w,y)ed

et 2,p,q¢ quelconques,

ol
L = max Iﬂmr y,0,0, O)H'w(l)
(z,Y)ed
Posons
4 = max |o(2)], B = max|z(y),
(12) [E= = oy<h

0 = max |¢'(z)|; D = max |7’ (y)|
[P 2 o<y<d
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et soit A un nombre positif tel que Az1l+L-(4+A+B+0+D) et
|8o(m, ¥)| < 26"+ pour (z,y)eA. Supposons que Pon ait |sp—y (2, ¥)| <
26°@H pour (@, y)ed. Tl s'ensuit, en tenant compte de (10), (11) et (12),

loa(@, )| < L-(1+ A+ B+ [ lsn-slu, )| dudo+ 0+
Axy

v x
+ [ lswaal@, v)| @0+ D+ [ lna(,9)|d)
o(®) )

xy
<L (1+ A+B+0+D+ [ 264 dudv+
00

+ f" A6+ @I+ f A qu)
0 0

< L-(1+ A+ B+0+ D36 ) < a6 EH

pour (u,y)ed, d’ott il xésulte par induction que 18a (2, 9)] < At €Y pour
(w,y)ed et m =0,1,2,..., done les fonetions sont bornées dans leur
ensemble. Posons :

M = A,
B={(®,19,20,0; @ y)ed, | <A+B+abM,|p| < C+DM,
Iq! <D+“M};
w,(0) = min(w(é)) 2nghx|f(w,y, 2, P, g)\) pour 80, +00)

et soit w,(d) une fonction continue et non décroissante pour 8¢{0, +o0)
telle que w,y(0) = 0 et

@, y,2, D, 0)—1%,9,%, D, < wg(lm—ﬁl-}—ly——yl—!—lz—il—k

+lp—Bl+1g—ql)
pour (z,%,2, 0,4, (%, 7,2, P, 9B,
@) —g@I, lo@—o@|, |o'@—0d@< wy(jo—%l)

pour =,%e<0,ay,
@) —h@l, |le@—t@, 17— @ < eally—70)
pour y,GeL0,b>,
130(@, ¥) — (7, B)| < o5(lo—F|+y—F) pour (2,9), @, Ped.
Posons
wy(8) = w2(6+(a-}-b—l—1)Mé+2@z(6)) pour  6e{0, +o0)
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et définissons, pour te{0, +oo) et d¢{0, +o00), la fonction (¢, J) comme

la solution de I’équation (%)
:

e(t, 0) == wy(d +w1(fe (%, 6) dv:)
]

Comme la fonetion w,(d) est bornée dans Pintervalle <0, +oo) et la con-
dition (3) est vérifide, la fonction &(t, 8) est ainsi bien définie, continue
et £(1,0) =0 pour 1«0, +oo). Evidemment |[s,(w,y)—s,(, )| <
Soy(lz—7)) < ou(|o—Z|) <ely, lw—Z) pour (z,y), (F,y)ed. Suppo
sons que I'on ait [, (2,.9) ~ 8,1 (F,¥)| < ey, lo—F() pour (z, ¥), (&, y)e .
Il g’ensuit, d’apres (10),

18a(21 ) —8a(%, 9)| < we (l0—F |+ |0(2) = 0@)|+] [ [ ues(u, 0) dudo—

azy

— [fsn—l(u’ v)dudv‘—k |o (@) — a’(E)H-‘ fmsn_l(u’ y)du‘)_f-
Azy =

14

+w1( f Jon—1 (@, ©) — 84, (E, 'v)|dv)
0iz)
u

< os(lo—al)+ou ([ e(o, l0—Z) o) = e(y, lo—z)

0

pour (w,y), (T,y)ed, d’olt il vient par induction

1 (2 ) —$n (%, ¥)| < &(y, lo—Z]) pour (w,y), (7, y)ed
et =n=0,1,2,
On a de méme
[$n(@) Y)—sul®, 7)| < e(w, ly—7l) pour (@, 9), (®,§)ed
‘ et »n=0,1,2,...,
done les fonctions s,(#,y), n=0,1,2,... sont équicontinues dans

P’ensemble 4.

LumME 3. Pour toute fonction s,(w,vy) comtinue dans Vensemble A
on a Végalité

Lim (max [s,(@, §)— 8, (a, yl) =0,

o0 (Z,V)ed

0w les fonctions s,(@,9), n=1,2,3,..., sont définies par la formule réour-
rente (10).

(*) En introduisant cette équation j'utilise une idée due & Z. Szmydt [3].
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En effet, posons
(@, 9) = lsa(@, ) —saa(@, 9),  Rulo, ) = sup 2 (%5 )
pour = =1,2,3,...,

r("‘”i y) = lim Rn(.a7’ y)

N—>0

En vertu du lemme 2, les fonctions 7,(w, y), » =1,2,83,..., sont bornées
dans leur ensemble et équicontinues dans 'ensemble 4, il en est done
de méme des fonctions R,(#,¥), »=1,2,3,..., et la fonction r(x, y)
est continue dans I’ensemble A. De plus, la suite des fonctions R,(x, y)
converge vers la fonetion 7(z, y) uniformément dans 'ensemble A (ceci
résulte non seulement du théoréme de Dini sur la convergence des suites
monotones de fonctions continues, mais découle aussi directement du
fait que les fonctions R, (»,y) sont équicontinues). De (10) et (2) il vient

2

Tap1(®, ¥) < (ffrn u, v) dudv-+ f'rn x, v)dv+ f (U ,y)du)
azy h)
pour (z ,y)eA et »n=1,2,3,...,
d’ol
Pasren(@, ¥) < (ffR w, v)dudv+ fR.,,(m v)dv+ fR (u, y) du)
o(x) k)
pour (m,y)eA, n=1,2,3,... et %k=0,1,2,...
done i
Ry (@, (ffR w, v)dudv+ fR @, v)dv+ fR ,y)du)
(%) My)
pour (#,y)ed et n=1,2,3,...,

d’olt il résulte que la fonction r(w, y) satisfait & Pinégali*é (9) et que 1’on
a, en vertu du lemme 1, r(xz,y) = 0 pour (z,y)ed. Par conséquent, la
suite des fonctions R, (»,y) converge uniformément vers zéro dans 1’en-
semble A4 et le lemme est ainsi démontré.

Pour achever la démonstration de notre théoréme, supposons que
la fonction (@, y), continue dans l’ensemble A4 avec ses dérivées dz/dw,
0z/0y et 0%[0wdy, y vérifie I'équation (1) et les conditions (4). Alors,
en vertu de (7), la fonction continue s(w,y) = 0%(w, y)/0x0y satisfait
dans I’ensemble 4 & équation

(13)  s(2,9) = f(2, 9, 0(0)+ o)+ [ [ 8(u, v)dud,
Axy

o' (@) + fys(w,'v)d'v,r +f

U,y du)
9(=) r(v)
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Inversement, supposons que la fonetion continue s(w,y) vérifie I'équa-

tion (13) dans Vensemble 4. Alors, la fonction z(z,y) = o(@)+ v(y)--

+ [[ s{u, v)dudv, ainsi que ses dérivées dz/dwm, 0z/0y et 0%/0wdy sont
dxy

continues dans P'ensemble A4, elle y satisfait & I’équation (1) et remplit
les conditions (4).

Supposons que les fonctions continues s(z,y) et §(z,y) vérifient
Téquation (13) dans I’ensemble 4. Alors, d’aprés (2), la fonction 7(w, y)
= |s(z, y)~—5 (2, ¥)| satisfait & Pinégalité (9), done, en vertu du lemme 1,
on a s(w,y) = §(w,y) pour (z,y)ed. Par conséquent il existe au plus
une fonetion continue dans I'ensemble 4 qui y satisfait & 'équation, (13).

Considérons une fonction arbitraire s,(z, y), continue dans 1’ensemble
4, et une sous-suite queleconque s, (%,¥), m =1,2,3,..., de la suite
s,(®,9), n =0,1,2,..., définie par la formule récurrente (10). En vertu
du lemme 2 et du théoréme d’Arzela, on peut extraire de la sunite s, (x, y)
une sous-suite s,,m]c(w,y), k=1,2,3,..., convergente uniformément
dans I'ensemble A vers une fonction continue s(w, ). D’aprés le lemme 3,
la suite 3n1nk+1(”7y) converge uniformément dans l’ensemble A vers la
méme fonction s(x, y), done, d’aprés (10), cette fonetion vérifie 1’équation
(13). Il existe donc exactement une fonction s(», y) continue dans l'en-
semble A qui y vérifie Péquation (13) et, pour toute fonction sy(z,y)
continue dans I’ensemble 4 on peut extraire de chaque sous-suite St (03 Y)
de la suite s,(,y) une sous-suite s,,,mk(m, ¥) qui eonverge uniformément
dans I'ensemble 4 vers cette fonetion s(=, y). Ceci prouve que pour toute
fonction s,(z,y) continue dans l'ensemble 4 la suite s,(x,vy) converge
uniformément dans 'ensemble A vers la fonetion s(z,y) et, avee (10),
(8) et (6), achéve la démonstration du théordme.
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