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Sur un probléme généralisé de Vécoua

par J. WOLSKA-BOCHENEK (Warszawa)

Dang le travail [1] (voir aussi [5], p. 203) I. N. Vécoua a posé et
résolu le probléme qui consiste & déterminer une fonction holomorphe
& Dintérieur d’un domaine S+, limité par la ligne fermée L, qui satisfait
& la condition limite suivante:

m

re ' {a;(10) 80 (1) + [y (ty, 1) @D (t)ds} = 1(t)
L

7=0

e

en tout point ¢, de la ligne L. Les fonctions donnédes a,(t), ..., a, (i) sont
complexes, définies pour teL et satisfont & la condition de Holder; 7(t)
est une fonction réelle donnée, satisfaisant % la condition de Holder et
les fonctions données hy(fy, t) sont complexes, définies pour teL, t,eL,
par la formule

1O (to, 1)

Bylte, ) =222 (0 <a<1)

2
@ [f—2%[*

ot k" (t,, ) satisfont & la condition de Holder. @9 (t,) désigne la valeur
limite [@9(1,)]* de la j-iéme dérivée de la fonetion D(z); Iexistence des
valeurs limites précédentes est done supposée.

En particulier, pour m = 0 on obtient le probléme de Hilbert-Rie-
mann. Le probléme aux limites de Poincaré est aussi un cas particulier
du probléme - (1).

La méthode que I.N. Vécoua a utilisée pour traiter le probléme
précédent est basée sur sa représentation intégrale des fonctions holo-
morphes et conduit & la résolution d’une équation intégrale singulidre.

Dans le cas m > 1 la fonction inconnue @®(z) est cherchée sous la
forme

(3) B(2) = [(1—2/t)"log(1—2/t) u(t)ds+ [ u(t)ds+iC,
L

L

ol u(t) est la fonction réelle inconnue, satisfaisant & la condition de Hol-
der, ¢ est une constante réelle inconnue. Pour la fonction log(l-—z/t)

Annales Polonici Mathematiei VII, 14


GUEST


210 J. Wolgka-Bochenek

on prend la branche qui est égale & zéro pour z = 0 et ¢ donné. Il en
régulte que le probléme (1) est ramené & l'équation intégrale suivante:

(1) Ato) p(to)+ [N (1o, ) (1) ds = J(ta) — 0(t),
L
ol I’on a posé
A(tg) = re{(—1)"(m— 1) ity iyt (to)} 5

8(t0) = Tefiao (o) 44 [ To(ts, 1) ds},
L

N(io, 1) = ' refay(to) Nyto, 1)+ [ By, ) Wyt 1, ;) +
j=0 L
(5) Fre{(—1)™{(m~— 1) wihy, (t, 1) ™},

(m—1)(m—2)....(m—j) ( i )'"-HX

0
Nilto, 1) = (1Y 7 1——

X {log (1—%’1) +

(=1)"(m=—1)
" t—t)

1 1
+...+——.},
m—

1 m—j
Nm(toy 1) =

L’équation (4) posséde donc un noyau du type de Cauchy de la forme
K (b, 1)

_to

(6) N (f, ) = ’
ou la tonetion K (2,, ) satisfait & 1a condition de Hoélder. Dans le cas m = 0
la fonction @(2) est cherchée sous la forme

_ ( s@)ds

) °0 = [T

+1iC

et la condition limite (1) prend la forme k

(8) re {ay(ta) B(to) + [ ho(ta, ) B(t)ds = f(s,)
L

qui conduit & I’équation intégrale (4), ol on a posé m = 0 dans les expres-
sions (5). :

La discussion de I. N. Vécoua, concernant tous les cas de lexistence
de la solution de I’équation intégrale (4), est trés compléte. En particu-
lier I. N. Vécoua a démontré que le probléme (1) peut étre résolu pour
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toute fonction f(t) dans le cas ol le nombre %' des solutions linéairement
indépendantes de I’équation homogéne associée & I’équation (4) est égal
& 0oul (k¥ =0,k =1); en outre, pour ¥’ = 0 le probléme (1) peut
étre résolu pour toute fonction (1) et toute constante C.

Dans ce travail nous nous proposons de trouver une fonction D(2),
holomorphe & Dintérieur du domaine 8+, limité par la ligne fermée L,
qui satisfasse & la condition limite suivante:

0 1o Ya )80+ [Ry(t 7)09(7)do)
Jo=0 L

=+ F[t, (1), D'(%), ..., D™(1)]

en tout point de la ligne L, do désignant 1’élément de longueur de 1a ligne
L au point 7, &9 (f) la valeur limite [@D(1)]* de la j-idme dérivée de
la fonetion &(z).

On. admet les hypothéses suivantes:

I. La ligne fermée L posséde en tout point #(s)eL une tangente con-
tinue et l'angle que font les tangentes aux points ¢ et t, de la ligne L
satisfait & la condition de Holder

B} < EE—t” (0 <y <1).

II. Les fonctions donmées complexes a,(1), ..

.y Gy (t) sont définies
pour teL et satisfont & la condition de Holder: .

lay () —as(0)] < Talt—t" (0 <B<y;i=0,1,..., m).

ITT. Les fonctions données complexes A;(¢, 7) sont définies pour
teL, veL par la formule .
_ (e, )

h;i(t’ 7) = [f—°

(0<a<),

ot les fonetions A{"(¢, 7) satisfont % la condition de Holder:
1ty ) — 10 (b, ©)] < Falt—1)%.

IV. La fonction donnée f(t), définie pour teL, est réelle et satisfait
4 la condition de Holder: '

[1(@®) =1 (@) < Fylt—1,)°.

V. La fonection donnée réelle F[t, uy, Uy, ..., U] est définie d?.ns
le domaine
tel,

|u1|<R (j:O,l,...,m)
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(on R est une constante positive réelle) et satisfait & la condition suivante:

| BTty gy Ugy oney um]_F[t,7 ut;’ ui: ceey “;n:”
m—1
< kp[lt— 0+ Y Iy — P [t — ]
j=0

Draprés les recherches de I. N. Vécoua [1], toute fonction @ (z)
holomorphe dans le domaine S8*, dont les dérivées jusqu’h l’ordre m
admettent des valeurs limites en tout point teL (les valeurs limites ™ ()
vérifiant, de plus, une condition de Holder), peut étre représentde d’une
fagon unique par la formule (3).

Nous allons donc chercher 1a fonetion inconnue @(z) sous la forme
(8) et, en répétant le calcul de Vécoua, nous ramenons le probléme pro-
posé (9) & la résolution de ’équation intégrale singuliére suivante avec
la fonction inconnue u(t):

(10)  AMWa®)+ [N, 7)u(r)do = f(8)+ F [, g, U, ..., U] — CB(1),

z
ol les fonctions A(#), 6(1f, N(t, v), sont définies par les formules (5)
et les fonctions u; désignent les valeurs limites de la fonction @ (2) et leurs

dérivées, définies par les formules

() = B(2) = f(l—%)m—llog(l—%),u(t)da—i— fy(r)dcr—ﬁ—i(}',
L L

w(t) = BN (1) = (~1)7'(m—1)(m—2)...(m——7')f(1—%)7”_7—1;1; x
L
: 1 1
a1y x {log(l——;)-l— e ?,},u(r)do‘ Gi=1,2,...

—1 m—

s Mm—2),
m—1 1 1
Y (1) = (—1) (m—l)(m—z)...z-lf?n—_T{log(l—;)+
L

1
+m-——:i-+.+l}y(1)d(7,

Uy (1) = D™ (1) = (—1)'"(m—1)!nitl"mi’,u(t)—i—(—1)"‘(m——1)!f(r_'li(.ﬂg_
L

1) 7™t

La fonction () s'exprime par une intégrale 4 singularité forte. I’équa-
tion (10) est réelle et son premier membre contient un noyau du type
de Cauchy de la forme
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K(t, ~
(12) N, ©) = _(_’t_)
T—

ol la fonction K (2, 7) satisfait & la condition de Holder, d’aprés les hypo-
théses. En outre dans I’équation (10) figure une singularité forte dans
le membre non linéaire par l'intermédiaire du terme u,,.

En sépgrant la partie singuliére caractéristique du premier membre
de l'équation (10), nous écrirons cette équation sous la forme équaiva-
lente:

(13) t>+ f plz

1 .
= 10+ Pty g, -~~,um]—06(t)—ﬁflf(t, D u(v)d,
L

ol, d’aprés les formules (5), nous avons posé:

(14) B(1) = $(—1)™(m— 1) 2 [~ o (£) + B 0 ()],
15 R, = K, )7 ~E(@, 07 _ ki, 2 0<a<h
T—1 [T—1]

i’ désignant la dérivée de la fonection #(s) par rapport & Pare s (' = 1/t').
Etudions d’abord P’équation suivante:

t) ,u('l:)d'c
T—

(16) AQpu)+—= = Q@),

o 2(f) est une fonction donnée sur I vérifiant la condition de Holder.
En g’appuyant sur la solution du probleme de Hilbert, I.N. Vécoua
a donné dans le travail [2] la solution générale de I’équation (16). Dans
le cas » > 0 cetite solution est de la forme

« B*()Z (1) Q(z)dr .
(A7) w(t) = 4*0)20)— | Zm0mg T OZOPW,
oll nous avons posé

* A(t) *p _ B(i)

() B(t) = PEOEIOR

T AWM —B()’

y Az(t)—BZ(t)r (2T
vow ’

(18)
Z(t) =
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olt » désigne I’indice de 1’équation (16):
1 [1 A— B]
T ol ®A+B

4-B (k=0,1
A+ B, T

(19)

£ 1
10 = [Jt—aps, &= [10g

< P)
I 2me ’

et x = A+ A+ ...+, P, (?) est un polyndme arbitraire de degré n < »—1,
ou P =0 gi 2 = 0. Nous n’allons étudier que le cas ol 1’équation homo-
géne adjointe & P’équation (10), c’est-a-dire

AW+ [N(z, )9()do =0,
L

ne posséde pas des solutions non nulles (¥’ = 0) et Péquation

AQpt)+ [N(t, Du(e)do = /(1)
L

peut étre résolue pour toute fonction f. Il en résulte que le nombre % des
solutions linéairement indépendantes de 1'équation homogéne obtenue
de ’équation (10) est égale & x, done on doit avoir = > 0.

En gubstituant (sous I’hypothése %’ = 0), le premier membre de
Péquation (14) au lieu de la fonction 2(f), nous obtenons une équation
intégrale singuliére, équivalente & 1’équation (14), de la forme

[[ﬁ(fy TI);L‘(Tl)dTI]

Z(
(20) u t)+—fKt Du(x)dr+ 2 t) t)f sy
B*O)Z(t) F . .
= ANOFL oy o ] — 2P “’Z”(";)’(‘T”t)“]dﬂrf ,

L

ol les fonetions wy, %, 4y, ..., %, Sont donndes par les formules (11) et
la fonetion f*(2) est donnde par la formule

(B1) 1) = 4° 70— 40 0s) — T 220 / T~
B*(1)Z(1) 05(1) .
~ S Zey TR OR0R0,

C étant une constante arbitraire.
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D’aprés les hypothdses et les formules (15), nous constatons que
tous les termes de la fonetion K (¢, 7) satisfont & la condition de Hol-
der (voir la formule (15)). Ktudions d’abord l'intégrale

fﬁ(fy ) p(T)dTy

22 Jit)y= [ &
(22) ® i P IE—a
ol l'on peut écrire
o k(z, 7y)
K(Ti T1)= 1—a
|7y — 17}

oL 0<a<f, et 1a fonction %(7, ,) satisfait & la condition de Holder avec
Pexposant f—a. Il en résulte

E(z, 7y)
I e elmin
l7y— 7| k(z, 7y)dt
70 = [E— 4= f[ Z(%) (v—t)ir— 1““]”(“)%‘

L

(7, T1)d7

-:i,f[f (r—tt—1)Z

ot la fonetion &* s’exprime par la formule

® Jutzaaz,

E(7, 71)(7—74)

. k* — —
]T“Tﬂl °

f—a).

et satisfait & la condition de H¢lder avee lexposant §; = min(a,
Nous constatons donc que l'intégrale J(¢) a la forme

J(@) = [Nt v)p(n)dr,.
L
On démontre dans la théorie des équations singiliéres que la fonction

E* (7, 7,)dv

) M e = [ o mam

admet une faible singularité; notamment elle s’exprime par la formule

N*(t, 7)

(24) N, Tl)zlt——w {0 <87 < By

ol la fonetion N*(t, 7,) vérifie 1a condition de Holder avec lexposant

B—F".
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En admettant que la fonction 4 est bornée et intégrable, nous con-
cluons que la fonction J(¢) satisfait 4 la condition de Hélder avec I'expo-
sant }4*. Done, si 'on suppose f* < f; = min(a, f—a), il sera avan-
tageux de choisir * < $B. L’équation intégrale (20) aura donc la forme

(25) dr—l— (t, Vyulz)d
S 7
B*(1)Z(8)  Flv, Ugy Uy, ..., U "
= APy e ] — ”f et g,
L

ot les fonctions o, uy, ..., U, dépendent de la fonction inconnue u d’aprés
les formules (11). Rappelons encore que la fonction wu,, s’exprime par
une intégrale du type de Cauchy, done lintégrale & droite de 1'équation
(25) posséde une singularité remarquable.

Nous allons résoudre 1'équation (25) par I'application du-théordme
topologique de J. Schaunder [4], relatif au point invariant d*une transfor-
mation fonctionnelle.

Considérons un espace fonctionnel A composé de toutes les
fonctions complexes u(f) détermindes et continues en tout point tel.
On définit la distance 8(U, V) de deux points U [u(f)], V[x.(t)] de Tespace
4 bpar la borne supérieure

8(T, V) = sup () — p (2)]
et en prenant pour la norme des points U la distance (U, 0)
el = 6(U, 0) = sup|ul.

L’espace 4 est done complet et normé. En outre espace A sera linéaire,
si rious définissons le produit du point U par un nombre réel I et la somme
de deux points U, V par les égalités

W= (g), U+V = (ut+p).

Considérons maintenant, dans I’espace 4, ’ensemble F de tous les points
U(u) satisfaisant aux conditions

(26) Wl <oy u)—n) <

ol les constantes positives arbitraires o et » doivent satisfaire aux iné-
galités

(27) pe < E,

#lt—,

p'o+p" % < R,
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les constantes positives p, p’, p” étant définies par les égalités

28) p= max{f[l(l—‘—i)m—llog (1~§)1 -}—l]dc—HOl,

L

[ 15t Dldo (i =12, ..., m~1)},
L

(29) 9" = supllom—1) L= ="¢1]+ sup [ om — 1) ]f—r(—;—t)—ﬂ

o) = amplm - [ ]
=sup|(m—1) | ————].
Y4 tgg? 7 I_rlm-l h,_t‘l—t
La Qonsta,hte positive { doit satistaire & linégalité
(31) <18,

ol f# est 'exposant de Holder figurant dans les hypothéses II-V. L’en-
semble F est fermé, puisque la suite convergente des points de cet ensemble
tend vers un point limite, qui vérifie aussi les conditions (26). L’enserable
E est en outre convexe. En effet, si U et V sont deux points arbitraires
de Vensemble Z, alors tous les pomts du segment rectiligne joignant
ces points

U+1—0)V (0<0<1)

satisfont aux conditions (26) et appartiennent & Pensemble H. Appli-
quons maintenant & tous les points U[u(#)] de Pensemble F la transfor-
mation fonctionnelle détinie par la relation

) . 1 .
(32)  a()+ ELfM(t, D i(v)dv

B* F y Ury ooy U@ *
= AT OP, 0y 1, ey ] — 0 ”f [z, s L
oll nous avons posé
(3) M(t, ) = A OEG, 9+ 2P g, o,

Ugy Uyy ---5 Uy 6tant données par les formules (11). L’équation (32) est
done une équation de Fredholm 4 singularité faible, aveec la fonction
inconnue u.
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Dang le cas discuté ici cette équation intégrale admet une solution
unique de la forme

Al = ')+ [M(, 1) Q% (n)dr,
L

ot M(s, 7) désigne le noyau & singularité faible, dépendant du noyau
M(t, v) et 0* désigne le membre droit de Péquation (32). Remarquons
d’abord qae la fonction F'[¢, wg, %y, ..., Un] sotisfait & la condition de
Holder avec [exposant ¢. En effet:

(85)  IF[t, to(t), us(0), ..y U ()] —F [T, %0(7), s (7), +evy U (7)]|
m—1

< Tep[lt— 7l + D 1y (1) =250 P+ g (1) 20 ()]
i=0

D’aprés les expressions (11), les fonctions u(f) pour j=10,1,2,...,
.., m—2 g’expriment par des intégrales réguliéres et satisfont & la con-
dition de Lipschitz suivante:

(36) D' (1) —uy(7)| < (m—2)paelt-—-1l,
=0

ot 1a constante positive p, est définie par 1'égalité

(37) py=sup [(Ny(t, 7)ldo  (j =1,2,..., m—1).

teL 7,
La fonction u,_,(f) posséde une singularité logarithmique (voir les for-
mules (11)), done la différence wy,._,(¥)— %, (v) Sexprime par P’intégrale

1
(58) s = thna(9) = (1! [y w(zdz,.

log o
i 1
D’aprés un théoréme bien connu dans la théorie du potentiel logarithmi-
que. nous avons l’inégalité suivante:

(39) [y (1) — U1 (7)] < Paelt—7”  (0< 0 < 1),

oll la constante positive p, ne dépend que de la courbe L et du nombre
9 choisi.

La tonction wu,(f) posséde une singularité forte (voir les formules
(11)) et, d’aprés les propriétés bien connues de lintégrale du type de
Cauchy, elle satisfait &4 la condition de Holder avee lexposant ¢, si la
fonetion x4 satisfait & cette condition. Donc nous aurons

(40) [Um (1) = Um (7)] < [Ps@+Pax]lt— I,
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oli les constantes positives p, et p, ne dépendent que de la courbe L.
En substituant les inégalités (36), (39), (40) dans l'inégalité ( (35) nous
obtenons .
(41)  1FTE, wo(t), s (8), ey thm ()] = F L7, wg(7) , %y (7), -5 thn(2)]
< kp{[1+ (m—2)p1 0+ pa ]It~ 71"+ [ps o+ pu] [t— 7If)
<Ip(l+p*otpin)li—1f
d’aprés la relation (31).
Etudions maintenant D'intégrale
Fv, gy Uy -ony Um]
Z(z)(v—1)
qui est une intégrale du type de Cauchy, ot la fonetion F[z,uq,..., U]
satisfait & .la condition de Holder avec l'exposant ¢ et la fonetion Z (<)

safisfait & la condition de Holder avec Pexposant . Kerivons l'intégrale
(42) sous la forme

ar

(42) I =
/

_F[tyuo(t)y"'yum(t)] dr
CONN (O 70 Lf e
Flzy (1) oy U ()] = F[8, g(2), ..oy U ()] |
* f Z(7)(—1) drt

Pty wlt), ..., e OIZ (D)~ F ()]
v (9201~ ‘

11 en résulte que la borne supérieure de lintégrale (42) dépend de la
borne supérieure de la fonetion F', 1a borne inférieure de la fonetion Z,
des coefticients de Holder des fonctions F et Z et de la borne supérieure

de l'intégrale
dr dv
Lf [~ Lf e

Nous en tirons la limitation suivante de 'intégrale (42)

(4:4) 1J ‘F[T uo:“l,---v m] d'ﬂ

~ - *
70 (=) <rsMF+pskF(1+p e+ D),

olt Mp=sup|F| et les constantes positives ps et pg dépendent de la fone-
tion Z et des bornes supérieures des intégrales citées.
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En outre nous constatons que 'intégrale (42) satisfait & la condi-
tion de Holder avece lexposant ¢ (ce qui résulte des propriétés connues
de lintégrale du type de Cauchy)

(45) ()~ (7)< [ps M+ pelim(1+p* 0+ par)]lt—1IF,

ou les constantes positives p; et p, dépendent, comme dans le cas pré-
cédent, de la fonction Z et des bornmes supérieures des intégrales singu-
lidres. La fonction donnée f*(z) posséde, en vertu des hypothéses, une
borne supérieure My, et elle satisfait & la condition de Holder avec I'expo-
sant B et le coefficient ;.. Cherchons maintenant la condition pour que
le point transformé u(tf) appartienne & Pensemble H. D’aprés les considé-
rations précédentes, nous aurons

(46) 1| < Kop{ My Mp-tn™ MpMy [ Matpokr (14" 0+ pa) )+ M)
ot
Ky = sup[1+ [ |M (s, 7)de]]
L

(46")
M4 =sup|A*,

My = sup|B¥, Mz =supl|Z|,

(@47 a@)— a2 < (L= posup gl -+ koM p+ M kp(1+p" 0+ Do)+
+ T Mp My [0 Mp~+ pokp(14p 0+ py %) ]+
+lpz [Py Mp-+Dekp(L+D" 0+ Dy %)+ hp} 1 —7),

ol ky, kyzy désignent les coefficients de Holder des fonctions 4 et BZ (voir
les formules (18)) et la constante p, désigne le coefficient de Holder de
Pintégrale g M(t, ©)u(r)dr dans 'équation (32). L’inégalité (47) est vraie

puisque ¢ < 18. Pour que le point transformé ; appartienne & 1’ensemble
E il suffit done que les inégalités suivantes soient satisfaites:

KM 4 Mp+ " Mg Mz Mups+MpMzpehp(l+p o+ pix)+ My} <o,
(48)  14+n" protkaMp+Makp(L+p o =pyn)+n MpMy[p, Mp+
+06kp(1+p* 0+ ps#) ]+ kpz [ Mp+Dskr(L+ p* o+ pyn) 1+ Tpe < .

En remarquant que le choix des constantes » et p est arbitraire, nous
voyons que les inégalités (48) seront satisfaites, si la borne supérieure
Mp de la fonetion |F| et son coefficient de Holder %y sont suffisamment
petits.

Nous devons maintenant montrer que la transformation (32) est
continue dans l'espace /A, c’est-a-dire que si la suite des points U, (u,)
de P’ensemble E converge vers le point U(u) de cet ensemble, alors la
suite des points transformés V,(u,) converge vers le point transformé
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V(i) du point limite U(u). Cette propriété est évidente pour les inté-
grales & singularité faible. La preuve que cette propriété subsiste dans
le cas des intégrales & singularité forte a 6t& donnée par W. Pogorzelski
dans le travail [4]. Il en résulte que la transformation fonetionnelle
définie par la relation (32) est continue.

1l reste & montrer que l'ensemble # transformé de Pensemble B
est compact. D’aprés les inégalités (46) et (47), les fonetions f(f) forment
une famille de fonctions uniformément bornées et équicontinues. Done,
d’aprés le théoréme d’Arzeld, ensemble B est compact.

Il en résulte donc, d’aprés le théoréme de J. Schauder, qu’il existe
dans l’ensemble B un point x* invariant relativement & la transforma-
tion fonctionnelle (32). La fonetion u* est une solution de I’équation
(25), done aussi de 1’éguation (10). En substituant la fonction obtenue
#*(7) dans la formule [3], on obtient la fonction

D) = [(L—2/t)"log(1—z/t)u*(W)ds+ [ u*(t)ds+iC
L L

qui est une solution du probléme proposé; en effet, elle est holomorphe

.& Pintérieur du domaine D et ses dérivées jusqu’s Uordre m ont des valeurs

limites qui vérifient en tout point teL la relation non linéaire (9).
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