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Sur Punicité des solutions des second et troisiéme
problémes de Fourier relatifs a PPéquation linéaire
normale du type parabolique

par M. KRzVZARSKI (Krakéw)

1. Nous allons établir dans Ie présent travail certains théorémes
d’unicité des solutions des problémes de Fourier, second et troisiéme,
pour Péquation parabolique

m m
1) Flul= 3 ay(X, 0)ule + 30X, )l +o(X, yu—) — (X, 1),
1,j=1 F=1

X désignant le point variable de coordonndes @1y &y, ..., T, de espace
€ & m dimensions. Nous supposons que les coefficients de 1'équation
(1) et 1a fonetion f(X, #) sont déterminds 3 I’intérieur d’un domaine fermé
cylindrigue @ de I’espace-temps ¢, +1 des variables «,, m,, ..., @, ¢, défini
de la maniére suivante: XeD, 0 <t < T , ¢’est-a-dire du produit topo-
logique de la fermeture D d’un domaine D de l'espace ¢, et de l'inter-
valle <0, T) de I'axe ¢. L'intérieur diz domaine C sera désigné par CO,
La frontiére F(D) de ce domaine est par hypothése une surface dont
I’équation s’écrit sous la forme

(2) G(z’nmz;-“)a’m) =0,

G(X) étant une fonction de classe 0% dans le domaine D, dont les dérivées
secondes sont bornées dans ce domaine, et de classe ¢* dans la fermeture
D du domaine D; on suppose en outre que Pon a

(3) grad®@(X) E—i"_zl'(c;;,)z =T >0,

I' étant un nombre constant. Nous désignerons par ¢ la surface laté-
rale de G, c’est-a-dire le produit topologique de F(D) et de Pintervalle
<0, T>. Nous supposons que la forme

4) D ay(X, ik

=1
est définie positive et que le coefficient ¢(X, t) est borné supérieurement
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dans Dintérieur € de €; les coefficients a;(X, 1) et b(X,?) sont suppo-
sés bornés dams CO. .

Nous faisons correspondre  chaque point (X, 1) de o une demi-droite

1 pénétrant & lintérieur de €, paralléle au plan ¢ = 0.

Considérons le probléme suivant. On cherche une fonetion w(X,t)
réguliere dans € ('), admettant une dérivée du/dl aux points de o et
satisfaisant & I’équation (1) 4 l'intérieur de cet ensemble, & la condition
initiale

u(X,0) = p(X) pour XeD

et & la condition aux limites
a
Liu] = 7;—;— +h{(X,tyu = g(X,?) pour (X, t)eo,

g(X,t) étant une fonetion déterminée sur ¢ et A(X,t) une fonetion
déterminée et bornée sur o. Ce probléme sera appelé dans la suite pro-
bléme (F).

2. Nous passons & Iétude des cas particuliers de ce probléme, relatifs
aux différentes formes du domaine cylindrique C. Nous commengons
par le cas ol le domaine D est borné. Nous supposons qu’il existe un
nombre constant positif y, tel que Ion a pour (X,t)eo l’inégalité

(5) cos(l,n) =y, > 0.

Nous allons démontrer que le probléme (F) admet alors une solution
au plus (2). Considérons le probléme homogeéne (FH), correspondant au
probléme (F), ¢’est-d-dire-le probléme qui consiste & chercher une solu-
tion de ’équation homogéne

(6) Flu] =0,

réguliére dans le domaine @, s’annulant pour ¢ = 0, X D et satisfaisant
3 la condition aux limites homogéne

(1) L[u]z%——t—h(X,t)u:O pour (X,?)eo,

1a dérivée qui figure dans la condition (7) existant, bien entendu, pour
(X, t)eo.

Pour démontrer l'unicité de la solution du probléme (F), il suffit
de démontrer que la seule solution du probléeme (FH) est u(X,1)=0.
A cet effet, nous posons, en suivant la méthode de M. Picone (voir [4])

w(X, 1) = 0(X, 1) 40E+E,
(') C’est-a-dire continue dans € et de classe 07 dans e,

(*) Un théoréme analogue résultera des évaluations effectuées par R. Vyborny
(voir [7]), si 'on fait certaines hypothéses sur la frontidre du domaine D.
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v(X, t) étant la nouvelle fonction inconnue, 4 e-t B deux nombres con

stants qui seront détermin B .
en Iéquation és dans la suite. L’équation (6) se transforme

m m
(8 . 7 I ’ —
) igaﬁ(X, t)v,,.z,+g;b,-(x, 10,4+ 5(X, Hv—o} — 0,
avec

(9) (X, = 42 Za,.,(x, )6y G — A(F[G]—o(X, ) @)+ o(X, 1)— B,

ij=1
tandis que la condition (7) prend la forme
10 v

( ) d“l“{‘h(xyt)'”:oy
avec

B(X,1) = —4 '@ cos(l, o)+ (X, 1).
=1

Nous choisissons le signe de la f i i
30 surte gue Pon g onction G(X) dans Péquation (2)

11 - S (@
(11) Ooy = cos(n, 29[ 37 (@F]'" = os(n, ;) lrad.

Posons h, =(§%€ah(X »1). En tenant compte de (3) et
Pinégalité suivante

h(X,%) = —Acos(l, n)-|grad @]+ h(X, 1) < — ATy,+h,.
Nous choisissons le nombre 4 de sorte que l'on ait — AT +he <O
on e'x .alors h(X, 1) < 0 dans (10). II résulte de la formule 9) qgg 1’01?1 e 1;
choisir le nombre B de sorte que I’on ait ¢(X, %) < 0. Comme la foncli):i:)ln
43(X, %) s’'annule pour =0, il résulte des inégalités F(X,1) <0 ot
c(X,1) < .0 et du théoréme de M. Picone (voir [5], [3]) que ’'on a ;:(X t) —:0
et par suite u(X,?) =0 dans le domaine C. T

3_. Nous passons au cas ot le domaine D constitue I’exbérieur d’un
domaine borné et fermé. Nous supposons que la fonction G(X) satisfait
aux hypothéses du n° 1 et que Dlinégalité (5) subsiste pour (X,t)ec
On peut supposer, en outre, qu'en dehors d’une sphére K, da.m; l’es:
fa,ce .6,,; , de rayon R, de centre 4 U'origine des coordonnées, gonteﬁa.nt la
rontiére F (D) md.u domaine D & l'intérieur, la fonction G(X) est iden-

tique & r = (121'90,2)1/“, ¢'est-a-dire que Lon a

(5) on obtient

(12) X)) =r= (Zm‘m;)”” pour r> R,

F=l


GUEST


204 M. Krzyzanski

Soit B, la classe des fonctions continues dans le domaine @ et satis-
faisant & 1’inégalité de la forme

(X, 8 < Me™ powr (X,1) <€,

M et K étant des nombres constants non négatifs, qui dépendent en
général de la fonction u (X, ¢) elle-méme (voir [1]). Nous allons démontrer
le théoréme suivant: ‘

Dans la classe H,le probléme (F) posé dans le cas du domaine D défini
au n°3 admet une solution au plus (3).

11 suffit de démontrer que la seule solution du probléme homogéne
(FH), appartenant & la classe B, est w(X,?) = 0. A cet effet nous allons
choisir une fonction H(X, ?; k) des variables u;, #,, ..., #,, t et du para-
matre k, positive dans le domaine @ pour % > 0 et telle que 'on ait

(13) F[H]<0 dans @O,

(14) L{H]<0 sur o,

(15) limeE?[H(X,t; k) =0 pour %> K.
r=—>00

La fonction H (X, #; k) étant déterminée, la démonstration du théoréme
est analoque & celle du théoréme I de mon travail [1]. Nous définissons
la fonetion H(X,t; k) par la formule

k(G—p)*

T=a(h)t ‘H’(k)t]i

H(X,t; k) =exp[

nous allons choisir le nombre p et les fonctions u(k) et »(%k) du paramétre
k de sorte que la fonetion H(X,t; k) satisfasse aux conditions (13) et
(14). On a

1 k(G—p)* S - 2%\ 'y
—_F = P G QL — —_ QLG
(16) & [H] iy [47«u§1 015G, Gy ,4]+ T UE 43 GG+

=],

9 mn m
+2—Z:cl(§~;—t£)~[i§“ﬁa;;%+gbf@é,] +e—.

(*) L. Slobodeckij dans la note [6] a fait observer que pour assurer l'unicité
des solutions des problémes I-III de Fourier on suppose que ces solutions appar-
tiennent & une classe qui est identique 4 la classe B, dans le cas particulier de I'équa-
tion du second ordre. Les théorémes correspondants ne sont pas énoneés, ni démon-
trés dans [6].
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Il résulte de (12) que les dérivées 6‘;1. (¢ =1,2,...,m) sont bornées
dans le domaine D. On peut done choisir Ia fonction u(k) continue et
bornée pour % > 0 de sorte que l'on ait

. m
an k) — 4k Za,.,a;ﬁ;i >a >0,
=1

a étant un nombre constant positif. D’autre part on peut choisir, d’aprés
(12) les nombres positifs B et ¢ de sorte que ’on ait dans € les inéga-
lités

m m
(18) | DauGis + Y b6s| <B, 0< ﬁ’a,;,-@;ﬂ;, <.
ig=1 7=1 ij=1

Etant donné un nombre positif 6 < 1, on & 1—u(k)t > & pour 0 <t <
< (1—9)/u(k). On a done, d’aprés (16), (17) et (18), I’indgalité

1 G——p')2 |G—p| 20k
ZF[H] < — ke 2 e—
HF[ 1< a (1—,u +2Bk 1= + 3 +eo—v,
c’est-a-dire
1 16— p] 3]2 kB 20k
-F < — il BT Wbt —
H LA k[al—yt a + o + 4 T o=y

pour 0 <t < (1—8)/u(k),

¢, désignant la borne supérieure de ¢(X,¢) dans €O,
Posons ensuite

EB* 20k
”(k)=?+T+Gn+1;
alors on a
1 |G—p| B:Iz
19 —F[H] < —k )
(19) T (H] [al_m . 1,

ot il en résulte aussitét l'inégalité (13).
D’autre part, en tenant compte de (11), on obtient

1 2%
ZL[H] = — —2 . |grad @ cos(l, n)+ h(X,1) pour
H 11—t

(X, t)eo.

En procédant de méme qu'an n°2 et en tenant compte de I'inégalité
1—ut<1, on déduit de (3) et (5) inégalité

1
2 DIH] < —2kpyoL'+ ho,
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ot on a posé hy = suph(X,t). On peut done choisir le nombre p de
g

sorte que 'on ait 1'inégalité (14).
11 est évident gque l’on a I'égalité (15) pour k > K.

4. Choisissons un nombre % > K et un nombre § > 0 et considérons
la partie CY du domaine C située dans la zome 0 <t < (1— 8)/2u(k).
En reprenant le procédé appliqué par M. Picone [4] nous formons une
suite {C,} de domaines sépards de C™ par les surfaces cylindrigues de
révolution r = R,, les nombres R,> R, (n=1,2,...) tendant vers
Pinfini pour n — co. Soit u(X, t) une solution du probléme (FH) relatit
A équation (6) et au domaine G, Posons

(X, 1) = w(X, )| H(X,t; k).

Il est évident que l'on & v(X,0) = 0 ef
w5 @
(20) ?ﬁ—l-h(X,t)fu =0 pour (X,t)ed?,

ot ¢ est la partie de la frontidre du domaine €W (et des domaines C,)
située sur o et

- 1
(21) R(X,1) = Z LUH).

A Pintérienr € du domaine C, la fonction v (X, t) satistait & une équation
analogue & (8), avec

1

(22) o(X,t) = —F[H].

R

11 résulte de (22), (13), (21), (14) que l'on a ¢(X, ) < 0 & Vintérieur de
@, et B(X,1) < 0 sur o. D’autre part, étant donné un nombre posi-
tif £, on peut choisir un nombre N de sorte que lon ait |v(X,1)| <e
sur la partie de la frontiére du domaine @, située sur la surface cylindrique
r =R, pour » > N. Daprés le théoréme de M. Picone (voir [5]) on
en déduit que l'on a [v(X,t)] < ¢ dans @,. Soit (X,,f,) un point arbi-
traire de CM; on peut choisir lo nombre N de sorte que le point (X, Z,)
appartienne aux domaines C, pour # > N. On a donc |v(X,, t)| < &;
or ¢ > 0 étant choisi d’'une maniére arbitraire, il en résulte que v(X,,
i) = 0, et par suite u(X,, %) = 0. Or (X,, t,) étant un point arbitraire
de €M, on a %(X,t) =0 dans C®. On procéde ensuite de méme dans
les parties du domaine C situées dans les zomes (j—1)(1—8)/2u(k) <
t < j(1—90)/2u(k) (j =2,3,...,8) et on démontre ainsi que u(X,?) =0
dans €.
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On peut appliquer la fonetion H(X, t; k) & la démonstration d’un
théoréme d’existence analogue & celui du travail [21.

5. Il est aisé de construire une fonction H,(X,t; k) analogue
& H(X,t; k) correspondant au cas ot le domaine C est un quart ¢ >0,
#1120, —oo < < +oo (1 =2,3,...,m) de Pespace-temps &, (voir
n°1); la surface o est alors le demi-plan @ =0,120, —co < ;< +oo
(¢=2,3,...,m). On peut ramener & ce cas, par un changement des
variables indépendantes, un cas plus général o la surface o est repré-
sentable par une équation de la forme

By = (Byy vy By). _

La-fonetion H. 1(X, t; k) peut &tre déterminée par la forfmule

k[(ml—p)’tgzwﬂ

Hy(X,1; k) = exp a1t

+v(k)t{,
le nombre p et les fonetions (k) et »(k) étant choisis d'une maniére ana-
logue & celle du n° 3.

6. I est évident que dans tous les trois cas considérés aux n°®
2-5 on peut démontrer le théoréme suivant(4):

Soit w(X,1) une fonction régulicre et de classe E, (dans les cas des n®
3-5) dans C, admettant une dérivée duldl aux points de o. Si Pon a
Flu]l <0 (ou Flu]l >0) & Pintériewr de G, L[u] <0 (resp. L[u]>=0)
sur o, et w(X,0) >0 (resp. w(X,0) <0) pour XeD, alors u(X,1) =0
(resp. u(X,t) <0) dans C. )

On en déduit des évaluations relatives aux solutions des second et
troisiéme probléme de Fourier dans les cas des n° 3-4, en particulier
on a le théoréme suivant:

" Supposons que Von ait ¢(X,1) <0 dans CD et h(X, 1) < 0 sur o. Soit
(X, 1) une fonction régulicre et de classe B, dans C, telle que Von ait Fu] < 0
(ouF[u] >0) dans D, L[u] <0, (resp. L[u] > 0) sur o et u(X, 0) > — M
(resp. w(X,0) << M) pour XeD, ot M est un nombre non négatif. Alors
u(X, 1) = —M (resp. w(X,t) < M) dans C.

Pour la démonstration on pose #(X,t) = u (X, )+M (resp. u(X,1)
= u(X,?)—M) et on applique le théoréme précédent & la fonction
u(X,t).

(*) Ce théoréme est analogue & celui de mon travail Certaines inégalités relatives
auz solutions de Uéquation parabolique linéaire mormale, Bulletin de 1’Acad. Polon.
des Sciences, Sér. des sci. math., astr. et phys. 7 (1959), p. 181-135.
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Sur un probléme généralisé de Vécoua

par J. WOLSKA-BOCHENEK (Warszawa)

Dang le travail [1] (voir aussi [5], p. 203) I. N. Vécoua a posé et
résolu le probléme qui consiste & déterminer une fonction holomorphe
& Dintérieur d’un domaine S+, limité par la ligne fermée L, qui satisfait
& la condition limite suivante:

m

re ' {a;(10) 80 (1) + [y (ty, 1) @D (t)ds} = 1(t)
L

7=0

e

en tout point ¢, de la ligne L. Les fonctions donnédes a,(t), ..., a, (i) sont
complexes, définies pour teL et satisfont & la condition de Holder; 7(t)
est une fonction réelle donnée, satisfaisant % la condition de Holder et
les fonctions données hy(fy, t) sont complexes, définies pour teL, t,eL,
par la formule

1O (to, 1)

Bylte, ) =222 (0 <a<1)

2
@ [f—2%[*

ot k" (t,, ) satisfont & la condition de Holder. @9 (t,) désigne la valeur
limite [@9(1,)]* de la j-iéme dérivée de la fonetion D(z); Iexistence des
valeurs limites précédentes est done supposée.

En particulier, pour m = 0 on obtient le probléme de Hilbert-Rie-
mann. Le probléme aux limites de Poincaré est aussi un cas particulier
du probléme - (1).

La méthode que I.N. Vécoua a utilisée pour traiter le probléme
précédent est basée sur sa représentation intégrale des fonctions holo-
morphes et conduit & la résolution d’une équation intégrale singulidre.

Dans le cas m > 1 la fonction inconnue @®(z) est cherchée sous la
forme

(3) B(2) = [(1—2/t)"log(1—2/t) u(t)ds+ [ u(t)ds+iC,
L

L

ol u(t) est la fonction réelle inconnue, satisfaisant & la condition de Hol-
der, ¢ est une constante réelle inconnue. Pour la fonction log(l-—z/t)
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