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Un théoréme limite sur la dérivée
de P'intégrale de Poisson-Weierstrass généralisée

par H. MILICER-GRUZEWSKA (Warszawa)

Introduction. Soit 1’équation aux dérivées partielles du type para-
bolique:

U
1) p(u) = Za'uﬂ(mliu-ymm t)m‘“
a,f=1 *
- ou ou
+Z ba(®1y+ 0oy @, t)%‘; FO(Byy eeny Byy t)u——i?? =0,

a=]

ol les coefficients a,s, b,, ¢ sont des fonctions continues des variables
(@1, .-, Bp, 1) déterminées dans le domaine 2 borné pour (@, ..., #,)eHy,,
0 <t < T. Supposons que la forme quadratigque

n
2) D) 6 XX,
o, B=1

soit définie positive pour (zy,...,:,)eR, et 0 <t < T. On suppose
que les coefficients de I’équation (1) vérifient dans ce domaine les con-
ditions de Hélder par rapport aux variables spatiales A (@, ...,®,) eb
4 1a variable t de 1a forme

|@ap (A, 1) — g ( Ay, 1) < Tolrlis, +(E—1) W],
(3 [ba(A s 1) —By(41, 1) | < K7liay,s
<

lo(4,8)—o(dy, )] <E'riu,

a,f=1,...,m, O<h,h <1,

ol r,,, désigne la distance des points A et A,; &, K/, k'’ sont constants.
En admettant les hypothdses (2) et (3) W. Pogorzelski a prouvé
dans son travail [1] que la solution fondamentale de ’équation (1) est
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une fonction donnée par la formule

i1
(4) T(4,tB,7) =w" (4,5 B,0)+ [ [[[w™®(4,; M,0)x
T (M)

X®(M,0; B, )dMd0, () A+#B, A,BeQ, 0<r<t<T,

ol

(5) whO(4,4; B, 7) = (t_,)-mexp[_w@],
1(i—7)

(6) ﬂM'T(A’ B) = a’aﬁ(M: T)(%"Ca)(mﬂ— Lo)s

o/f=1

a*? (M, 7) sont les éléments de la matrice inverse de la matrice [@us (M, )],
A(wyy ..., @) 6 B(Ly, ..., L,) sont deux points arbitraires du domaine 2
£ est un domaine arbitraire borné, qui contient 2 avec son bord S.
On a prolongé tous les coefficients en dehors du domaine 2 au domaine
Q' de fagon que les hypotheéses (2) et (3) soient vérifides. La condition
(2) implique Dexistence de deux nombres positifs g et G tels que

(89 dgrip < 904, B) < 4G+ 5.

La fonction &(4,1; B, 7) est la solution dune équation intégrale de
Volterra faiblement singulidre:
(1) &(4,%; B, )
12
=4, B, +A[ [[[N(A,t; M,0)0(M,0;B,)dMd6,

T (s
ol

(8) N(4,t; M,0) =Vdet|a(d, 1) 9, [w™®(4,1t; U, 0)],

(8)  f(4,1;B,7) =AN(4,t;B,7), A=V ™,
(8") ®(A,t; B, 7)
f(A 4B, v -Mj [[RA,t; m,0)tH,60;B, viMie,

T 9(M)
ol

(87)  N(A, 15 M,0) = N(4,t; M,0)+ Y IN,(4,1; U, )

=l

(*) M désigne ici 'élément de volume au point M.
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est le noyau résolvant de Léquation (8). Les éléments de la série (8'"’) sont
des noyaux itérés du noyau N(4,t; M,0).
L’intégrale de volume

(9) J(4,t,7) = [[[ (4, B, 7)e(B, 1)dB, ()
Q

sera dite intégrale de Poisson-Weierstrass généralisée, o(B,r) est une
fonetion bornde et continue pour BeR, 0 < v < T. W. Pogorzelski a prou-
vé dans son article [2] que ’

(10) limJ(A, t,7) = (2Vm)"o(4, t){det|a® (4, 1)), AeQ,
si on admet (2), (3) et (9)

Dans ce tra,va.ll, je démontle le théordme limite suivant rélatit & la
dérivée de Vintégrale (9):

(1) ]JmJ (4,t,7) = [(2Vr)"o(4, t)(det|a (4, 1)) ], 4.
T m’a été suggéré par W. Pogorzelski. Dans la démonstration de
la propriété (11) j’ai supposé que les fonchions a.(4,1), o(4,1) admet-
tent des dérivées premiéres spatiales continues.
L'énoncé de ce théoréme a été publié dans le Bull. Acad. Polon.

Sei., Série des Sci. Math., Astr. et Phys. 6 (1958), p. 131-133.

1.A. En sappuyant sur les formules (}) de l'article [1] on peut
écrire que les fonctions de (7)-(8) de lintroduction sont

Ol(t—=) iz, (1)

ol & = 2u-+h,—2, by, = min(h, 2h') et u est un nombre arbitraire dans
lintervalle (L—%hy,1) c'est-d-dire 1—3}h, < u < 1. De méme, la diffé-
rence des dérivées secondes spatiales des quasi-solutions (5) & coeffi-
cients a®(B,0) tesp. a*(4,0) est
o (4, t; B, 1) —[weg, (4, #; B, 7)lagma = O[(1—7)"115"],
& = 2u;—1 &b /"1>%7 apf=1,2,..,m

On démontre pareillement que Ia différence des quasi-solutions & coef-
ficients a* (B, @) resp. a(4, O) est
wB(4,1; B, 1) —wO (4, 1; B, 7) = O [(t— 0725 exp (—grin/ (1— )],

w, o

(*) 4B désigne ici I'élément de volume au point B.

(*) formules (20), (21) et (23), P. 75 (30), p. 9; (38), P. 12; (40), p. 13; (63) et
(64) p. 19-20.

(*) ¥ = 0(X) ou ¥ ==o(X) suivant que |¥|: | X| < const, ou |X|:|X]| est aussi
petit que l'on veut.
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tandis que celle de leurs dérivées premidres spatiales est de Iordre:
wx ®(4,t; B, 1)— ['wM@(A t5 B,y t)ea
= O[(t—) "2 " exp(—grin/ (t— )],
1.B. Soit K(4,r) une sphére de centre 4 et de rayon r, assez petit
pour qu’on ait
(1.1) , K(4,3r)eQ
et que
(2.1) dans la sphéle fermée K (A, 37) et pour t— At <7t <, 41> 0 les

a=1,2,...,n.

fonetions gm (4,1) et dags(4,1)/0w, (a, f,y =1,2,...,n) soient con-
tinues et bornées.
Nous supposerons toujours que

(3.1) t—At<r<t, At>0.

Je désigne par Q; le complément de la sphére K (4, r) dans le do-
maine 2, c’est-a-dire 2, = 2—K (4, ).

Rappelons que lintégrale de la fonction wB’(A t; B, 7) aingi que
les intégrales des modules de ses dérivées, étendues au domame £,, con-
vergent vers zéro, si v, plus rapidement que w’importe quelle puis-
sance de la différence #—v. C'est une congéquence de la définition de
la fonction w™*(4,; B, ) et de ’hypothése (2) de Vintroduection. Cha-
cune de ces mtégrales gera appelée E(t— ) et son estimation sera dite
estimation #. On la négligera toutes les fois que l'estimation sera de
Pordre d’une puissance positive de la différence t— 7.

Il en est de méme de Pintégrale

(41) J[] 194, B, 7)|dB, -
&
a cause des formules (5') et (7)-(8"') de lintroduction. II suffira de repré-
senter l'intégrale intérieure de I'intégrale de volume comme une somme
de deux intégrales, dont 1'une sera étendue au domaine ot AM > $4B
> 47 et l'avtre, au domaine ot AM < $4B, donc MB > } AB > ir.
2. Nous démontrerons d’abord l'existence de la limite

(1.2) ﬁmfffr;g(A,t;B, 7)[o(B, v)—e(4, v)1dB.
Dans ce but, nous étudlerons séparément les intégrales
(2.2) P, = fff *(4,t; B, 7)[o(B, ©)—o(4, 7)]dB,

32)  Q=[[[le(B, )~ o(4,7)]x
n

t
x [ [[[wlod,t; M,0)0(2,0; B, 7)dBIOIM.
v Vg

icm
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D’aprés les résultats du § 1.A,B et en vertu de la propriété
e
o(B,1)—¢(4,7) = O(r45)
on obtient ’égalité suivante:

(42) P, =B{t—7)+0[(t—2)" "]+

+ [[[wP*(4,4 B, 7)et, (B, dB, F<u<i.
K(4,r)
Done
(5.2) = @Vr) e (4, 1)V]aP(4,7)], ACLCQE).

1-»!
Pour évaluer I'intégrale @, nous écrirons
e(B,7)—o(4, ) = [o(B, 7)— o(M, 1)]+ [e(M, 7)— 0(4, 7)]
et appliquerons les résultats des §§1.B. et L.A:

olf Jf[u-o

z K(4,r)
x| [[] (6~ *rusrishdB+B(6 —v)| 4 MO+

K(d,3r)

+ffff t'—@)m“ a5 2")u1u><

T K(4,r)

x [[[(@— oHirit ABAMA + B (1~ )}

(62) Qo= )y

olte = 2u+hy—2, ¢ =2+ 7, —2.

Nous supposons iei que dans la premiére in’ﬁégrale on a 2u;+h > 1,
41> % et dans la seconde 2u;-+h, >2 et x>0, ce qui n'est nulle-
ment en contradiction avec le fait qu’ on doit avoir en méme temps
gy <1, p'4uy < 1. L'égalité (6.2) prouve que me,, =0, 8i v 1,
ce qui démontre, d’apréds 'égalité (5.2), la conclusion (1.2). o

La question de l'existence de la limite J [, t7), 8l v~ 1.5, est ainsi
ramenée & celle de Vexistence d'une limite de l’expressmn suivante: -

(12) old, ) fgffr;,(A,t;B,rmB.

(®) Cf [1], p. 8, formules (8) et (9).
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'3.A. Etude de la fonction

fff] (4,1 B, 7)dB.

On représentera l'intégrale P(4, ¢, 7), conformément & la formule (4)
comme une somme de deux intégrales:

(1.3) P(4,t,7)

i

(2.3) P(d,t,7) =Py (4,8, 1)+Py(4, 1, 7),

ol nous pouvons éerire, en profitant de l'estimation F du §1.B,

JIf

K(4,)

(3.3) Pd,t, 1) = wB*(A,1; B,v)dB+ B(t—7),

(dorénavant les coordonnées du point M seront désignées par (y,,..
et

(4.3)

i 771»))

Py(d,t,7)
. t
= [ [ [[[wie,t; M, 0)0(M,0;B, 1)dBIMIO + Bt —r).
N E(4,r) © E(4,in

3B. Evaluation de Dintégrale Py(d,t,7). On voit, Qaprés
Pexpression (8') de lintroduction, que 1’1ntégmle de la formule (4.3)
estjla somme de deux termes: Si1(4,1t,7) — qui est une intégrale triple,
et Sy(4,%,7) — qui est une intégrale du cinquiéme ordre. Ainsi on &

(5.3) Pz(Ayty_T) = 8:(4,t, 1)+ 8,(4,1, )+ B (t—7).

Posons, pour simplifier

(6.3) AVdet|a® (4, 1)] = a(4, 1),
on a alors
[ i
(7.3)  8i(4,t,7) foffwm (4, M, 0)a(M,0)x

X [ [[ lap (M, 7)— agip (B, ) wprg (M, 05 B, 7) dBAMA6 +
(4, 21')

Wic

@ =17 E(4,7)

K(szf) [acp (M, 0) —ayp (M, )0,

(4, M, 0)a(M, O)x

(M, 6; B, v)dBaMAi0 +
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+ nffffb (M, 0)a(M, O)uwp®(4, t; M, 0)x
a'=17 K(4,)
x [[[w®(M,0;B,r)aBiMd0 +
K(4,2r)

+ffff (M, 0)a(M, 0)uy ®(4,t; M, 0) x

v K(4,)

T

Désignons les termes de la somme 8,(4,?,7) par i4y,4,,4; et i,
respectivement. Pour les évaluer on appliquera les évaluations des §§ 1.A
et 1.B. De cette maniére on aura

:®(M,0; B, v)dBiMade .

T =1,

i
(83) 4 =0[[ (t—6)"(0 —7)a0] = O[(1—7)~* 1] >0,

pour iI<u<l, O<u,putpu <1,
(8'3) iy =B({t—1)+0 [f (t—0)7"1(0 —7)™*d6) = O[(t—7)"*"] >0,
T—>1, pour F<p<l, O<p,ptp <1,
(8".3) iy =H(t—17)+0 [ft(t—@)”#"(@-r)’"-"i 0]
= 0[(t— @)‘+“':”1—":’] -0, -1,
pour gy, m’ >4, mtpm <14+W,
(8".3) 4, = B(t—1)+&; o[f 6) (0 —1)—1/2(1@] +

T

L0 [[ (- 01 (0126 = €,0(1)+ 0— 11 ),
ol 0 <y ¥ < gy ptp <1et

08 o, 0ty lat,

(8T.3) Cop = max < &y,
E>0, t—di<Tt<t, M,MeK(4,3r).

d,p'=1,2,...,m,

(%) La preuve est assez compliquée: on applique plusieurs fois les évaluations
des §§ 1.A et 1B, et on intégre par changement de variables, & savoir raml/t—6 =u
ot 'I'BM/I/@——-T = V.
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Ces expressions donnent

(9.3)  Suld, t,7) = iytiatig iy = O(Ex)+ OL(t—7) " 1]+

+O[(t—1)! 1R "‘1"/"1"]’

ol pdpy <1y pytp <1+N.

I résulte maintenant des égalités (8.3)-(8"V.3) que

(10.3) ffff(M’, 0'; B, 1)dB = 0[3(0' — )"+ (0 — )" "
K(.A,zr)
0(1)(6'— %)) = O[(O' — M1 +0(1)(@' = 1™, u>0, w>}.

On trouve, d’aprés le § 1.A et les égalités (5.3),
¢

off w—ey™ ff{w-“dmf (©—0')"2x

T K(4d,r)

(10,3), que

Sy(d,t,v) =

X[(O—f 4 0(1)(0'—7) ] [[f ¢~“2'"dM’d@’d@},

E(d, %)

ol &y =2 —1, 8y =2py+h—2, py >4, pa>1—4hy, by =
U, > %, dest-a-dire on a, pour u; =

8y(4,%,7) =

min(1, 24'),

O[(t— o)+ =r2=2] o (1) (1 —7)t 172,
done .
(11.3) 8a(4,1,7) = O[(}—7)"3] > 0,
ol Iy = min(}h', 1) . .
1l résulte des formules (11.3), (9.3) et (5.3) que l’on a la propriété
limite:
(12.3)

71,

]in}P,(A, t,7) = 0.

3.C. L’égalité (12.3) prouve, en raison de I'égalité (3.3), que la limite
de lexpression (2.3), P(4,t, v) dépend uniquement de l'intégrale

(13.3) [[[wi4,t; B, v)dB.
K(d,r)

Mais on vérifie facilement que

(13".3) fwz (4, t B,1) = "’W?'T(A,t;B,r)—-—%(f/——-r)“”’z—]x
57(4, B)

XGXP[——~Z(1/_1)*~] 2 a,g;ﬂ'(]g’ 7) (mu"—éa’) (mﬂ"'fﬂ’)i

) fr=l

icm
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d’ot on obtient

[[[we (4,1 B,v)dB = B(t—7)—} Z o

K(4,r) o, fr=1

(13.3)

ol §op désignent les résultats de la substitution du second terme (13%.3)
dans Dintégrale (13.3). Pour évaluer les termes f,,, écrivons

7a’ﬁ’= t_T)‘ fff[

E(4,7)

(14.3) (B, 7)—af (4, )] x

X (00— £) (0 — Ep) W (A, 83 B, 1) AB+ag] (4, ) (1—7)7'%

X fff (@ — mﬂ'_‘fﬁ')[wB’r(A; t; B, 7)"'wA't(A1 t; B, ©)]JdB+
K(4,r)

+ai? (4, )= [[[wh (4,4 B, 7) (00 — fu)(@p— &) dB.

E(4,r)

Désignons les termes de expression (14.3) par %, %k, et %; on
a done

(14'.3) Jopr = Tyt Tg ks
On applique de nouveau les évaluations du § 1.A, en posant
&= max]a';f’ (B, r)—ag;ﬂ'(A’, )| < &y,
E, >0, t—di<t<t, A',BeK(4,3r)
et on obtient
By = 0(Cy), Fe=O0[(F—7""*] >0,
4, Convergence de la fonection

(14)  E(o) = (t—n7" [[[whH4, ¢ B, v) (@0 — £ @y — &) dB.
E(4,r)
Nous allons prouver que l'expression
|By(ry) —Fs(Ta)], t—At<7mi<t, 1—At<7,<%

est aussi petite que I'on veut, dés que Iaccroissement At est suffisaxnment
petit.

On obtient, en introduisant dans les intégrales %;(z;) et %y(v,) les
coordonnées sphériques, la différence que voici:

2.4)  Ty(v))—Fal7a) f f f t—:jfi'*‘l)’z

k!
X exp [

7>t

9844, B)
1E—1) vas

druz
]cos(ug,m,,,)cos (7485 mﬂ)V 48 Jdo—
t—1,
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- 44, B
—‘fffTZ%I:(t_Tz)(7L+1)I20XP [ﬁ"""'( "") 7’,2413] X
%" % 4(t—m,)

¥

dr B
X €08 (4B, Ty)COS(T4m), wp,)—:A——Jdo,

Vi— Ty

oA, B) = 3 a*? (4, 1)c08(r 4z, ) 008 (Nam; Ty,
Py
et J est le discriminant, qui ne dépend pas de 7.s. On change mainte-
nant les variables dans les deux intégrales en posant

tag = wVt—1, Tap = uVi—1y,

d’ote:
(38.4)  Tog(7a) —Fs(7a)
iz
= O{If f u"“exp[——iuzﬂf*‘(A,B)]dudc}a 0, 4At—0,
=

4 cause de ’hypothése (2) de lintroduetion, c. . f. d.

Les égalités (5.4), (7.2), (6.2), (5.2) et (1.2), de méme que los for-
mules (5.1) ot (10) de l'introduction justifient la conclusion (11) de l'in-
troduetion.
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Sur une équation intégro-différentielle de la théorie
de la conductibilité :

par D. Sapowska (Rédz)

1. Enoncé du probléme. Le probléme de la répartition de la tem-
pérature en état stationnaire dans un milieu conducteur et rayonnant
conduit & la résolution d’une équation intégro-différentielle de la forme

Fl4,B,7(B) ,

& ar =4, n+ [ | 8 ()

TaB
avec des conditions aux limites données.
Nous supposons que le domaine ouvert borné 0 est limité par une
surface S vérifiant la condition de Liapounoff (2).
La fonction f(4, u) est définie et continue & lintérieur du domaine
fermé
A2+ 8,

Nous supposons, de plus, guelle vérifie .dans ce domaine la condition
de Holder par rapport au point variable 4 et la condition de Lipschitz
par rapport & la variable w. ,

Ta fonction F(A,B,u) est définie et continue dans le domaine
fermé
(2) Aw,y,2)e2+8, B(&,n, Hel2+S8,

Nous supposons enfin que la fonction F(4, B, u) vérifie la condition
de Hplder par rapport au point variable 4 et la condition de Lipschitz
par rapport & la variable u dans le domaine (2).

Nous cherchons une fonction T'(4), qui satisfasse 1'équation (1)
3 lintériour du domaine @ et qui prenne en tout point P de la surface
§ des valeurs limites données a priori:

(3) T(4)—0,

W < R.

lul < R.

A—~P.

(*) Pour le sens physique de cetite équation, voir le travail [2] de W. Pogorzelski.
(%) Condition de Liapounoff: I’angle 4(P, Q) entre les plans tangents en deux
points quelcongues P, @ de la surface 9 vérifie 'inégalité 4 (P, @) < 0%, 0< .
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