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ANNALES
POLONICI MATHEMATICT
VII (1959)

Sur les solutions presque-périodiques des équations dif-
feréntielles du premier et du second ordre

par Z. OpIAL (Krakdw)

1. B. P. Démidoviteh [2] a démontré que si ume fonction continue
g(t) est presque-périodique et telle que son intégrale

i
Q) = fg(u)du

soit bornée sur tout Vame des t et si f(x) est une fonction monotone de classe
(", toute solution bornée de Véquation différentielle

o' = f(z)+g(1)

est une fonction presque-périodique. Ii a aussi remarqué que I’hypothdse
relative & la fonction G(¢) peut bien &tre rejetée si l'on a

f@ =2k>0 ou f(z)<k<0.

En employant la méthode de B. P. Démidovitch N. Gheorghiu [5]
a réussi & étendre une partie de ce résultat 4 Déquation générale du
premier ordre
(1) @’ = f(t, ®).

II a notamment établi le théoréme suivant: si 1° f(¢, ) est une fon-
ction définie et continue pour || < M, — co <t < 4 oo, 2° fu(t, @) est
continue dans la méme bande e f,(t, ) 2k >0 ou fu(t,s) <k <O,
3° 1 (¢, @) est une fonction presque-périodique de t, uniformément par rapport
& @, dans la bande considérée, alors toute solution bornée de Uéquation (1) est
presque-périodique.

Dans la présente note je généralise les théorémes de Démidovitch
et Gheorghiu en démontrant le théoréme suivant:

TuaiorBEME I. 8¢ la fonction f(t, z) définie et continue dans le plan
(t, @) est une fonction presque-périodique de la wvariable t, uniforméfent
par rapport & m, et monotone au sens large par rapport & la variable », alors
toute solution bornée de Véguation (1) est presque-périodique.
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I’hypothése de la presque-périodicité uniforme intervenant dans
Pénoncé de ce théoréme veut dire que pour tout e > 0 et tout M > 0 on
peut trouver un nombre I(s) tel que chaque intervalle de l’axe des ¢ de
longueur I(e) contienne au moins une presque-période v, relative & ¢
c’est-a-dire telle que

[f@+7,9)—f{, @) <e pour

Dans 1a seconde partie de la note j’applique la méthode de la démon-

stration du théoréme I aux équations ditférentielles du second ordre en
obtenant ainsi une généralisation d’un théoréme de O. Corduneanu [1].

2, Dans la démonstration du théordme formulé ci-dessus nous nous
servirons de la méthode de J. Favard [3]. Rappelons & cet effet quelques
notions e propositions sur les fonctions presque-périodiques.

Nous appelons fonction mormole toute fonction f(¢) définie et con-
tinue pour — oo <t < + oo et telle que 'on puisse exhraive de toute
suite

gl <K M et —oo<t< 4 oo,

F+hy), FERa), F(E4Ro),y -y
ot les h sont des nombres réels arbitraires, une autre suite

f+Ey), f(t-HRg), fE+T), ...

qui converge uniformément pour —oo < ¥ < + oo vers une fonetion
limite.
THEORAME DE BoOCHNER ([3], p. 38): Toute fonction presque-pério-
dique est ume fonction normale et réciproguement.
Pareillement, nous pouvons appeler fonction mormale toute fonetion
f(t, ) détinie et continue dans le plan (¢, #) et telle que 'on puisse extraire
de toute suite .
Ft+hyy @), f(E+ Dy, @), F(E+ Dy ), ...
une autre suite
Ft+Tyy @), F(E+ Kooy @), F(E+Fp, @), ..

qui converge uniformément pour —oo <t < - oo, |0 K M (M — fixe
mais arbitraire) vers une fonction limite.

En répétant sans aucun chengement la démonstration de J. Favard
du théoréme de Bochner ([3], p. 38-40) on étoblit sans peine:

THEOREME DE BOCHNER GENSRALISE. Toute fonclion F(t,w) pres-
que;pém’odique de la variable t. uniformément par rapport & la variable u,
est une fonction normale.

3. Avant de passer & la démonstration du théoréme I nous allons
établir quelques Temmes.

icm

Solutions presque-périodiques des équations différentielles 53

Supposons que I’équation (1) admette au moins une solution borpée.
11 existe done un nombre M tel que la famille F de solutions z(f) de 1’é-
quation (1) qui satisfont & l'inégalité

(2) — M <al) KM (— o0 <t < +00)

nest pas vide. Toute fonction #(¢) de la famille F' a des bornes supérieure
et inférieure Gy, g finies. Posons

h = borne intérieure (Gup— gay)-

Lo second membre de J'équation (1) étant borné dans l’ensemble ||
<M, — oo <t< + oo, les fonctions de la famille F sont équiconti-
nues. D’autre part, toute fonction limite d’une suite de fonctions de
cette famille est une intégrale de I'égquation (1) qui satisfait & 1'inégalité
(2). L’ensemble F' C F des fonctions pour lesquelles Gyp—gyy = h con-
tient done au moins un élément. L’ensemble F' jouit des mémes pro-
priétés que l'ensemble F. Il existe dans F’ au moins une solution ¢ ()
de I'équation (1) pour laguelle la borne inférieure g, est la plus petite
possible. Toute solution de ce type sera appelée dans la suite solution
& oscillation minimale ou tout simplement solution minimale de 1'équa-
tion (1).

LeMME I. Pour toute solution minimale @(t) de Véquation (1) on a

(3) limsupg(t) = Gy = limsupe(l),
fey—o00 ts+o00

(4) limintp(s) = gy = liminte(t).
— — 00 - 0O

Supposons en effet que ’on ait, par exemple,
(8) liimiupfp(‘t) < Gy

Choisissons une suite {v,} de telle sorte que l'on ait lim z, = + oo et

Ny 00
que 7, 8oit une presque-période de la fonction f(¢, #) relative & 1/n. Par
hypothése la suite des fonctions {f(i+ v, )} converge vers f(t, ») uni-
formément dans Lensemble |z] < M et — oo <t << + oo. Par con-
séquent, on peut extraire de la suite {p(t-+7,)} une suite partielle con-
vergente (uniformément dans tout intervalle fini) vers une solution u(?)
de I'équation (1). En vertu de P'inégalité (5) on aurait alors

Doty S Guiy < Gy < litmiuPlp(t) < Gy
> -} 00

co qui est en contradiction avee la définition de la solution minimale.
On a done limsupe(f) = G4y. On démontre de méme due toutes les

tor 400
autres relations (3) et (4) sont aussi vraies.
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Leume II. Déguation (1) admet une et une seule solution minimale.
BEn effet, la différence de deux telles solutions y(f)—e(?) doit &tre
monotone puisque Pon a

Y () —9'(8) = f(t, v (0) — 1t 0 (4)

et, par hypothése, la fonction /(, @) est monotone par rapport & la varia-
ble #. On & done ow. bien lim (y(f)— ¢ () 7 0, oubien Hm (p(t)— g (1) + 0
t—>—00 f=> -} 00

ce qui est impossible en raison du lemme préedédent.

4. A cdté de Véquation (1) congidérons toute une classe S d’équa-
tions

(1" : @' = [*(t, @)

ol f*(t, %) est une limite uniforme dans Pensemble |@| < M, — oo < ¢
< + oo d'une suite arbitraire {f({-+ h,,®)}. On vérifie aisément que
toute équation de cette classe satisfait aux hypothéses du théordme I.
En particulier, toute fonction f*(t, #) est monotone par rapport & la varia-
ble @. Les lemmes I ot IT g’appliquent donc & toute équation (1*) de la
clagse 8. Cela veut dire que toute équation de la classe § admet une et
une seule golution minimale qui satisfait en plus aux inégalités (2). Dé-
signons-la par ¢*(¢). On peut facilement démontrer que

(6) oy = Goty €8 Gouy = G-

En effet, soit f*(¢, ) = lim f({+h,, ). De la suite {p(t-+%,)} on peut
n—>00

done extraire une suite partielle convergente (uniformément dans tout
infervalle fini) vers une solution a(t) de I’équation (1*). On & évidemment

(7 Yoy < Yoy 6 Gopy < Gw(‘) :

Nous allons montrer que les inégalités fortes dams les relations (7) ne
sont pas possibles. Supposons en effet que 'on ait par exemple Gopy << Gy
Remarquons que la suite {f*(¢—h,,®)} converge uniformément dans
Pengemble || < M, — oo <t < + oo vers la fonction f(¢, ). De la
suite {a(t—h,)} on pourrait donc extraire une suite particlle convergente
vers une solution f(#) de l'équation (1). On aurait évidemment

Ioty < Guty S oy S Gy < Gy < Gy

ce qui est incompatible avec la définition de la solution minimale de
Péquation (1). Or, on démontre facilement que la solution a(f) de I'équa-
tion (1*) est identique & la solution minimale ¢*(t) de la méme équation,
Par suite, des relations (7) on obtient immédiatement les égalités (6).
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On peut méme démontrer quelque chose de plus, notamment la
relation ‘
(8) lim g (4-hy) = ¢*(2).

n—>00

Bn effet, toute sous-suite convergente de la suite {p(t-+h,)} converge
vers la solutior minimale ¢*(#) de 1’équation (1*) car c’est la seule solu-
tion de cette égquation qui a les mémes bornes que la fonction ¢(#) elle-
-méme. 1l en résulte que la relation (8) est vérifide.

5. Lumyn ITL. La solution minimale ¢(t) de Déquation (1) est une
fonction presque-périodique.

D’aprés le théoréme de Bochner il suffit de démontrer que ¢(t) est
une fonction normale. Soit done {h,} une suite arbitraire de nombres
réels. De la suite {7 (¢-+ h, , 7)) on peut extraire une suite partielle {f(t+%,, 2)}
qui converge uniformément dans l'ensemble |o| < M, — oo <t < + oo
vers wne fonetion f*(f,#). La suite {p(t-+%,)} converge alors vers la

*golution. minimale ¢*(¢) de Péquation (1*). Pour démontrer notre lemme

il suffit de montrer que cefte convergence est uniforme sur tout I'axe
des £. Pour la démonstration par Pabsurde supposons qu’il n’en soit pas
ainsi. Tl existe donc un nombre &> 0 et deux suites de nombres
{ta} {15} telles que

(9) ]¢(tp+lp)'—9’*(tp) |> e

De la suite de fonetions {f(t-+%,+ 1y, #)} on peut extraire une suite qui
converge uniformément dans 'ensemble |o| < M, — oo < < + oo Vers
une fonction f**(t, #). Pour ne pas compliquer les notations supposons
que ce soit la suite {f(t-+1t,+1,, #)} elle-méme qui jouisse de cette pro-
priété. On a done

P, 0) = Hm ft+t,+lp, @) = lim f* i+, ).

P—»00 D0

p=1,2,...).

Dlaprés ce que nous avons dit au n® précédent, on a aussi
lim ¢ (841, + 1) = lim ¢*(t4-1,) = o™ ()
-+ P00
ol @** () est solution minimale de I'équation 2" = f**(t, #). On a donc,
en. particulier
Lm p(ty+1,) = Lm ‘7’* (tn) = 9’**(0)
P—r00 D—ro0
co qui est en contradiction avec 'inégalité (9).
6. Démonstration du théordme I. D’aprés le lemme IIT la solu-
tion minimale @(f) est une fonction presque-périodique. Nous allons
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montrer que toute autre solution bornée de I'équation (1) doit &tre for-
cément de la forme p(t) = ¢(t)-+ const. Supposons, pour fixer les idées,
que la fonction f(¢, ) soit non décroissante. Parmi plusiewrs cas qui peu-

vent se présenter envisageons, & titre d’exemple, le suivant: dans un
intervalle {a, 8> (¢ < f) on a
YR —¢' ) =226 >0, 9B)=9¢@B+n (@>0).
On a évidemment dans intervalle {§, 4 oo)
¥ (1) —¢' (1) =f(t, w(t))~-7(t,99(t)) = f{t, o () +n)—1{t, 9 (8)) = 0.

La fonetion () = f{t, p(t)-+7)—f(t, p(t)) est presque-périodique et
dans lintervalle (a B> on a par hypothése D(t) = 2k. Il eoxiste done
dans Dlintervalle (B, + oo) une infinité d’intervalles de longueurs éga-
les & f—a dans chacun desquels on a @(f) =k > 0. Il en résulte que
lim (f) = + co. Ayant de méme exclu toutes les autres possibilités,
i

—>00
on conclut enfin que pour tout ¢ on doit avoir foreément y'(t) — ¢’ (¢) = 0.

Le théoréme I se trouve aingi démontré.

7. En s’appuyant sur la relation (8) et sur le lemme IIL on peat
aisément démontrer que, quel que soit & > 0, il existe un d > 0 tel que
toute presque-période de la fonection f(¢, ), relative & 4, soit une pres-
gue-période de la solution minimale ¢(f) (et, par suite, de toute autre
solution bornée), relative & ¢. Supposons en effet qu’il n’en goit pas aingi.
Il existe done un &, > 0 et deux suites de nombres {f,} et {z,} oil =, est
une presque-période de la fonetion 7(¢, x), relative & 1/p, telles que

(10) lolly+ ) —pltp)l Z 8 (p=1,2,...).

La suite de fonctions {f(t47,,»)} converge uniformément dans Len-
semble |o| < M, — co <t < 4 ca vers la fonction f(¢,®). Par con-
séquent, la suite {p(t+7,)} converge uniformément dans tout linter-
valle (— oo, 4- oo) (ef. la démonstration du lemme III) vers la fonction
p(t), ce qui est en contradiction avec linégalité (10).

8. Au n° 6 nous avons démontré que toute solution hornde w(t)
de Péquation (1) ne différe de la solution minimale que d'une constante.
Ce n’est possible que dans le cas ol Pon a

Hts o(8) = 1(t, v(1)

Or, cette identité est impossible si la fonetion f(¢, ») est monotone au
sens strict par rapport & la variable ». On en conclut que dans ce cas

Péquation (1) ne peut admettre gqu'une seule solution bornde dans tout
Pintervalle (— oo, + o0).

(oo <t - o0).
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9. Soit «(t) une solution de I’équation (1) bornée dans un intervalle
(ty, + ©0). De méme qwaun n®6 on démontre que la différence «(f)—

—@(t) (p(f) — solution minimale de Véquation (1)) est une fonection
monotone. On a done, en particulier
(11) t]i?l (a(t)—p() =

olt ¢ est une constante. Nous allons montrer que Ia fonction ¢(t)+ C
est une golution de ’équation (1). Bn effet, choisissons une suite de nom-
bres {z,} telle que llm Ty = -+ oo 6t que 7, soit une presque-période de
la fonction f(¢, @), mlcmve & 1/n. On a done lim f(t+v,, %) = f(t, @)
n—+00

De la suite {a(t-7,)} on peut exfraire une suite partiello qui converge
(uniformément dang tout intervalle fini) vers une solution de l’équation
(1). Mais de la relation (11) il résulte immédiatement que cette solution
doit 8tre identique & ¢(f)+C puisque la suite {p(i+7,)} converge uni-
formément dans tout l'intervalle (— oo, -+ co) vers ¢(f). On peut done
énoncer le théoréme suivant:

TuBorimE 1L Dans les hypothéses du théoréme I toute solution de
Péquation (1), bornée dans un intervalle (ty, + oo) est la somme dune so-
lution presque-périodique de Végquation (1) et dune fonction tendant vers
zéro lorsque i tend vers Dinfini ¢’est-d-dire elle est ume fonction asymptoti-
quement presque-périodique aw sens de Fréchet (voir [4]).

Il en est de méme pour toute solution de Véquation (1), bornée dans
un intervalle (— oo, 1y).

10. Du raigonnement du n° précédent il résulbe immédiatement
que dans I’énoncé du théordme I il suffit de supposer l’existence d’une
solution au moing de ’équation (1), bornée dans un intervalle (¢, 4 oo)
(ou bien (— oo, tp)), puisque l'on en tire sans peine ’existence d’une
solution bornée sur tout I'axe des d. '

11. Envisageons maintenant Iéquation différentielle du seecond
ordro

(12) o' = f(t,w, o)

et supposons que la fonction f(t,w, ), détinie et continue dans tout
Pespace & trois dimensions, soit presque-périodique par rapport & la
variable ¢ (uniformément par rapport & (#, u) — cf. le n° 1) et non décrois-
sante par rapport i la variable #. Supposons que ’équation (12) admette
une solution bornée aveo sa dérivée premiére. dans tout Pintervalle
(— oo, 4 0o0). Dans ces hypothéses eoxiste-t-il au moins une solution
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presque-périodigue de Péquation (12)? C. Corduneanu [L] 2 établi que

la réponse & ce probléme est positive si 'on a pour tout (¢, x, u):

(13) folty @, u) = m > 0.

11 & notamment démontré que dang ce cas toute solution de l’équation
(12) qui est bornée ainsi que sa dérivée premiére dans tout Pintervalle
(— oo, 4 oo}, est presque-périodique, mais il est aisé de voir que l'iné-
galité (13) exclut la possibilité d’existence de plusieurs solutions hor-
nées. Ce résultat de O. Corduneanu se laisse étendre au cas ol f(t, , u)
est croissante au sens large par rapport & la variable » sans pourtant
satisfaire & Dinégalité (13). En modifiant un peu la démonstration du
théoréme I et en profitant des résultats de la mnote [6] on peut démon-
trer:
TatorAME III. Supposons que la fonction f(t, @, u) s'atisf‘asse anw
conditions suivantes:
A, f(t, @, u) est définie et continue en tout point (1, », u), croissante au
sens large par rapport & la variable
B. f(t,m, u) est une fonction presque-périodique de la variable t, unifor-
mément par rapport & (1, u);
0. pour tout couple de points (t, x, u), (t, %, %)

[ty u)—f(t, %, %) < L(lo—%+ |u—7l).

Dans ces hypothéses, si Véquarion (12) admet une solution bornde aveo
sa dérivée premiére dams D'imtervalle (— oo, + o), elle admet au moins
une solution presque-périodique. Deux solutions presque-périodiques de
Déquation (12) ne pewvent différer que d’une constante.

8i la fonction f(t, m,u) est croissante au sens strict par rapport & x,
Déquation (12) ne peut admetire quune seule solution bornée dans Vinter-
valle (— oo, 4 o).

12. Bsquisse de la démonstration du théoréme IIL Sup-
posons que I’équation (12) admette au moins une solution a(t) telle que
(14) () < M et |2 (1) KM (— o0 <t ov)
et désignons par F la famille de solutions de I’équation envisagée satis-
faisant aux inégalités (14). De méme que dans la démonstration du
théoréme I (cf. aussi [6], théoréme X) on détinit la solution minimale
@(t) de 'équation (12). Pour démontrer gue cette solution minimale satig-
fait aux relations (3) et (4) on répéte sans aucun changement la démon-
stration du lemme I, De 1& et du lemme I de la note [6] il résulte que
la golution minimale est unique.
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On introduit ensuite la classe § d’équations
(12%) == f*(t, %, &)

ott 1a fonction f*(¢, #, %) est une limite, uniforme dans I'ensemble |o] < M,
lu K M, — oo <t < 4 oo, dune suite {f(t4hy,x,u)}. On vérifie
sans peine que toute équation (12*) de la classe § jouit des mémes pro-
priétés que I'équation (12). En particulier, 'hypothess C qui assure l'uni-
cité des solutions de l’équation (12), est aussi vérifide pour la fonetion
f*(t, 2, u). Il en vient que toute équation (12*) de la eclasse S admet
une et une seule solution minimale. On peut done, en répétant les rai-
gonnements des n® 4 et 5, démontrer que la golution minimale de
Péquation (12) est une fonction presque-périodique.
Soit (f) une autre solution presque-périodique de l'équation (12).
La différence y(t)— ¢ (i) est aussi une fonction presque-périodigque. D'aprés
le lemme I de la note [6] cette différence doit étre monotone pour ¢ suffi-
samment grands, ce qui n’est possible que dans le cas ol elle est con-
stante.

La fonetion f(t, w, #), comme uniformément presque-périodique par
rapport & Ia variable ¢, est bornée dans Pensemble |z < M, |u| << M,
— 00 <1 < - oco. Il en résulte que la dérivée seconde ¢’ (t) de la solu-
tion minimale est bornée dans tout intervalle (-- oo, -+ oo). D’aprés
le théoréme bien connu de Bochner il en vient gue la dérivée premidre
@' (1) est presque-périodique. Enfin, de la relation

" (1) == f(t, (), ¢ (1))

et de I’hypothése O on conclut facilement que la fonction ¢ (¢) est aussi
presque-périodique. ‘ i

Pour achever la démonstration du théoréme III il reste de montrer
que dans Ihypothése que la fonction f(i, 2, u) est croissante au sens
strict par rapport & «, I'équation (12) ne peut admettre qu'une seule
solution bornée dans Pintervalls (— oo, + ca).

Introduisons & cet effet unc nouvel]o variable y = #—@(t), ce qui
nous permet de remplacer Iéquation (12) par 'équation suivante

(16) y' = F,y,y),
ol nouy avons posé
Bty y,u) = f{t, y+p®), wto' B) —¢" ).

La fonction F(f,y, ) ainsi définie jouit des mémes propriétés que la
fonetion f(t,, w). En particulier, olle est croissante aun sens strict par
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rapport & la variable y et presque-périodique par rapport & la variable ¢,
De plus

(16) F(t,0,0) =0.

Nous allons démontrer que l'équation (15) admet une et une seule
solution bornée dans tout lintervalle (— oo, 4 oo), & savoir y(f) ==
Pour la démonstration par I’absurde supposons quw’il n’en soit pas ainsi
et désignons par z(t) une autre solution bornée de l’équation (15). D’a-
prés le lemme I de la note [6] on doit avoir ou bient lim 2(t) 5 0, ou

bien lim 2(t) 7= 0. Pour fixer les idées supposons que ’on. ait
)
(17) lim 2(¢) = ¢ # 0.
fes 00

Choisissons une suite de nombres {z,} de telle sorte que L’on ait lim 7, =

Nn—o0
= -+ oo ¢t que 7, soit une presque-période de la fonction F(¢,w, u),
relative & 1/n. La suite de fonctions {F(i-+v,,y, )} converge vers la
fonction F(¢, y, ). Par conséquent, de la suite {#(¢-+7,)} on peut extra-
ire une suite partielle qui converge vers une solution de Péquation (15).
De la relation (17) il résulte que cette solution devrait &tre identique
4 la constante ¢. On aurait par suite

F(tye,0) =0

ce qui est incompatible avec lidentité (16), puisque la fonetion F(¢,y, u)
est croissante au sens strict par rapport A la variable y.

13. De méme quwau n® 7 on peut démontrer que quel que soit & > 0,
il existe un 6 > 0 tel que toute presque-période de la fonetion f(t, w, u),
relative & 4, est une presque-période de la solution minimale (et, par
suite, de toute autre solution presque-périodique de léquation (12))
de V’équation (12), relative 3 s.

Enfin, des raisonnements des n® 9 et 12 il résulte que toute molu-
tion de Véquation (12), bornée dans un intervalle (f,, -+ o0) (ou bien
(— o0, %)) est une fonction asymptotiquement presque-périodique au
sens de Fréchet.
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