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ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
VII (1959)

Sur la stabilité asymptotique des solutions d’un systéme
d’équations différentielles

par Z. MIKOEATSKA (Krakéw)

Le théordme T dont la démonstration est le but de la présente note
donne une condition de stabilité asymptotique des solutions du systéme

(1) , dz/dt = F(t, z),

ol & = (%y, ..., %), F=(fr,..-yfa), n>1. Il constitue une générali-
sation dun résultat de Krasovski (dans le cas » > 1, ef. [1] et la re-
marque 3 & la fin de la présente note).

DfrFINITION 1. L’intégrale ¢(f) du systéme (1) est dite stadle (au
seny de Liapounoff) par rapport & l’ensemble Z des points « de l'espace
euclidien F & n dimensions, lorsqu’il exigte pour chaque nombre & > 0
un § > 0 tel que pour chaque point peZ satisfaisant & Iinégalité [p — ¢ (0)|)
< 6 on ait

le()—olt,p,0)| <& pour >0,

ol ¢(3, p, 0) désigne lintégrale du systéme (1) qui passe pour ¢ = 0 par
le point p. :

DivINITION 2. L’intégrale ¢(t) est dite asymplotiquement siable par
rapport & Vensemble Z, lorsqu’elle est stable par rapport & Pensemble
Z et loraqu’il existe un entourage du point ¢ = ¢(0), w{|lp—gl| <7} (r>0),
tel que pour chaque pewZ on ait

(2) lp (®)—e(t, p, O)] >0  pour &->oco.

Hypothése H. F(t,») est tune fonction continue dansg lespace
4 n+1 dimensiong tout entier des points (1, #). Z est un ensemble com-
pact (fermé) ot connexe de l'espace F & n dimensions des points @, qui
partage l'egpace B en parties digjointes y; (y;y; = 0 pour ¢ £ §; B—2Z
»

= Yy;, p fini ou non). G est 1a somme des y; bornées. (Z étant com-
t=1

pact, G est aussi borné). Supposons, de plus, Punicité des solutions
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du systéme (1), et la stabilité asymptotique par rapport & l'ensemble Z
de la solution @(t, p, 0) du systéme (1) pour chaque peZ.

TuhorREME T. Dans Phypothése H. toute intégrale ¢(t, ¢, 0) du systéme
(1) est equiasymptntiquemem stable au sens de Liapounoff (1) pour q quel-
conque appartenant & G.

TLa démonstration du théoréme 7T peut étre partagée en plusieurs
étapes.

i. Lmvve 1. Supposons que Z soit un ensemble compact (fermé) de
cespace . Désignons par ¢(t, p, ) Vintégrale du systéme (1) passant pour
t = 0 par le point p. Supposons que pour chaque peZ Vintégrale o(t, p, 0)
s0it asymplotiquement stable par rapport & Vensemble Z.

Ceci admis, il eiste pour chagque & >> 0 un T = 0 tel que la convergence

(1.1) lp(t, p, 0)—g(t, g, )| >0  pour t— o0,
ot peZ, qeZ, implique Vinbgalité
(1.2) lp(t,p, 0)—p(, ¢, 0| <& powr 1= T.

Démonstration. Pour la démonstration par Iimpossible sup-
posong que limplication en question ne soit pas vérifiée. Il existerait
done un g > 0 et une suite {¢, p,, ¢} telle que ¢, — oo, v,eZ, %
et que Pon aurait

(1.3) lp(ty 2yy 0)— (2, 4y, O)ff > O
pour {~>oo (v =1,2,...) ob
(1.4) lp (s 2y O)— @ty &5 O)l| =

En vertu de la compacité de 'ensemble Z on peut extraire des suites
{n.}, {4} les suites convergentes

(1.5) Pa, > Poy  a, > Qo
Z étant fermé, on a
(1.6) poed, qoeZ.
De la stabilité il vient que pour chaque &> 0 il exigte un 4 = 0 tel que
(L7 e, po, O =o(t, p, )| e pour 1220, P —polf <3

o (ty gos 0)—p(t, g, 0)| <& pour 120, [g—goll <0

(1.8)

(%) Lintégrale p(i) est dite dquiasymplotiquement stable an sens de Liapounoff
lorsquil existe un entourage o du point ¢(0) tel que p(l) goit nsymptotiquement
stable par rapport & w ot que la convergenee (2) soit uniforme par rapport & p, pew.
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Done, en vertu de (1.5) et de la stabilité asymptotique des intégrales

@(ty Doy 0) €6 ¢, go, 0) powr chaque & > 0, il existe un N, tel
y = N, on & les inégalités ¢ due pour

(1.9) () Payy O =@t Do, O <6/t pour ¢ >0,
(1.10) (s 4ayr ) —0(t, 4o, O e/t pour 30
Il est évident qu'on a
(L11)" gty poy 0)— (L, o, 0)
< [lw(t, Pos 0) “"/”(t’pa,, Ol--llp (85 g,y O)—w(, pa,, )|+
+llp(t; goy ) (L, g, 0)]|
< 2+ p(t, pa, 0)—- ¢(ts @, O pour =0, »>N,.

Fixons un v, > N,. Bn vertu de (1.3) pour cha.que ¢ > 0 on peut frou-
ver un To(e) = 0 tel que

9 (8: Payy» OY (L, o, , Ol < /2 pour &> Ty(e)
d’ol, en vertu de (1.11), on a ~
lip(ts Do, 0)—@(t, o, O) <& pour &> Ty(e)
c'est-a -dire
(1.12) lo(t, Do) 0) (2, g9, O} >0  pour ¢-— oco.

D’autre part, en vertu de (1.4), (1.9) et (1.10), on a

lp(2a, s Do, 0)—o(t,; g0, O)ll = &
ce qui est en contradiction avec (1.12). Le lemme 1 est aingi démontré.

2. Lumws 2. Supposons que Pensemble Z soit compact ( fermé)zet con-
newe, ZC R, e que pour chague qeZ Tintégrale o(t,q,0) soit asympio-
tiquement stable par rapport & Vensemble Z.

Dans ces hypothéses o liew la convergemce uniforme

g, 0)| = 0

QeZ, peZ
Démonstration. En vertu du lemme 1 il suffit, pour chaque peZ
et geZ, de prouver que (¢, p, 0)—e¢(t, ¢, 0)]| = 0 pour #-» co.
Nous avons supposé que pour chaque peZ lintégrale g(t, p, 0) est
asymptotiquement stable par rapport & l’ensemble Z. Oeci veut dire gue
pour chaque peZ il existe un voisinage 0, tel que ‘

(2.1)

oty ¢, 0)— pour i - oo,

lp(t, p, 0)—@(t, ¢, 0) >0 pour  geZO,.
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En vertu de la compacité de I'ensemble Z, on peut extraire de la famille

des voiginages O, (théoréme de Borel-Lebesgue) une suite finie Opl, veey Oy

telle que "
m

ZC Y Op,

=]

(2.2)

En vertu de la connexité de ’ensemble Z on peut ordonner les points
Piy .oy D (80 Tépétant, il y a lieu, plusienrs fois p,) de telle manidre’
que la suite obtenue Py,..., D, (M <7 < oo) satisfasse & la condition

07,0534, # 0
Il existe done une suite de points w, (¢ = 1,...,r—1) telle que
(2.3)

pour 4 =1,...,r—1,

w;e05, 05,4,

(=1,...,7r—1).

Pour deux pointy quelconques peZ ot geZ, il existe des j, k tels que

(2.4) peO;; 4e05

L<igr, 1<k <r). On peut supposer que j < k. Nous avons
lp(t, 2, 0)—o(t; ¢, 0l < lip(t, p, 0)—o(t, By O)li+

+lp(ty g, 0)—p(t, Bi, O)l|+
k~1 k—~1

+ D et wi, 0)— (8, By O+ D llglt, wi, 0)—@(t, Brsrs O)-

i=j i=7
En vertu de (2.3), (2.4) et (2.1) nous avons
lp(t, 2, 0)—~o(t, g, Ol - O

qu.el que 80it peZ et geZ. En vertu du lemme 1 la convergence est donc
uniforme par rapport & p,q, peZ, q<Z.

pour ¢ - oo,

3. Lemme 3. Admettons Vhypothése H, et supposons en plus que
le diamétre de Vensemble Z ne dépasse pas A (A étant un nombre positif).
Dans ces hypothéses le diamétre de Pensemble G n'est pas plus grand que A.

Le lemme 3 étant presque évident, nous omettons sa démonstration.

4. Démonstration du théordme T. Introduisons les mnotations
yuivantes:

(ensemble Z;) ¢eZ, =il existe un peZ tel que g == @(t, p,0),

(ensemble ;) g<@, =il existe un peG tel que ¢ = ¢(t, p,0).

Gréece aux lemmes 1 et 2, on voit gue le diamétre de I'ensemble Z; tend
vers zéro avee t — oo, d’oll, en vertu du lemme 3, il résulte que le dia-
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métre de Densemble G, tend vers zéro pour ¢ -» co. (Yest-i-dire, pour
un ¢,<G fixé quelconque et pour chague pe@, on a
(4.1)

f—> oo

lp(t, », 0)—p(; g, O >0 pour

et en plus, pour chagmne & > 0, il exigte un 7, > 0 tel que pour ¢ > T, et
peG on a

(4.2) g (%5 25 O)—o0 (¢t €0, O e

Tes intégrales du systéme (1) dépendent d’une manidre continue du point
initial, on peut donc choisir un 8, > 0 de telle manidre qu'on ait (4.2)
pour tout p satisfaisant & Dinégalitié

(4.3) lp—agll <0, et 0 <t <T,.

@ étant ouvert, quand 6, > 0 est suffisamment petit, chaque p satis-
faisant & (4.3) appartient & @; par suite, pour chaque p satisfaisant & (4.3),
Vinégalité (4.2) est satisfaite pour 0 <t < + oo, c'est-h -dire @(t, gy, 0)
est asymptotiquemant stable. T, ne dépend pas de p, Tintégrale ¢(t, o, 0)
est done équiasymptotiquement stable.

5. Remarque 1. Pour n =1, lorsque l’ensemble Z est connexe

et coupe lespace B (B est une droite — oo <& < -+ co), l'engemble
(G est vide.
Remarque 2. La connexité de L'ensemble Z coustitue une hypo-
thése essentielle, comme le montre L'exemple construit pour n = 1:
Exnuere. Considérons Péquation différenticlle R
(1*) @ = f(t’ “‘)1

ol f(¢, %) est dounée par les formmules suivantes:

1—2z pour & >=1,

—1—g pour oK —1,
f(t, ®) =

z(i—z) pour O<Lo<1,

x(1-4-») pour -1 < <0,

On vérifie facilement que la fonetion f(i,#) ainsi définie est de classe
¢ ef, en plus, que chaque intégrale ¢(t, p, 0) de équation (1¥), passant
par le point (0, p), olt pe(0,1> ou bien pe{—1, 0), est asymptotique-
ment stable; néanmoins Pintégrale » =0 n'est pas gtable, car chaque
intégrale issue du point @, > 0 pour ¢ = 0 tend vers +1 pour t— co,
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et lintégrale issue du point zp < 0 (pour t = 0) tend vers —1 pour
1~ oo. (%)
Remarque 3. On peut facilement vérifier que du théoréme T on

obtient immédiatement le théoréme K de Kragovski [1] (pour » > 1).

TafopaME K (Krasovski). Supposons que pour le systéme @ équa-
tions (1) Dintégrale (1) soit uniformément stable. Tmwvisageons un domaine
Q (QCE) qui contient un voisinage 0 < lp—poll <7 (r>0) du point
po = @(0) e supposons que pour chague geQ Vintégrale o = @(t, g, 0)
du systéme (1) soit asymptotiquement stable (ou sens de Liapounoff).

Dans cette hypothése, Dintégrale ¢(1) est asymptotiquement stable (au
sens de Liapounoff) et Vensemble 2 est contenu dans la région de stabilité
asymplotique de g(t) (¢'est-a-dire pour chagque geQ on a llg(t, g, 0)— @) =0
pour - 0o).

La démonstration de ce théoréme s’appuie sur les trois remarques
guivantes:

1° Lorsque Dintégrale ¢(t,q,0) est asymptotiquement stable (au
gens de Liapounoff) et geZ, Dintégrale est asymptotiquement stable
par rapport & Z. :

20 Dans les conditions du théoréme K, il existe un ensemble Z satis-
faisant aux hypothéges du théoréme T. Il suffit de premdre pour 7z
l'ensemble |jp—pof =r. Bn vertu du théoréme T Iintégrale o(t) est
done équiasymptotiquement stable.

3° Lorsque le point ¢, 2, il existe toujours un ensemble Z compact
(fermé) et connexe qui coupe Vespace E de telle sorte que goe@, poe@,
oll @ désigne Ja somme des parties disjointes bornées de Tengemble B —2Z,
ZC Q. Comme, en vertu des lemmes 2 et 3, lo diametre de 1’ensemble
G0 pour t-»oo, on a |p(t, P, 0)—g(t, 4o, 0))| > 0 pour %-> oo,
ce qui veut dire que ¢, appartient an domaine de stabilité asympto-
tique de Vintégrale ().

(* On vérifie aisément que les intégrales de l'équation (1%) ont la forme

pour w>=>1 o= ke t4 11 pour t-»o00 (b3=0),

pour O<w<l w=-1—_m—_—t—+. powr t->o00 (k>0),
-1

pour —1<<a<0 w=1_‘75517—)_1 pour t-—>o00 (k=<<0),

pour w<K —1 % =hket—1—> —1 pour t->00 (b<O0).
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. L’hypothése de la stabilité de ¢ () n’intervient ni dans la démonstra-
tion du théoréme T, ni dans celles des lemmes 1-3. En vertu de 1°, 2°,

3° on voit done gu’elle peut aussi &tre omise (pour n > 1) dans le théo-
réme K.
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