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done du théoréme de J. Schauder qu’il existe au moins un point inva-
riant de Popération (17), c’est-a-dire au moing une solution de ’équation
(5) et de méme une solution de I'équation (1) satisfaisant aux conditions

(8).
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Sur la résolution du probléme aux dérivées tangentielles
pour I'équation. parabolique
par la méthode des approximations successives

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction. Soit 1'équation aux dérivées partielles du type
parabolique quasilinéaire de la forme

- 92 - ) d

~ U U /1

1 v = A, 1) —— bo(4, ) — —_——

(1) (u) aﬂilaa,g( , 1) G5, +,,=El {4, 1) o, +e(d, t)u 5

ou Ou
= F(A., t, ’M,*‘a‘;v:, ey Tmn)
dans Vespace euclidien des points (24, @, ..., @,, 1).

Dans le travail [4] nous avons posé et résolu pour l'équation (1)
un probléme aux limifes aux dérivées tangentielles par la méthode topo-
logique du point invariant de J. Schauder. Nous résoudrons mainte-
nant ce probléme par la méthode des approximations successives.

Cette méthode est basée sur des hypothéses moins générales que
la méthode topologique, mais elle présente Pavantage de fournir le pro-
cédé qui permet de caleuler la solution et n’exige pas que I’on admette
G(p, 0, wg, Uy, ..., %) = O comme dans le travail [4].

Nous admettons pour les coefficients réels de I’équation (1) les
mémes hypothéses que dans les travaux [1], [2], [3], [4], ¢’est-A-dire
que ces coefficients sont des fonctions déterminées dans le domaine
fermé

@) AByy oo, 2)eR+8, 0T
et vérifient les conditions de Holder

(3)  1dup(4, 1) —ap(Ay, t)| < const-[raq, + [t —1,"]

Ba( 4, 8)—ba( 4y, )] << consb-r
le(4, 5)—e(4y, )] < const-rly, ;

0 < ¥ <1),

(4) 0<h<1)
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en outre, les coefficients b, et ¢ sont continug par rapport & la variable 4.
< 0 désigne un domaine borné dans Pespace euclidien & n dimensions
(n > 2), limité par la surface fermée §, 744, désigne la distance eucli-
dienne entre deux points A et 4.

On suppose de plus que la forme quadratique

(5) D) a4, ) XX,

a,f=1

est définie-positive dans le domaine fermé (2) et que la surface fermée
§ vérifie 1a condition de Liapounotf (voir [3]).

Quant % la fonction réelle F (A, ¥, Ug, Uy, ..., %), figurant an second
membre de Péquation (1), on admet qu’elle est définie et continue dans
le domaine fermé

6) Ae@+8, 0<t<T, |u/<E (a=0,1,...,m)

et quelle vérifie la condition de Holder-Lipschitz de la forme
() |F(A, 2, toy Uny ey Un) — F(A'4 8, Ty Ygy ey U)]

n
< const- [rfﬂl—k Z |t — ;\].

am0

Pour énoncer le probléme aux dérivées tangentielles, supposons
donnés ¢ champs de directions des tangentes

(8) ) (B, (59)

définies sur la surface 8, qui font corregspondre & tout point P de cette
surface les directions déterminées s, s, ...,s® des tangentes en ce
point 3 la surface 8. Nous supposons que l'angle entre deux directions
- du méme champ, correspondant & deux points arbitraires P et ¢ de
la surface S, vérifie I'inégalité

I<gsn—1)

9) (89, ) < constrFy (e =1,2,...,q)
h, étant une constante positive non supérieure & l'unité.

Notre probléme aux limites consiste & déterminer une fonction
w(4,1) qui: 1. vérifie ’équation (1) en tout point intérieur (4,?) du
domaine (2) et est continue dans l'emsemble (4eR+8, 0 <t <T),
2. véritie la condition limite

a@
(10). g+ 9B Du(P, 1) = G2y w(Py 1), ) (P 1)y 0 (Py1)]
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en tout point P de la surface § pour ¢ > 0, 3. vérifie la condition initiale

(11) limu(4,t) =0
0
en tout point intérieur AeQ.

Nous avons désigné par

(12)

. a4 .
ua;g)(Pat)=hm_[u(Ayt)] (a=1,2,..., 9

AP ds%?)
}a 1ix.nite vers laquelle tend Ja dérivée de la fonetion %(A,t) au point
lntér%eur 4 dans la direction de la tangente sf," au point Pe8, sile point
intérieur 4 tend d'une fagon arbitraire vers le point P. Ensuite nous
avons désigné par .
du R ou(d, t)
T =jl_§£ Gop( 4, t)cos(Np, 1) :

af=1 a

(13)

la limite de la dérivée transversale. G(P,t, u,, w,, ..., Uug) et g(P,t) sont
des fonctions réelles continues, définies soit dans Ja région

(14) PeS, 0<t<T, |u/<RB (a=0,1,...,m),
soit dans la région ‘
(14" PeS, 0<t<T.

La fonction g(P, ¢) vérifie Ia condition de Holder par rapport & la va-
riable P avec lexposant h,.

Nous verrons que le probléme posé conduit % Ja résolution dun sy-
stéme d’équations intégrales & forte singularité. I’application de la mé-
thode des approximations successives & ce systéme d’équations exige
des considérations plus délicates que pour le systéme classique d’équa-
tions intégrales & faible singularité. Dans ce but, nous supposons que
la fonction continue donnée G(P,t, ug, ty,...,%,) admet des dérivées
continues par rapport aux variables numériques g, Uy, ..., Uy, QUL Véri-
fient la condition de Holder-Lipschitz et qu’elle vérifie la condition de Hol-
der par rapport & la variable P avec I'exposant hy; notamment on admet
les inégalitiés

(18)  [G(P, 1, Ugy Uy - -y Ug) —G(Pr,y T,y gy g, -5 thg)]
]
<Tg[rd, + Xl —ul],
==
(16") |G1’4,(P: by thoy Uy ey ua)—gl’lu(Pll Ty Upy Uy ey tig)]

aq .
<ké[rlh'g’1+2|u-_'”’;|] (a——-O, 1;27-"14)

»=0
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dans la région (14); kg ot kg sont des constantes positives, hy — une
constante positive non gupérieure & l'unité.

Nous avons emprunté DIhypothése précédente & Gusejnoff [5]
qui a appliqué, le premier la méthode des approximations successives
aux équations intégrales & forte singularité. Cette méthode a été déve-
loppée et approfondie par Przeworska-Rolewicz [6] pour les équations
intégrales dans le plan de la variable complexe & l'aide des moyens de
Panalyse fonctionnelle.

Signalons que Ihypothése (15) est moins générale que dans noetre
travail [4], basé sur le théoréme topologique de Schauder.

2. Résolution du probléme. Nous cherchons la solution du pro-
bléme sous la forme d’une somme (1)

i N
=[ [[[r4,,B,0F,
0 Q

i
+ [ [fT4,4Q,99(@, v iQd
0 8

o 0

(16) u(4, 1) ' E T BE,

[B,t,u(B,r) ]dB(lr -}

d'un potentiel de charge spatiale et d’un potentiel de simple couche deo
dengité inconnue ¢(@, v). On a posé
(A7) F(B, v,y oy Uyy oo ey Un)

= —(2Vr)""Vdet [a(B, 7)| F (B, 7, tgy Uyy «rry Un)
olt a®®(B, ) désignent les éléments de la matrice inverse de la matrice
[@ep(B, 7)]. La fonction I'(4,%; B, 1) est la solution fondamentale de
Péquation (1), déterminde par les formules (6), (7), (8), (14) de mnotre

travail [2]. D’aprés le méme travail, la dérivée transversale de la seconde
intégrale dans la formule (16) a la propriété limite

(18) hm———f ffFA,v,Q,

21/7r
2l/det1a"” P t)]

@ étant une fonction confinue. La dérivée transversale de la solufion
fondamentale admet une limitation & singularités séparées faibles (voir

[2], p. 75) P
(19) IR—T;[P(PJ’Q’T)]

Q, 7)dQdr

,)+fffm~[fp,t,ce, )19(Q, 7) dQd

const 1
=) g

(*) dB désigne 1'élément de volume au point BeR et d — élément d'aire au
point Qe8.
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w est une constante choisie arbitrairement % lintérieur de I’intervalle
(1—2,/2,1), olt %, =min(h,2h',x), » désignant Lexposant dans les
conditions de Liapounoff. I.’intégrale du second membre de (18) est done
absolument convergente.

Si la fonction ¢(@,7) vérifie la condition de Holder par rapport
4 -la variable @, la dérivée tangentielle de lintégrale de surface

dans la formuwle (16) a, d'aprés le travail [3], la propriété limite
suivante

i
o d g
eo) tim 5 [ [ 1150, 9010, magas

=fff1’sg)(1’,t;@,r)qﬂ(Q:T)de‘r,
0 S

ol la fonetion sous le signe d’intégrale a une singularité forte, mais 1’inté-
grale singuliére (20) a un sens, notamment on a inégalité

const

|[[ @2, 1;Q, )9 (@, 14| < <G
s 7)

ol 1—k,[2 < u, <1, k, = min(h,, h, x).
absolument convergente.

En demandant que la fonction (16) vérifie la condition limite (10),
nous arrivons, d’aprés les propriétés citées, & ’équation intégrale singu-
liére suivante

@y
2Vaet o (P, 1)|

Cette intégrale (20) n’est pas

(21) 9P, 0+

+ff“_ (P, 60, 91+ 0(P, TP, 150, )}w(@n)d@dw

0 2

du ] dBix

ou
XF1[[B777“(B:T);¥7 "’5—£~
1 n

=G[P,t, u(P,1), 'll,sg)(P,t), ceny u,g)(l’,t)],
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ol l’on a posé
(22) w@(P,1)

! ou ou
=ffffl"g“)(P,t;By1)1"1[3,1’7“(37"):—”"1"'7—]d3d7+
3 3 5 651 657;, "

t
+ [ [[r@,40,99(@Q,ndQdr (e =1,2,..., 0.
[ -4

Notre probléme est donc ramené & la résolution du systéme d’équations
intégro-différentislles non linéaires (16) et (21), & singularité forte, avec
deux fonetions inconnues: l'une u(4,t?) dans la région [, (0,T)], la
seconde @(Q, 7) dans la région [8, (0,T)].
Pour résoudre le systéme d’équations (16) et (21), étudions le systéme
suivant d’équations intégrales singulidres

(4, t)
i
=f fffr(A,t;B, ) F1[B, 7, (B, ), % (B, ), ..., tn(B, 7)]dBdr
[] Q2

t
+f IIF(A’tinTW(Q;T)der,
b s

Q2
13 .
+fLfrz,<A,t;Q,r)qa(Q,r>der (v=1,2,...,n),

@V

2’31 s e——
(29 2V det|a®(P, 1)| v

®,0+
13

[ [z, s50,a1+o@, 01, 1.0, 9) ol0, agar-+
[

t
+0f fnff {;%;[1’(1’: t; B, 7)]+g(P, ) I'(P,t; B, T)}x

X [B, v, us(B, ), ..., Uy (B, 1)]dBdr
= G[P, %, u(P,1), 77:;}3)(1’, 1) ﬂsg)(Py Il
& n+2 fonetions incomnues [uy(4, ), uy(4,?), ..., us(4; 1), (P, B)].
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On a posé
(24)  mP(P, 1)

1
- Of fgffﬂg)(l’,t;B,r)Fl[B, 7, Ug(B, 7), ..., Uy (B, 7)]dBdr+

i
+fLjfrs;s)w,t;@,r)w@,r)der (e=1,2,...,9).

Nous allons démontrer que le systéme (23) et (23") est résoluble par
la méthode des approximations successives si Ion admet Thypothese

(15), (18")
Considérons n+2 suites fonctionnelles
(25) {uf™ (4, 1)}, (W4, 0}, ..., {u™(4, 1), {p™(P, 1)}

déterminées par les relations de récurrence

u{™D(4, 1)

t
= [ [[Jr(a,t; B, F,[B, v, {"(B, ), ..., ul™ (B, v)]dBr+
0 2

t
[ [JT 4,40, 99, oy,

26
o u{™N (4, 1)
t
= [ [[[Ia(4,t; B, 0)F\[B, 7, "B, 1), ..., ul™ (B, )]dBdr+
0 el
; ‘
+ [ e (4,1, 0™ (Q, v)dgdx,
[
(26) CVE e,

~ 2Vaet|a? (P, 1) |

, |
a
[ [ {7650, 00012, 07 (2, 150, ) 6900, vyda +

13
d
[ s tomore, o5, o
XF[B, 1, uﬁ""(B, T)yeney ua('nm)(Bv 7)]dBdz
= G[P, 4, uf"(P, 1), GH(P, 1), ..., BY(P, )],
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ol l'on a posé

@7 aPP, 1)

1
=f [P, t; B, D F[B, b, ™ (B; 1), ..., i (B, 7)]dBdv+
0 2

12
+ [ [[r@ e, 7)e™(Q, 7) dQdr.
o S

Les premiers éléments
(28) '“go)(Ay 1), /“'go)(A-y )y eens ug)(A: i), ‘P(o) (P,
des suites (28) sont des fonctions continues, arbitrairement choisies
parmi les fonctions vérifiant les conditions
U (4,1)| <R,
lu$°) (4, t)"uso) (4, 0 < GODS'?'TZ%,
l‘P(o)(P7 O <e

I‘P(o) (P, t)_‘P(o)(-Pla ) < kwr;‘f:la

(»=0,1,...,m)

o et k, étant des constantes fixées arbitrairement, h, est une constante
positive aussi fixée arbitrairement, mais sous la condition que les iné-
galités suivantes soient vérifides:

< min (hg, k) <1,
(30) 0 < hyl<h <1,
< u, = min(h, 2b', %).

Nous allons chercher les conditions d’existence des suites (25) et
de leur convergence.

Supposons que l'approximation m-iéme vérifie Jes inégalités de la
forme

™ (4, ) KRB (»=0,1,...,m),
<

(81) lp™ (P, 0] < e,
g™ (P, 1) — g™ (Py, )| < By,

w{™(4,1) tant continues dans la région [Q+8;0 <t < T7J, et cher-
chons les inégalités pour l'approximation suivante.
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Noug analyserons d’abord les relations (26), en nous appuyant sur
les limitations

const 1
(t—f sz
const 1

o

II'(4,t; B, 7)| <
(32)
|‘F%(A7t§ B, 7)<

et sur la décomposition
t
38) [ [[Iq(4,1 @, 0e™ (@, v)dQdx
0 8§
i
= [P, %) |[[Ts(4,1Q, DdQ|dr+
0 s

i
+ [ [[Ta(4,Q, 9™ (@, ©)—¢™ (P, ©)]1dQdx,
6 8§

P étant le point de la surface S le plus rapproché du pointi ntérieur 4 < 2.
Nous en concluons, d’aprés mnos travaux [2] et [3], que les fonctions
(26) sont déterminées avec leurs limites, si 4 — P, et quelles vérifient
les inégalités

[wf™ (A, )] < o, T sup | F| 4o T "0,
(4, 1) < T Hsup| B+ hot ek, (h =1,2,.m),

4 étant: fixé & Dintériewr de Dintervalle (1—hy/2,1), ¢y, Ca, 61, 02 oy
sont des constantes positives, indépendantes des fonctions F, o™ et de T.

D’aprés les théorémes 2 et 3 du travail [2], la fonction w{**? véri-
fie la condition de Holder de la forme

(38)  |uf"t(4,t)— u{™ (44, 1))| < (& 8up [F|+T50) [/"OAAI““ [1—1,%],

@, et T, étant des constantes positives indépendantes des fonctions
F et o™, 6 ot 6’ sont deux constantes positives arbitraires infé-
rieures & l'unité.

En outre nous pouvons affirmer que les fonetions w™D (4, 1) sont
continues et borndes 3 lintérieur de la région 2, & 0 <t < T et con-
tinues et borndes dans 2+ 8, 8 0 <t < T, en admettant les limites
de ces fonctions, pour 4 — P, comme leurs valeurs & la surface § méme
(pour ¢ > 0).

Remarquons encore qu’on peut fixer les constantes &, => 0y, Gy =05,
%, > o) de telle fagon que les inégalités de la forme (34) soient vérifides
par les fonetions (27)

(36) (P, 0] < 6T "sup || +5,0-+ 5Tk,

(34)
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_ Passons maintenant & lanalyse de la relation (26"). Tout d’abord
nous voyons, d’aprés (36), que le second membre G aura un sens déter-
miné et sera continu, si les constantes positives arbitraires o et %, véri-
fient les inégalités

o, T #sup | F| 4, T *o < R,
5,1 *sup | F|+80+8 1" "k, < R.

Daprés le théoréme 2 de notre travail [3] et les inégalités (30),
(85), le second membre de la relation (26) vérifie 'inégalité de Holder
de la forme

(38) |G[P,t, uf"'>(1J,t),ﬁf,§§,

(87)

) T (P, )]—

s TP, )]

+ (01 Mp+5, 0" g8+ Mprgg +4(Cre+ Oaky) g3, ]
< hgloy+ 0y (Mpt 0O+ aMp+ ay0+ a5k, 113,

“G[-Pla tv MEM)(PU t); 'Tl‘:(;:lé;(Pl; t);

< kg [Jr"ﬁ'

ot My = sup |F|, ky désigne le coefficient de Holder pour Ja fonetion

@G et ay, ay, a5, a4, a; vont des constantes positives, indépendantes des
fonetions F, G.

La relation (26') définit 1a fonetion ¢™+)(P, 1) comme une solution
de I’équation de Volterra de la forme

@V

39 —_— e
39) 2Vdet|a® (P, 1)|

‘P(m+1)(P’ B+

+fff{—[rP 50, D1+ 02, DI, 60, 1} 600, )00
} =f(Pat)

ou f(P,t) est une fonction continue déterminée.

Drapréds la limitation (19), équation (39) admet une solution unique
déterminée par la formule

@V

2Vdet |0 (P, 1)|
4
—2(21/;)-"f ff%(P,t;Q,

ol N désigne le noyau résolvant du noyau de Véquation (39). La fon-
ction ¢™+) vérifie done 1'indgalité

(41) g™ (P, 8)] < (1+Eg) Kqsuplf(P, 1)),

(40) ™(P, 1) = — F(P,t)—

det|a(Q, )| /(@ 7)dQdr,
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ol Ky et K, désignent les bornes supérieures des fonctions

t
Ky =sup|[ [[I190P, 1;Q, v)]agar],
(42) ]
K, = sup[2(2Vx) "Vdet|a® (4, 1)]].
En tenant compte de la limitation

const 1
(—z)* ,r'n.+1 —2u

d
(42") ‘lm‘[r(P7 t; B, )]+ g(P, ) (P, t; B, 7)| <

nous en concluons que la solution de Péquation (26') vérifie 'inégalité

W R, < A K[ Tt s 6],

oo 2]

Cherchons la condition de Holder pour la fonetion ¢™+". Dans ce
but remarquons, en nous appuyant sur la continuité évidente de la fon-
ction ¢™+Y et sur les théorémes 2 eb 4 de notre travail [2], que Ia pre-
midre des intégrales du premier membre de I’équation (26), I,(P, 1),
vérifie 'inégalité de Holder

(44) \IL(P, 1) —I,(Py, 1)] < const-sup|¢™+V|rz,

(en tenant compte des inégalités (30)) et la seconde I,(P,t) vérifie,
d’aprés le théoréme 5 du travail [3], Pinégalité de la méme forme:
(44:’) —I(P;, 1

\T,(P, 1) )| < const- sup| g™ | rze,

Nous avons vu que le second membre de Véquation (26°) vérifie Ia
condition de Holder (38) aussi avec l'exposant h,; nous en concluons
que la solution ¢™+Y de Péquation (26') vérifie la condition de Holder
de la forme

(4B) ™R, 1) — ™I (Py, 1)
< {D,sup ™I+ Dy kglas+ ax(Mp+ o)+ as M p+-,0 a5 «p]} PPy

D, et D, étant des constantes positives, indépendantes des fonctions
F et G
En rapprochant les inégalités obtenues (34), (43) et (45), nous pou-
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vons affirmer que les fonctions w™*V(4,t) et ™™ (P,t) vérifieront
les inégalités
[uf™ (4, 1) <R

(46) lp™ (P, 1) < e,
|¢(m+1)(Pa t)_'_(P(m+1)(P17 t)] < kqﬂ.}};%l

(»=0,1,2,...,,n),

de la méme forme que (31), si les constantes du probléme vérifient les
conditions suivantes:
T Mp+ 0, T *9 < R,

6T Mp+8 0+ T *k, < R
(47) 1 r 2@ 3 P X ’

oc
(1+Ey) K, i—:;Tl"‘MF+ suplG’l) < e

Do+ Dykglay+ ay( Mp+ o)+ 0, Mp+as0+ ask,] < .

Nous en concluons, par induction, que i les fonctious initiales des
suites (25) vérifient les conditions (29) et si les constantes du probléme
vérifient les inégalités (47), alors les suites (25) existent et vérifient les
. inégalités (31) quel que soit m.

Le choix des constantes positives o et k, étant arbitraire, les con-
ditions (47) meront toujours satisfaites, si les constantes du probléme
My, kg, sup|@| et T sont suffisamment petites.

Nous démontrerons maintenant la convergence uniforme des suites
(25). Dans ce but il suffit de démontrer la convergence absolue et uni-
forme des séries fonctionnelles

2[u$m+1)(A:t)~u$m)(A;t)] (”:071,27~'°7n)’
M=l

(48)

o
D, [P (P, 1) —p™ (P, 1)].
m=0
Nous signalons comme point essentiel que les considérations actu-
elles exigent de plus la mise en jeu de la série des coefficients de Holder
pour les’ différences ™+ — g™,
D’aprés les relations de récurrence (26) nous aurons en nous appuyant
‘sur les inégalités (7) et (32), les inégalités suivantes pour les différences
des fonctions u{™: ‘

(49) lusf"“’(A, £)— g™ 4,9

n
const-ky 3 |uf™ — uf™=Y)|

i
<! f nf f (tfi)“rz}’“

congt - |pt™ — gtm—1)|

b1
aBir+ [ fs [ . 4qdr,
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(49') ™D (4, 1) —ul™ (4, )]
n
¢ congt-kp 3 [ul™ —uf*)|
0

o= dBdzw+-
</, R

¢ .
+ [ @, =g, ) [ et s 0, agfaet

' 3
_ const - dr el de
+H [ — "] 'of G—f Lf n31—3p

TAQ
(P=1,2,...,031—h,[2 <p<1),

olt H[y(P,t)] désigne le plus petit des coefficients de Holder de la fon-
ction v, c'est-A-dire la borne supérieure suivante

(P, 1) —p(Pr, ]

7l

(50) H[p(P,1)] =sup
PPy

si P,PeS,0<t<T. .
Draprés (49) et (49'), nous concluons que Jes différences des fonc-

tions »™ véritient, quel que soit m, les inégalités suivantes
(61)  |uf™(4, ) —uf(4,1)]

n
< by 3] sup )+ B sup ™ — o,

a=0

(1) (™A, ) - (4, 1)

< By > sup ™ — ul V| byt~ sup lp™ — g™+

a=0

+ batl-”H [‘P(m) — (p(‘m-l)]

oiL by, by, by, by, by sont des constantes positives déberm}nées, ne dépen-
dant que de la surface S et des coefficients de 1’équation (1)£m_1)
Passons & Pétude plus difficile des différences ¢ (P, 1) —¢™ (P,1).
Dans ce but nous démontrerons d’abord les lemmes suivants.
LeMME 1. 8i la fonction donnée G vérifie les conditions (18) et (15'),
la différence AG s'ewprime par une SOMME de produwits:

(0 =1,2,...,m),

(51 AG = G(P, t, Eo;Eu ceey Eq)_G(-P7 1, Egy E1y--y E0)

q — —_— -
= D 1Pyt S0y £1y ooy by by oo GG &)

=0
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ot les fonctions f, des arguments (P,t, &y, &, ..., &, é,, ey é,l') vérifient
les conditions de Holder-Lipschitz suivantes

(52)
Pty Egy &Ly ooy &0y By oy E)— LA P 8, & &y B E L ED)
v q . _
< ka[;;/P,,'FZ |§;~s;’{+2 & &/).

Démonstration. On suppose que PeS, 0 <<t <<T et que les

variables numériques réelles &y, &1, ..., &, El, Ez, ,Eq ont des va-

leurs choisies arbitrairement dans 1’inte1va;llo fermé (—R, 4+ R). En
décomposant la différence (51) en une somme de ¢ (hfféren(es partiel-
les et en appliquant la représentation intégrale évidente, nous aurons

(63) 4G

Mn

(@t b0 ars bt & B =GB 6y By By By o 89|

o

»=f

Mo

APy s Eoy Ery ey Euy By oeny £ (B— &)

»

1
o

olt les fonctions 7, sont déterminées par les formules
(B4) [Pyt Eoy b1y By by ey &)
1
= [GLIP 1, Eoy Ery vy by Eb8(E—£), Epny ooy Efldo
0

(r=10,1,2,..., 9.

Les formules précédentes, ainsi que les propriétés admises (15'), entraf-
nent immédiatement la conclusion (52) de notre lemme; P’ et P’ sont

deux points quelconques de la surface § et (£, &), (£, £) des coup-
les de valeurs arbitraires dans Pintervalle (— R, +R).

Lemme 2. La différence des valewrs du second membre de la relation
(26%), correspondant aux indices m et m—1:

(85)  6u(P, 1) = G[P, 1, uf™( P,t),ﬁﬁ’ﬁi(?,t) o T (P, 1)1~

— P, 4, " (P, 1), Wl (P, Y), . T (P Y]
vérifie Vimdgalité swivante
(56)  [6m(P, 8)] < hgsup |uf™ w~ugm-l>|+7,=Fkag1z1*'*2supw"‘) uf™ |+

aw()

+kagat T sup [ — g ) 4 gyt H [ — V],
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o gy, Gay 95 Sont des comstantes positives, ne depmdant pas des fonctions
F et G.

Démonstration. La conclusion (56) résulte de L'inégalité admise
(15), des relations de récurrence (26), (26'), (27), de la déeomposition (33)
et des limitations (32). Nous aurons en. effet

[0m (P, 8)]
11/,(7”) u("”“l)] dB

const -dv o
< kgsup [u(m) u,('m—l)| + kg i f ff 0 p +1—-2 -+
[}

+kajf|¢(m)(P;T) (P, rl]ff W (P, 15 Q, %) aQ| dv-+

a=1 0

const - dr .
e H [p™— o] f f f o 2,‘,,,1, (—hyf2 < u<1),

d’oll nous arrivons & 1'inégalité (56).

LEMME 3. Le coefficient de Holder H, aw sens de la formule (50),
pour la différence (B5) vérifie Vinégalité suivante
(87)  H[bu(P,1)]

< [hpka T " (834 8 Mp+ 850+ 84kp) + (lkp+ 1) Fg 2 sup |ud” —uf" |+

=0

+ [kGTl_I‘(81+ 83 MptS0+ 8k ) + Iy kg ] sUp ](p(m) (7"'—1)1 +
+ [83 Tl_ﬂk@('gl + 8o Mp-+830-+ 34 tp) + 83 kG]H [‘P(m) '—‘P(m—l)] ’

1y Sy Sgy 4 53 83 5 Iy, b1, o Sont des constanites.

Démonstration. La démonstration de ce lemme sera basée sur
le lemme 1. Notamment nous substituons

Eo = uf)m)(Pv 1), E_, == ﬁe(zw:}(P: t),
(58) m1) =1,2,..,9
&g = “Sm_l) (Pyt), &= ueg) (P, 1)

ot nous aurons, d’apreés la décomposition (53),

a
(59) (P, )—8n(P", 1) = 3 [(A) — (1) 1M (P, )= (F5 )]+
y=0

+ Zg () [ B, ) —afmD (P, ) — (@ (B o) ~w D P )],

=20
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ol on a posé pour abréger

__(m — (m-1 (M) — —_
W, Y =, -,

P’ et P désignent deux points arbitraires de la surface §; (f,)' et (f,)”
sont les valeurs des fonctions (54) aux points P’ et P, aprés y avoir
substitué les expressions (58). En nous appuyant sur la décomposition
(59), nous pouvons écrire I'inégalité

a [
(60) H[0n(P, 1] < D HIf]supla{™—af" M +lkg > H[a™ a7,
pm=( y=0

Vu la propriété (52), nous avons

a
HIf,] < Tegsup [rjglotrgie, D) 1@l (P!, ) —al™ (P, 1)| +

a=y

+ 1, D EII(P 4 A (P 1))

a=0

Mais, d’aprés nos travaux [2], [3], les fonctions %™, données par
les forn}gles (27), vérifient la condition de Holder avec ’exposant hy,
le coefficient étant une combinaison linéaire des mombres My, k,, o;
par conséquent les coefficients H[f,] vérifient 1'inégalité
(61) HTf,] < kg(s;+ ;. Mp+ S50+ 85%,),

$15 82, 83, 84 étant des constantes positives.
Ensguite, d’aprés la formule (27), nous avons

(62)  [a™(P, ) —u (P, 1)|
=jfnffl’,g)(l’,t;B,r){Fl[B,r,usm)(B,r),.‘.,uﬁf")(vB,r)]-—-
—F: [B, 7, uf" (B, 1), ..., ul™D(B, )]} dBdr +
+of £f rP(P, 49, 7)™ (@, v)—¢™ (@, v)1dQds

d’ol, en appliquant les théorémes 5, resp. 1 et 2 de nos travaux [2] et
[8], nous aurons les limitations

n
(63)  sup @™ 2" < gl D) sup uf — w0 4

a==0

+ 838 sup| g™ — o™ D| L gy f1HH [~ gt

icm°
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L
(64)  HEM -] < ks 67 ) sup [ —w |+

a=0

+ 85/ suplp™ — g™V + 5 H [ — g™ V],

81,85, 85,81, 83, 85 6tant des constantes positives.

En rapprochant les inégalités (60), (61), (63), (64), nous arrivons
3 1a conclusion (57) du lemme 3.

COROLIATRE. Les différences o™ —o¢™ vérifient les inégalités sui-
vantes

(63) g™ (P, 1) — g™ (P, ] < ke(L+e? ) sup|uf™ —uf* V| +

+legt' ™ (e €5 F) Z sup [uf™ — ul™ V| + gyt sup ™ — ™)+

a=0
+ kgt H [ — ™ ],

(66)  H[g™—p™] ej T *sup | — ™|+

n
ey T+ Y sup |ug™ — Ul |+ esup| Om| e, H [8n],
a=0

o i faut remplacer sup|oy|, H[0y] 68 sup jp™ Y — ™| par les premiers
membres des inégalités (56), (60) et (65); €1, sy sy o1, 61, €3, €, sont des con-
stantes positives.
On démontre les propriétés (65) et (66) en remarquant que la dif-
férence b étudier vérifie Iéquation intégrale (voir (26'))
(2V=)" '
Vet (®, 0]

t
d
om P7t7 ’ P tr_P,i; y }X
+.ffsff{dTP[r( @, )1+g(P, 0T (B,1:Q, %)
X [@™(Q, ) —¢™(Q, 7)]dQdv+
2
+f ”f{a%fr(Pﬂ;B,T)Hy(P,t)r(P,t;B,T)}x
v “a P

X{FI[B, T, ufM (B, 1), ..y w™(B, 7)]—
—F,[B, 7, " (B, 1), ..., uy (B, v)]}dBdr
= @[P,1, uf™ (P, i),ﬁﬁ"’)(l’, 1)y ﬁﬁm)(l’, BH]—
—@[P,t, u§* (P, 1), T‘imql)a EEES) ﬂgzm_l)(P: 1,

(67) g™(P, ) —¢™ (P, )]+

en appliquant les Jemmes précédents et le théoréme 4 de notre travail [2].
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Les limitations obtenues (51), (b1'), (656), (66) nous permettent de
résoudre la question de la convergence des séries (48). Dans ce but, il
suffit de démontrer la convergence de la série numérique

]

(68) Db

Me=]
ol

(69) O = > supluf™ (4, t)—uf™ (4, 1)+

»=0

+8up g™ (P, 1) — o (P, )|+ H g™ (P, 1) - o™ (P, 1)].

D’aprés la forme des inégalités (51), (B1'), (65), (66), nous voyons
quil existe des constantes positives A,, A,, 4,, 44, A5, indépendantes
des fonctions F et @, telles qu’on ait

(70)
Om < [Ashg~+ Askp+ Agligt Agkpka+ As(Mp+ o+ ) (bp-+ 1) ] Ops

quel que soit m.

8i les constantes caractéristiques du probléme kg, ki, kg, kg sont
suffisamment petites pour que L'on ait

(1) Aikg+ Asz+Ask&4"A4kﬂ’ké#+As(MF+ o+ kw)(.kF+1)]c,G <1,

il en résulte que la série (68), et par conséquent les séries (48) ot les suites
(25), seront uniformément convergentes.
En somme, si les constantes du probléme

Mz, kg, 8up |G, kg, kg, T

sont assez petites pour que les inégalités (47) et (71) soient vérifides, il
oxiste des fonctions limites des suites (25)

Lmauf™(4,8) = uwl4d,t) (»=0,1,...,%)
(72) '

limg™ (P, 1) = ¢*(P, 1)

M—r00

qui constituent une solution du systéme: d’équations intégrales singu-
lidres (23), (28'). On peut démontrer par une méthode classique con-
nue que cette solution est unique dans la classe des fonctions w, con-
tinues et des fonctions ¢ vérifiant la condition de Holder (46).

icm°®
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En g’appuyant sur les propriétés des intégrales de 1’équation para-
bolique (voir [1], théoréme 7) on déduit les relations

dug (4, 1)

(78) uy(4,1) = e

(»=1,2,...,m)
en tout point intérieur AeQ2, pour 0 <t << T.

Par conséquent les fonctioms wg(4,t), ¢*(P, 1) constituent la so-
lution du systéme d’équations intégro-différentielles (16), (21) qui est
unique dans les classes des fonctions précisées plus haut.

Nous allons prouver que la fonction déterminde ug(4,1) représente
une solution du probléme aux limites proposé. En effet, d’aprés les pro-

. priétés des dérivées du potentiel de charge spatiale relatif & ’équation

parabolique (voir [2], page 88), les dérivées (73) données par les inté-
grales (23) vérifient la condition de Holder (par rapport aux variables
spatiales) avec un exposant arbitrairement inférieur & Punité dans tout
domaine fermé Q*C 2, done la fonction

7 0
FI[B) T, ’I/,:(B, T)v'gé_u:(B? "'-)7 -'-a&—u:(‘B: T):I
1 n

vérifie aussi dans tout domaine Q* la condition de Holder par rapport
3 la variable B. Il en résulte (voir [1], page 52) que la fonetion ug(4, )
admet des dérivées secondes qui vérifient 1’équation parabolique donnée
(1) en tout point intérieur A2 pour 0 < ¢ < T. La fonetion limite
@* (P, t) vérifie la condition de Holder (46), donc les valeurs limites des
dérivées tangentielles de la fonction u*(A4,t) existent en tout point
Pel pour 0 <t < T ef, d’aprés I’équation intégrale (21), la fonction
u*(4,t) véritie la condition limite (10). Elle vérifie évidemment aussi
la condition initiale (11). Nous pouvons done énoncer le théoreme sui-
vant.

TahoriME. Si les coefficients de Véquation parabolique (1) vérifient
les conditions (3), (4) et la surface S, limitant le domaine R, vérifie les
conditions de Liapounoff, si en outre les fonctions donndes F (A, b, tho, g, ...,
ey Up) €8 G(P T, Ugy Uy, ory Uy) Vérifient les conditions (7); (18), (15")
ot les inégalités (47), (T1), alors il ewiste une fonction uy(A, 1), limite d'une
des suites (28), qui vérifie: Véquation (1) en tout point intérieur A e pour
0 <t<T, la condition limite auw dérivées tangentielles (10) en tout point
Pel pour 0 <t < T et la condition indtiale (11) en toul point intérieur
Aef.

Remarquons encore pour terminer que, le choix des constantes
positives o et %, dans les conditions d’existence (47) et (71) étant arbi-
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traire, il est avantageux de choisir les valeurs des ces constantes de telle
manidre que les intervalles de variation permise des constantes caracté-
ristiques Mg, %y, sup|@|, kg, kg, T soient aussi grands que possible.
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The operational solution of linear differential equations
with constant coefficients

by W. A. CoppeL (London)

1. The operational calculus was developed by Heaviside [4] for
the solution of initial value problems arising in the theory of electrical
communication. He used the caleulus in a formal way and occasionally
was led to false results. ,,Shall I refuse my dinner”, he said, ,because
I do not fully understand the process of digestion 2”. Several methods
have since been proposed to put the operational calculus on a firm logi-
cal basis, the best known using contour integration [1] or Laplace trans-
forms [3](%).

The drawbacks of these methods have often been remarked. They
have no immediate connection with the problem in hand and they impose
restrictions which are by no means necessary, although they may be sati-
sfied in the majority of applications. Moreover one still has to verify that
the proposed solution satisfies all the requirements of the problem. In
many cases also the results they depend on lie deeper than those one is
trying to establish. Thus the complex variable method is based on Cauchy’s
theorem and the Laplace transform method on Lerch’s uniqueness the-
orem. This is particularly true of initial value problems for ordinary
linear differential equations with constant coefficients, for which such
paraphernalia seem quite out of place. The object of the present work
is to give, for this case, a justification of Heaviside’s calculus which is
as simple and direct as possible.

The method is founded on the following theorem:

If f(1) is any funciion which is continuous in the interval 0L t < T
and if

P(D) = poD"+p: D"+ ...+P0 (Do #0)

s any polynomial in D = d|dt with constant, real or complex, coefficients
then the differential equation
1 P(D)yx = f(1)

(1) Other methods are given in [2] and [6].
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