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Prolongement dans des classes ultradifférentiables
et propriétés de régularité des compacts de R"

par VINCENT THILLIEZ (Lille)

Abstract. Considering jets, or functions, belonging to some strongly non-quasiana-
lytic Carleman class on compact subsets of R™, we extend them to the whole space with
a loss of Carleman regularity. This loss is related to geometric conditions refining Lo-
jasiewicz’s “regular separation” or Whitney’s “property (P)”.

0. Introduction. Dans un premier temps, on étudie ici I'extension si-
multanée (ou, en d’autres termes, le recollement) de deux jets de Whitney F}
et F5 appartenant a une classe de Carleman fortement non-quasianalytique
sur des compacts respectifs E1, Fs de R", et coincidant sur F1 N Ey. On
démontre en 2.4 ’équivalence d’une propriété d’extension avec perte de
régularité (passage de l[!M; a l!N;) et d’une certaine inégalité de Lojasiewicz
raffinée pour 1, Fs. En particulier, lorsque F1, E5 sont régulierement situés
au sens usuel ([M], [T]), on a N; = M ot m est 'exposant de l'inégalité
de Lojasiewicz. (Dans le cas classique de I'extension de jets C'™°, la perte de
régularité est occultée : voir [T], chapitre IV, ou [M]).

A titre d’exemple, si on a, pour tout x d’un voisinage de E; U Es,
I'inégalité

d(x, EiN Eg)m
7 [logd(z, E1 N Ey)P

(*) d(]],El) —|—d($,E2) >

avec y>0, m>1, p>0, et si Fy et Fy ont la régularité Gevrey I!''T® (a>0),
alors il existe une fonction ayant la régularité Carleman I!'*"%(log )" sur
R™ et dont le jet sur E; coincide avec F; (j = 1,2). Réciproquement, un tel
phénomene d’extension impose 'inégalité (x).

Les propriétés ainsi décrites permettent notamment de préciser un ex-
emple de W. Plesniak [P]| concernant le prolongement de fonctions ultra-
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différentiables lorsqu’on omet la condition de reste de Taylor sur les jets
associés.

Dans un deuxieme temps, on revient a ce dernier probléeme par le biais
d’une propriété géométrique raffinant la propriété (P) de Whitney. On ob-
tient ainsi en 3.2 un théoreme d’extension de fonctions, sans considération
de jets de Whitney, qui étend, en un certain sens, un résultat de J. Bonet,
R. W. Braun, R. Meise et B. A. Taylor ([BBMT], 3.12). Par exemple, si
2 est un ouvert borné d’adhérence m-réguliere (m > 1) au sens usuel de
Whitney ([M], [T]), toute fonction ayant la régularité Carleman !M; sur {2
s’étend en une fonction ayant la régularité [!M]™ sur R™.

Il est a noter que dans [P], la question du prolongement de fonctions
ultradifférentiables est abordée sous un angle a priori différent (classes de
fonctions définies par approximation polynomiale).

L’auteur tient enfin a remercier J. Chaumat et A.-M. Chollet pour une
discussion utile au sujet de la proposition 2.2.

1. Classes de Carleman

1.1. Suites fortement réguliéres. On dira qu’une suite M = (M;);>0
de réels positifs est fortement réguliere lorsqu’elle satisfait les propriétés
suivantes :

(1.1.1) My =1, M est croissante, (M;4+1/M;);>0 est croissante,
et il existe une constante A > 1 telle que 'on ait, pour tout [,
(1.1.2) M, < A'M;M;_; pour 0<j<I
et
M; M,
1.1.3 — < Al :
(119 2 Gruts < T

Lorsque ces conditions sont vérifiées, il est prouvé dans [CC]| que l'on a
M;M;, < Mjj pour tous entiers j et k, que (Mjy1/M;)i>0 et (Mll/l)lzo
croissent vers oo et que 'on a, quitte & augmenter A,

! L+l
(1.1.4) M, < A'Mj*
pour tout entier .
Posons par ailleurs

(1.1.5) har(t) == iI;f[;tij pour t € R;.

i>
La fonction hjs est continue, croissante, on a hps(0) = 0 et hys(t) = 1 pour
t > 1. En outre, d’apres [CC], il existe une constante B > 1 telle que I'on
ait
(1.1.6) hat(t/B) < (ha(1))*.
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Si m est un réel fixé, m > 1, il est facile de voir que la suite M™ :=
(M]™);>0 est aussi fortement réguliere et que 'on a

(1.1.7) (har ()™ = hpgm (t™).
Pour tout entier [ et tout t de R, on pose encore
(1.1.8) har(l,t) == inf t7 M.
Jjzl

En particulier, on a has(0,t) = has(t). Les fonctions has(l, -) seront utilisées
au §3.

NoOTATIONS. Pour tout multi-indice L = (I3,...,l,) de N, on notera
l=|L|=1,+...4+1, lalongueur de L et D¥ = @ /dz ... Ozl le mondme
de dérivation associé a L. On posera aussi L! = [1!...1,! et, pour tout
= (x1,...,2,) de R", ot =zl .zl

1.2. Fonctions de classe Cpy. Soient {2 un ouvert quelconque de R” et
M une suite fortement réguliere.

Ici, C>°(§2) désignera l'espace des fonctions indéfiniment différentiables
a lintérieur de 2 et dont toutes les dérivées se prolongent continiiment & {2
(et non l'espace J°°(£2) des fonctions C* au sens de Whitney, ou “jets de
Whitney C>”, sur §2 , bien que le choix entre les notations varie suivant les
auteurs).

Une fonction f de C°°({2) sera dite appartenir & la classe de Carleman

C(£2) 8l existe une constante positive C' (dépendant de f) telle que I'on
ait, pour tout multi-indice L et tout = de {2,

|DY f(2)] < CFHM;.

La classe Cpr(£2) est une algebre; (1.1.2) en traduit la stabilité par opérateurs
(ultra)différentiels et (1.1.3) la forte non-quasianalyticité [B].

1.3. Classes de jets. Soient E un compact de R™ et M une suite fortement
réguliere.

Un jet sur E est la donnée d’'une famille ' = (Fp)pene de fonctions
continues sur E. Au jet F' on associe, pour tout entier p et tout (£, z) de
E x R", le polynéme de Taylor

TF@) = Y E -6

J,0<5<p

On dit alors que F' appartient & la classe de Carleman de jets Jy(E) s'il
existe une constante positive C' telle que I'on ait, pour tout multi-indice J
et tout £ de F,

|E;(&)| < CIT5IM;
et, pour tout entier p, tout multi-indice L avec | < p et tout x de FE,
|FL(33) - DLT&PF(JU” < CP-H”MP+1|x _ g‘p-&—l—l'
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Si 2 est un ouvert contenant E, toute fonction de Cjps(£2) définit un jet
de Jy(E) via 'application de Borel

(1.3.1) Re : Cu(2) = Ju(E), [ — (D" flg)Lenn.

Si E est un compact contenant E et si F est un jet de Jy;(E), on notera en-
core R F la restriction de F' a F, c’est-a-dire le jet ( FL|z)Lenn. On utilisera
le résultat suivant, qui traduit la surjectivité de 'application (1.3.1) :

THEOREME 1.4 ([B], [CC]). Avec les notations précédentes, soit F un
jet de Jp(E). 1l existe une fonction f de Cpr(R™), 4 support compact, telle
que lon ait Rgf = F.

1.5. Remarque ([BBMT],3.12). On rappelle qu'un compact E de R”
a la propriété (P) de Whitney s’il existe une constante positive « telle que
deux points quelconques £ et x de F puissent étre joints par un arc rectifiable
o contenu dans l'intérieur de E sauf peut-étre pour un nombre fini de points,
et dont la longueur |o| vérifie I'inégalité |o| < |z —£|.

Soit 2 un ouvert borné tel que (2 ait la propriété (P) de Whitney. Alors

toute fonction de Cpr(£2) définit un jet de Jps(£2) et s’étend donc en une
fonction de Cps(R™), en vertu de (1.4).

1.6. DEFINITION. Une fonction 6 : R, — R, sera dite admissible
lorsqu’elle satisfait les propriétés suivantes :

(1.6.1) 0 est croissante et 0(0) = 0,

pour tout réel A avec A > 1, la quantité

(1.6.2) O(\) := sup O(At)/0(t)
0<t<1

est finie, et il existe une constante a > 1 telle que I'on ait
(1.6.3) O(t) <at pour0<t<1.

On remarquera comme conséquence immédiate de (1.6.1)—(1.6.3) que
pourT>1et0<t<T,ona

(1.6.4) O(s+1) <0(2)(0(s) +0() pour0<t<1, 0<s<1,

(1.6.5) O(At) < B(TA)6(t)
et
(1.6.6) o(t) < ae(TT)t.

Remarque. Soient une fonction admissible # et un réel A > 1. En
considérant une partition de ]0,1] en intervalles I; :=]A\"U+Y \77] et en
utilisant de fagon répétée (1.6.2), on obtient, pour ¢ € I;, 'inégalité 6(t) >
O(N)0(N)~7 avec Mt > 1/ et j < (logt)/log . Il s’ensuit que I'on a, pour
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tout ¢ de [0, 1],
(1.6.7) O(t) > 0(1/A)t™N

avec m(A) = (logf(A))/logA. Compte tenu de (1.6.3), on a par ailleurs
m(A) > 1.

2. Extension simultanée

2.1. DEFINITIONS. Soient E; et Es deux compacts de R™ et soit 6 une
fonction admissible. Si on a E1 N Es # (), on dit que E; et Ey sont 0-situés
lorsqu’il existe un ouvert borné {2 contenant £ U F5 et une constante v > 0,
ne dépendant que de E;, FEs, tels que 'on ait, pour tout x de (2,

(211) d(.ﬁl’,’,El) —|—d(.%',E2) > "yg(d(.%',El ﬂEg)).
Sion a E1 N FEy =), on dit encore que E; et Ey sont O-situés, avec 0(t) = t.

Par exemple, soit m un réel, m > 1. La fonction 6(t) = t" est admissible
et on voit que 4 et Fo sont #-situés si et seulement si ils sont régulierement
situés ([M], [T]) avec un exposant de Lojasiewicz égal & m.

En fait, il résulte de (1.6.7) que deux compacts #-situés sont toujours
régulierement situés : (2.1.1) peut donc étre vu comme une inégalité de
Lojasiewicz raffinée, 1’échelle de précision n’étant pas limitée aux fonctions
t — t"™ (voir l'exemple (ii) ci-apres).

Soient alors # une fonction admissible et M, N deux suites fortement
régulieres. On dira que la condition (C) est vérifiée s’il existe des constantes
b, c,avec 0 <b< 1, 0<c<1, telles que l'on ait

(2.1.2) bhas(ct) < hn(0(t)) < b thy(ctt)
pour tout ¢ de R...

Remarque. Pour toute suite fortement réguliere M (ou, plus générale-
ment, vérifiant (1.1.1)), on a, pour tout entier [,
C™UDM < sup hy(8)/th < CHM,
0<t<1
pour une constante C' convenable. B
Comme, d’apres (1.6.6) et (2.1.2), on a hy(t) < b thy(0(c™1)at) pour
0 <t <1, de la condition (C) va résulter l'inégalité

(2.1.3) sup(M;/N;)'/! < oo.
1>0

EXEMPLES. (i) Soient m un réel, m>1, et 6(t)=t". Il résulte facilement
de (1.1.7) et d’une application répétée de (1.1.6) que si M est une suite
fortement réguliere quelconque, alors (C) est vérifiée avec N = M™.

(ii) Comme généralisation de I’exemple (i), on peut considérer la fonction
admissible 0(t) = t"™(log(1 + 1/t))~P avec m et p réels, m > 1, p > 0.
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Alors, si M est la suite de Gevrey M; = I!*, o > 0, et si N est définie par
N; = '™ (log )™, des calculs élémentaires permettent de montrer que (C)
est vérifiée.

Dans 'exemple (ii), ou plus généralement avec toute fonction admissible
0, il est naturel de se demander si, étant donnée une suite M fortement
réguliere quelconque, il existe toujours une suite N fortement réguliere telle
que (C) soit vérifiée. La proposition suivante répond par l'affirmative, sous
des hypotheses supplémentaires de régularité pour 0, peu restrictives. La
preuve fournit en outre une construction explicite de N.

2.2. PROPOSITION. Soient M wune suite fortement réguliere et 6 une
fonction admissible satisfaisant les propriétés suivantes au voisinage de 0
dans Ry :

(2.2.1)  la fonction t — 6(t)/t est croissante,
(2.2.1) il existe un entier ¢ > 1 tel que t — 0(t)/t? soit décroissante.

Alors il existe une suite N fortement réguliére telle que la condition (C) soit
vérifiée.
Preuve. On pose m; := M;,1/M; de sorte que 'on a M; = mq...m;_1

pour tout [ >1. On définit alors N par les égalités Ng = 1 et Ny =ng...n;_1
pour [ > 1, avec

(2.2.3) !
2. n = ———or.
0(1/m)

On vérifie d’abord que N est fortement réguliere. D’apres (1.1), on sait
que (mg);>o croit vers co. On voit immédiatement qu’il en est de méme pour
(n1)1>0, donc que N satisfait (1.1.1). Ecrivons ensuite n; = g;mj, ol ¢ est
Ientier qui figure dans (2.2.2) et ou la suite (£7);>0, donnée par

oo
0(1/my)’
est en conséquence décroissante (on peut supposer sans perte de généralité
que (2.2.2) a lieu sur ]0,1/myg]). On a alors, pour tout entier /,

(224) Nl :Eo...EZ_lMlq
et, puisque M satisfait (1.1.2),
(2.2.5) Ny < A% ...ep MIM}

pour 0 < j <I. Onaenoutre gy...cj_1&5...6-1 <€0...€j—1€0---E—j—1
puisque (g7);>0 est décroissante. En reportant dans (2.2.5), on obtient

Nl < (Aq)l(Eo ‘. .EjflM]q)({:‘o .. -5l7j71Mlq,j)a
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donc, compte tenu de (2.2.4), que N satisfait (1.1.2). Enfin, on a

N _ 1 o 0 /my)
Z(j—i'l)NjH _;(j+1)”j _Z J+1

>l >

_ L 0/my) _ 6(1/my) 1
=2 (J+Dm;  1/m; = 1/my 2 (j +1)my’

gzl gl

d’apres (2.2.1) et la décroissance de (1/m;);>o (on peut également supposer
que (2.2.1) a lieu sur ]0,1/myg]). L’hypothese (1.1.3) pour M se traduit par

1 1
E < Al .
G+Dm; = (I+1)my

jzl

Il vient donc

ZL < Ale(l/ml) :AZL,
(J+ 1N I+1 (I+1)Ni4

Jj=l

c’est-a-dire que N satisfait (1.1.3).

On établit maintenant la condition (C). On découpe I := ]0,1/mg] en
intervalles I; :=]1/my,1/m;_1], I > 1. Il est élémentaire de vérifier que
I'on a
(2.2.6) hat(t) =t'M;  pour t € I,
et 6(t) € [1/ni,1/n;_1], donc, pour la méme raison,

(2.2.7) hn(6(t)) = 0(t)'N; pour t € I,.

Enfin, d’apres (2.2.1), on a
)\’ o(1 l :
(228) Q N; > w N; > m N, pour t € 1.
t 1/ml ng

Par ailleurs, comme N est fortement réguliere, elle satisfait la propriété
(1.1.4). En d’autres termes, on a nf < C'N; pour une constante C' con-
venable, C' > 1. L’inégalité M; = mqg...m;j_1 < mf étant triviale puisque
(my)i>0 croit, on obtient (m;/n;)! > C~'M;/N; et, par (2.2.7) et (2.2.8),
hy(0(t)) > (t/C)'M; pour t € I;. Comme on a, par définition, hys(t/C) <
(t/C)'M; pour tout t, il s’ensuit

(2.2.9) har(t/C) < hn(6(t)) pour tout t de I.
En vertu de (2.2.1), on a aussi
l ! l
(2.2.10) <M> N < (6)(1/ml_1)> Ny = (ml_l) N; pourtc I.
t 1/mi—1 ni—1

En utilisant, similairement & ce qui précede, (1.1.4) et la croissance de
(n1)1>0, on obtient (m;_1/n;_1)' < (C")!M;/N; et donc, par (2.2.6) et
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(2.2.10), (6(t)/C")'N; < hp(t) pour t € I, C' désignant une constante
convenable, avec C’ > 1. Il s’ensuit

(2.2.11) hy(0(t)/C") < hpr(t)  pour tout t de I.

Enfin, d’apreés (2.2.1), on a (C’'t)/C" > 0(t) et, en reportant dans (2.2.11),
hn(0(t)) < hn(0(C't)/C") < hp (C't) pour t € (1/C")1. Joint & (2.2.9), ceci
montre que l'on a (2.1.2) sur un intervalle [0,to] (to > 0), ce qui suffit a
prouver (C). m

2.3. LEMME. Soient Ey et Eo deux compacts de R™ avec E1 N Ey # 0,
0 une fonction admissible et M, N deux suites fortement régulieres. On
suppose que Ey et Eo sont 0-situés et que la condition (C) est satisfaite.
Alors il eziste deux ouverts {21 et {25 contenus dans R™\(Ey N Es) et, pour
tout X > 0, une fonction 1y de classe C> sur R™\(E; N Ey), tels que les
propriétés suivantes soient vérifiées :

(2.3.1) 0<¢n<1 surR"\(E;NEy),

(2.3.2) E\FE>C et Yy=1 sur 2,

(2.3.3) E\Ey C 2y et =0 sur {2

pour tout multi-indice L et tout x de R™\(E1 N Es), on a

(2.3.4) D"y (z)| < CN) TN (har(Ad(z, By N E»)))

ot C(XN) est une constante positive ne dépendant que de A, de la géométrie
de Ey, Ey (en particulier de 0) et des suites M, N.

Preuve. On commence par construire deux familles homothétiques de
boules euclidiennes Q; = B(z?,r;), Q; = B(z?,(1 + d)rj), 7 € N (ou &
est une constante positive convenable) avec Q); N Ey # (), satisfaisant les
propriétés suivantes :

(2.3.5) ona Ei1\E> CU;50Qj et E2NU,50 @ C E1N Ey,
(2.3.6) il existe un entier N tel que pour tout 7 de N,
la boule Q] coupe au plus N boules Qj, J #1,
(2.3.7)  pour tous j € Net z € Q}, on a
5’7‘]‘ S d(l’,Eg) S (5//7‘]‘ et d(a:,El) S (S//T‘j,
ou ¢’, 8" sont des constantes positives convenables.

Pour cela, on obtient les Q;, @} en ne conservant, dans un recouvrement
de Whitney de R™\ E» ([CC], prop. 5), que les boules qui rencontrent Ej.

Dans 2.1, on peut clairement supposer, quitte a diminuer v, que {2 con-
tient (J;50 @5

Soit A > 0, quelconque. En appliquant a Q;, @ et a la suite N une
construction de J. Bruna ([B], §2, voir aussi [CC], prop. 4), on produit alors
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une fonction ¢y ; de classe C*° dans R" satisfaisant :

(2.38)  0<pr; <1, supppyr; CQ; et px; =1 sur Qy,
(2.3.9)  pour tout multi-indice L et tout z de R", on a
[D ()] < (COTN) TN (hv (COTA)ry))

ou on a posé C' = 20" /v (7 est la constante figurant en (2.1.1)), ou T est un
parametre, T > 1, & déterminer, et ou C’ est une constante convenable, ne
dépendant que de N et de la géométrie de F4, Es.

Observons maintenant que d’apres (1.6.5), (2.1.1) et (2.3.7), on a, pour
T € Supp ¢a 4,

hn(CO(TA)r;) > hy (0(Ad(x, By N Ey))),

pour une valeur convenable du parametre 7. Compte tenu de (2.1.2), on
obtient

(2.3.10) hn(CO(TA)r;) > bhar(cAd(z, By N Ey)),
pour tout x de supp ¢y ;.

On pose alors a1 = a1, ¥a; = oa; 11— (1—px;) pour j > 1, et enfin
vy = Z;’;l ;. Des arguments similaires & ceux de [CC], prop. 6, joints

aux propriétés (2.3.5), (2.3.6), (2.3.8) a (2.3.10), permettent de vérifier que
¥ satisfait les conclusions du lemme (quitte & remplacer A par \/c), avec

_Ql = UjZO Q]' et QQ = Q\UjZO Q; u

On a alors un théoréme concernant ’extension simultanée de deux jets
de classe Jy; sur F; et Es.

2.4. THEOREME. Soient Ei, Ey deur compacts de R™, § une fonction
admissible et M, N deux suites fortement réguliéres telles que la condition
(C) soit vérifiée. Alors les propriétés (A) et (B) suivantes sont équivalentes :

(A) Les compacts Ey et Ey sont 0-situés.
(B) Quels que soient les jets de Whitney Fy, Fy satisfaisant

(11) §RE10E2F1 = %E10E2F27

il existe une fonction f de Cn(R™) telle que l'on ait Rg, f = F
pour j =1,2.

Preuve. (A)=(B). D’apres 1.4, il existe deux fonctions f1, fo de
Cn (R™), vérifiant R, f; = F; pour j = 1,2. Dans le cas particulier £ N
E5 = () de la définition 2.1, on prend simplement f = v f; + (1 — ) fo, on
1 est une fonction de classe C) satisfaisant ¢y = 1 au voisinage de E; et
1 = 0 au voisinage de Fs (une telle fonction se construit facilement a 'aide
des résultats de [B], §2).
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Dans le cas général, soit g := f1 — fa. Alors g appartient a Cp(R™) et
est plate sur Fq N Ey. Par des arguments standard (voir par exemple [Dr],
prop. 2.4) on a donc, pour tout multi-indice L,

|DLg(x)| < CTHIM by (Cd),

avec d = d(z, E1 N E3), x quelconque dans R™, C' désignant une constante
positive convenable. Compte tenu de (1.1.6) et (2.1.3), il vient, quitte a
augmenter C,

|DEg(z)| < CYPHUIN; (hay (BCd))?.

On applique alors le lemme 2.3 avec A = BC. Par la formule de Leibniz
et (2.3.4), on vérifie alors que 'on a, toujours quitte & augmenter C,

|DL(hrg)(z)| < CHHIN Ry (Nd)

pour tout = de R™ \ (E; N Es) et tout multi-indice L.

Il s’ensuit que 1, g se prolonge en une fonction g de classe Cy sur R”,
plate sur E1 N Es. On considére alors f = g+ fo. Compte tenu de (2.1.3), on
a bien f € Cnx(R"); en outre, sur l'ouvert {2; (j = 1,2) construit en (2.3),
ona f = f; en vertu de (2.3.2) et (2.3.3). Il en résulte R, f = Ng, f; = F}.

(B)=(A). Supposons que E; et E3 ne soient pas #-situés. Alors il existe
une suite (27);>0 de points de R" telle que on ait d(z7, E1) + d(27, E3) <
%H(d(xJ,El N E5)). Soit 7/ un point de E; tel que l'on ait |17 — 27| =
d(z7, E1). A laide de (1.6.4) et d’inégalités élémentaires on établit facilement
que pour j assez grand, on a
C .
?H(d(wJ,El N Eg)),
ou C' est une constante convenable. Modulo extraction, on peut alors sup-
poser que (7/) ;>0 converge vers un point de E1 N Es.

Soient les boules B; = B(ﬂ'j, id(ﬂ'j,El N Eg)) et B = B(Trj, %d(ﬂ'j,
Ein Ez)) Quitte & extraire encore une sous-suite, on peut supposer que
les BY ne se coupent pas deux a deux. En utilisant de nouveau [B], §2, on
montre qu’il existe ¢; € Cpr(R™) telle que I'on ait

(2.4.1) 0 < d(n?, Ey) <

0<¢; <1, ;=1 surBj, suppy; C B}
et
|DE ()] < (O HIM(har(d(77, By 0 Ey))) ™

pour tout multi-indice L et tout = de R™, ou C’ désigne une constante
convenable. On pose alors, pour 7 réel positif a déterminer,

$(x) =Y hn(0(nd(n, By N E2)))ip; ().

Jj=0



Prolongement dans des classes ultradifférentiables 81

Compte tenu de (2.1.2) et (1.1.6), il est facile de voir que ¢ définit une
fonction de Cyy(R™), plate sur E4 N Ey, pourvu que le parametre 71 soit choisi
assez petit.

Soit alors I} := Rg,¢. On a Fy € Jy(Eq). On pose Fy = 0 de sorte que
l'on a aussi Fy € Jy(Es) et Rp, e, F1 = Re,ne, Fo.

Supposons maintenant que 1’on puisse trouver une fonction f de classe
Cy dans R", satisfaisant Rg, f = F; pour j = 1,2. Comme F3 est nul, f
doit étre plate sur FE5, d’ou l'on tire facilement

(2.4.2) |f(x)| < C"hy(C"d(z, Es)),

pour tout x de R". Or on a f(7?) = ¢(n’) = hn(0(nd(r?, By N E5))) par
construction. Il en résulte, d’apres (1.6.5) et (2.4.1), que pour une constante
T convenable, T'> 1, on a

()] = b (' jd(77, E2))
avec '=(CO(T/n))~L Ceci contredit clairement (2.4.2) et achéve la preuve. m

Remarque. L’inspection de ce qui précede montre que le réle du
lemme 2.3 consiste a produire des “multiplicateurs” pour les fonctions de
classe C)s plates sur Ey N E3. Sur ces questions, on se reportera a [M] ou
[T] dans le cas C*°. Dans le cas des classes ultradifférentiables, 2.2 améliore,
en un certain sens, un résultat de A. Lambert [L], V.1.2, qui permet de
traiter uniquement le cas M = N, 0(t) = t, sous des hypotheses techniques
additionnelles.

2.5. Optimalité du théoréme précédent. Dans le sens (A)=(B) du
théoréme 2.4, la perte de régularité liée a la condition (C) est en général
la meilleure possible, comme on peut le voir en reprenant un exemple de W.
Plesniak [P] :

Soit m un réel, m > 1. On pose By = {(z,y) ER?: 0<z <1, 2™ <y
<1} et By = [0,1] x [~1,0] dans R2. Les compacts E; et E5 sont clairement
f-situés, avec 0(t) = t"™.

On considere la fonction ¢(z,y) = exp(—1/x) pour (x,y) dans E;. Elle
est de classe Cys avec M; = I' (ou, indifféeremment, I!). En outre, comme F;
a la propriété (P) de Whitney (voir (1.5)), cette fonction définit un jet F}
de Jy(Eq). On prend pour Fy le jet nul sur Ey. Alors Fy et Fy coincident
(au sens des jets) sur Eq N Ey = {(0,0)}.

Au vu de lexemple 2.1(i), le théoreme 2.4 stipule qu'il existe alors une
fonction f de Cym (R™) satisfaisant R, f = Fj pour j = 1,2 et, en parti-
culier, f‘El =¥, f‘E2 =0.

Cependant, les arguments de [P], 1.9, montrent que toute fonction f, de
classe C'°° au voisinage de F1 U E5 et supposée satisfaire ces deux dernieres
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conditions, doit nécessairement vérifier, pour une constante C' convenable,
!

oy

pour tout entier [ : ceci montre que le résultat précédent est optimal.

> oty

sup (z,y)

(z,y)ER?

On peut donner un éclairage général sur I’exemple 2.5 en considérant
le corollaire suivant du théoreme 2.4. Ce corollaire généralise, pour certains
ouverts {2, la propriété d’extension de fonctions de la remarque 1.5.

2.6. COROLLAIRE. Soient 6 une fonction admissible et M, N deuz suites
fortement réguliéres telles que la condition (C) soit vérifie. Soit 2 un ouvert
borné de R™. On suppose que l'on a 2 = 21 U 25 ou 21 et 29 sont deux
ouverts dont l'adhérence a la propriété (P) de Whitney. Alors les propriétés
(A') et (B') suivantes sont équivalentes :

(A") Les compacts 21 et 25 sont 0-situés.

(B") Toute fonction f de Cpr(2) s’étend en une fonction f de Cn(R™)
(c’est-a-dire que l'on a flg5 = f).

Preuve. (A")=(B’). Comme {2; a la propriété (P), f\()j définit un jet

Fj de Jy(£2;) pour j = 1,2 et on a clairement %ﬁmbel = %ﬁlm@FQ =
R, ~g, [ D'apres 2.4, il existe fdans Cn(R™) satisfaisant %ﬁjf: F; pour
7 =1,2 et donc ﬂ():f.

(B)=>(A"). Soient Fy, Fy deux jets de Jys(§21) et Jas(£22) respective-
ment, satisfaisant %51052 = §R§1 na, Fo- D’apres 1.4, il existe deux fonc-
tions f; de Cpr(R™) (j = 1,2) telles que I'on ait §R§j f; = F}. La condition
de coincidence sur 21 N 25 montre que 'on peut définir une fonction f de
Cr(§2) par recollement en posant f = f; sur §2;. Par hypothese, il existe
fdans Cn(R™) telle que l'on ait ﬂﬁ = f, d’ou l'on tire §R§jf: F; pour

j =1,2. D’apres 2.4, ceci impose que 21 et {25 soient #-situés. m

3. Prolongement de fonctions

3.1. DEFINITIONS. Soit # une fonction admissible. Un compact E de R™
est dit f-régulier s’il existe une constante positive v telle que deux points
quelconques £ et x de E puissent étre joints par un arc rectifiable o contenu
dans 'intérieur de E sauf peut-étre pour un nombre fini de points, et dont
la longueur |o| vérifie

(3.1.1) 0(jo]) < Iz — €.
Par exemple, pour 6(t) = t"™, m > 1, la f-régularité n’est autre que

la m-régularité de Whitney ([M], [T], [P]). En particulier, pour m = 1, on
retrouve la propriété (P), voir 1.5. Par ailleurs, de (1.6.7) résulte aussi le fait
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que si le compact E est f-régulier, il est nécessairement m-régulier pour m
convenable. A ce titre, si F est ’adhérence d’un ouvert borné (2, il s’ensuit
que toute fonction de C*°(£2) s’étend en une fonction de C*°(R™) (voir [M],
[T]). On précisera en (3.4) le lien entre les notions de compacts #-situés et
f-réguliers.

Soient alors # une fonction admissible et M, N deux suites fortement
régulieres. On dira que la condition (D) est vérifiée 5’1l existe des constantes

b, c,avec 0 < b < 1,0 < c<1, telles que l'on ait
(3.1.2) bhar(l,ct) < 0(t)' N
pour tout | de N* et tout ¢ de Ry (voir (1.1.8) pour la définition de hps(1,-)).

Remarques. (i) Comme la condition (C) (voir 2.1), la condition (D)
implique
(3.1.3) sup(Ml/Nl)l/l < 0.

1>0
11 suffit pour le voir de prendre ¢ = 1 dans (3.1.2), en remarquant que l'on
a ha(l,¢) = ! M; pour [ assez grand.

(ii) En observant, plus précisément, que l'on a hy(l,t) = has(t) pour
t < M;/Myyq et has(l,t) = t'M; pour t > M; /My, on vérifie sans difficulté
que si t — 0(t)/t est croissante au voisinage de 0 et si la condition (C) est
satisfaite, alors la condition (D) est également satisfaite.

(iii) Si @ satisfait les hypotheses (2.2.1) et (2.2.2) au voisinage de 0 dans
R, et si M est une suite fortement réguliere donnée, il résulte de ce qui
précede et de 2.2 qu’il existe toujours une suite IV fortement réguliere telle
que (D) soit satisfaite.

EXEMPLES. (i) Pour 6(t) = t™, m > 1, on vérifie aisément, a l'aide de
(1.1.2), que (D) est satisfaite avec N = M™.

(ii) Le (ii) de la remarque précédente, joint a I’exemple 2.1(ii), montre
que si 0(t) =t™(log(1 +1/t))"?, m >1,p >0, et si M; =1, o > 0, alors
(D) est vérifiée avec N; = I!™(log 1)'P.

3.2. THEOREME. Soient 6 une fonction admissible et M, N deux suites
fortement réguliéres telles que la condition (D) soit vérifiée. Soit £2 un ou-
vert borné de R™, d’adhérence 0-réguliere. Alors, pour toute fonction f de
Cr(92), il existe une fonction f de Cn(R™) telle que l'on ait fl5 = f.

Preuve. On pose F; = D’ f pour tout multi-indice J. Vu le théo-

reme 1.4, il s’agit de montrer que F' := (Fj)jenn est un jet de Jy(£2).
Compte tenu de (3.1.3), on a clairement 'estimation

3.2.1 Fy| < CItYIN;
J- 1V

pour une constante C' convenable. Il suffit donc de vérifier la condition de
Taylor dans la définition des jets en 1.3.
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_ Soient p un entier, L un multi-indice avec [ < p, § et x deux points de
2. On considere o un arc rectifiable associé a & et = par la définition 3.1.
Pour tout entier ¢ avec ¢ > p, on a

(3.2.2) |FL(x) = DT F(z)| < |Ey| + | Bl
avec
Ey = Fr(z) - D'T{F(x) et Ey= D"(T{F —T{F)(x).

A partir de [W], lemme 3, et par des arguments inspirés de [BBMT], 3.12,
on obtient, quitte & augmenter C, lestimation |E;| < CITHUIM, 4|09t
Avec I'inégalité triviale |z — &| < |o], on en déduit

(3.2.3) |E1| < (Clo|)*™ Mygallle — &7

Par ailleurs, on a

1
|Ea| < Z j|FJ(f)DL($—§)J|
Jp+1<j<q ~°
1 o -
< ) o< Ml = P

J,p+1<j<q
llsjlw“vlnsjn

A T’aide du fait élémentaire j! < 27(j — ! < 272(=DG=D(J — L)I!, on en
tire
q
Bol < (30 2721 Cla — €)My (2w — ¢)) .
Jj=p+1

Clairement, le maximum pour p+1 < j < g+1 de I’expression (2"1C|z—
§])ij est atteint pour j = p+ 1 ou pour j = ¢+ 1.

Dans le premier cas, on obtient

q
Bal <30 279) @ Cle — P Myl — €],
Jj=p+1

d’ol, compte tenu de (3.1.3),
(3.2.4) |Ey| < CPHUIN, |z — &P

quitte a augmenter C.
Dans le deuxieme cas, on obtient similairement

|Bz| < C(2"Cla — €)1 My pall|z — €™,
d’ot, en utilisant encore l'inégalité |z — &| < |o]|,

(3.2.5) |Ey| < C2" T COlo )T My o — €75
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On choisit alors ¢ = ¢q(p, |o|) comme le plus petit entier supérieur ou égal
a p tel que 'on ait

2" Clo )T Myt1 = ha(p + 1,2" 1 Clo).

D’apres (3.1.2), pour |o| < 1/C" avec C" = 2"T1c=1C, on a hy(p + 1,
2"F1C o) < b710(C'|o])PT I Nyy1. Par (1.6.2) et (3.1.1), on a en outre
9(C’|o]) < 40(C")|x — £|. On obtient donc des constantes C’, C" positives
(dépendant de f, 6, v, M, N) telles que 'on ait

(3.2.6) (2n+1c‘0’)q+1Mq+l < (C//)p+1Np+1’x _ §|p+1

pour |o] < 1/C".
Finalement, (3.2.2) a (3.2.6) montrent que quels que soient les points &
et x de {2 satisfaisant |o| < 1/C’, on a, quitte encore a augmenter C,

(3.2.7) |FL(x) = DYTEF (2)| < CPTHINp 4o |2 — P

pour tout entier p et tout multi-indice L avec | < p. Ceci termine la preuve
(puisque pour |o| > 1/C", |z—&| reste supérieur a la constante y~16(1/C”) et
qu’alors l'inégalité de Taylor (3.2.7) est une simple conséquence de
(3.2.1)). m

3.3. Remarques importantes. (i) La perte de régularité liée a la condition
(D) dans le théoreme 3.2 n’est pas optimale en général, puisque (D) reste
vérifiée si l’on remplace N par une suite N’ telle que lim; o (N]/N;)'/! = oco.

(ii) Il importe également de remarquer qu’étant donnés {2 un domaine
borné de R2, 6 une fonction admissible et M, N deux suites fortement
régulieres telles que (D) soit vérifiée, il n’est pas nécessaire que {2 soit 6-
régulier pour avoir une propriété d’extension de Cj7(£2) & Cv(R™). K. Wach-
ta [Wa] a donné un exemple de domaine {2y de R? tel que toute fonction
de C°°(£2) s’étende en une fonction de C*°(R?) bien que le compact 2
ne soit pas Whitney-régulier, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun m (m > 1)
tel que 2 soit f-régulier pour #(t) = t™. Reprenant cet exemple, on peut
également montrer, a 'aide d’arguments similaires a la preuve de 3.2, que
toute fonction de Cps(£29) s’étend en une fonction de Cjps4(R?), (D) étant
vérifiée avec N = M*, §(t) = t*, et ceci bien que 2y ne soit pas #-régulier.

La proposition suivante précise la relation entre compacts 6-situés et
f-réguliers.

3.4. PROPOSITION. Soient 6 une fonction admissible et FEq, Ey deux
compacts de R™. Alors :

(i) Si Eq U Ey est 0-régulier, les compacts Ey et Ey sont 0-situés.
(ii) Si Ey et Ey sont 0-situés avec E41 N Ey # 0 et ont la propriété (P) de
Whitney (voir 1.5), le compact E1 U Eo est 0-régulier.
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Preuve. (i) Soient 2 un ouvert borné de R™ contenant Fy U Es, =
un point de 2 et 27 un point de E; tel que l'on ait |z — 27| = d(x, E;),
j=1,2. On a |2! — 22| < d(x, E1) + d(z, E»). Or, par hypothese, il existe
un arc rectifiable o joignant ! & 22 dans Ey U Es et tel que l'on ait §(|o]) <
ylzt — 22|, d’ott

(3.4.1) 0(lo|) < v(d(z, Ey) + d(z, E2)).

Soit Z un point de E; N Ey No. On note & le sous-arc de o joignant z!
A 7. On a clairement d(z, Ey N Ey) < |z — 7| < |z — 2| + |2 — Z|. En vertu
des propriétés des fonctions admissibles on a alors

0(d(z, E1 N Ez)) < 0(2)0(A\)(0(|z — 2'|/X) + 0(|=" — Z[/N))
< aB(2)A BN |z — 21| + B(2)FN(|zt — 7)),

ot 'on a posé A = max(1,sup,c d(x, By)+diam(E1)). Enfin, ona |z'—Z| <
|o| < |o|, d’ou 8(d(z, E1 N E3)) < ab(2)8(N)(d(z, E1) + 0(|c])). On conclut
alors, a laide de (3.4.1), que E; et Fy sont #-situés.

(ii) Soient & et x des points de E; U Ey. 1l suffira de considérer le cas

oulon az € Fy, £ € E;. On note z (resp. £) un point de Eq N Ey tel
que Uon ait |z — & = d(z, E1 N E») (resp. |€ — £| = d(&, E1 N E»)). On
sait qu’il existe dans Fy (resp. Ej, Es) un arc op joignant = a I (resp. oy
joignant 7 a € et o3 joignant € A €), tel que l'on ait |o1| < Clz — Z| (resp.
02| < C|F — €] et |o3] < C|€ — €]) pour une constante C' convenable. On a
aussi |7 — €] < 7 — x| + |o — €] + |¢ — .

Soit 0 := 01 U oy Uos. Des inégalités précédentes résulte, quitte a aug-
menter C, la majoration |o| < C(|z —2Z|+ [ —&| + |z —&]|) et par conséquent,
en vertu des propriétés des fonctions admissibles, 0(|o|) < C'(0(|x — Z|)
+0(€ — €]) + 0(|z — €])) pour une constante C’ convenable, ne dépendant
que de la géométrie de E7 U FEs.

Or on a O(jx — Z|) = 0(d(x, By N Ey)) < vy~ ld(x, Fa) < y7la — ¢
(resp. 0(|¢ — &]) < v~z — €| ) puisque E; et Ey sont 6-situés. Enfin on a
O(|lx —&|) < C"|x — €| d’apres (1.6.6). 11 s’ensuit que l'arc rectifiable o joint
¢ a x dans Ey U Esy et satisfait 0(|o]) < C’'|x — £| quitte & augmenter C”.
Enfin o est contenu dans l'intérieur de E; U Es sauf éventuellement pour
un nombre fini de points puisque c’est le cas pour o1, 03, 03. Ceci acheve le
preuve. m

3.5. Un lien avec les résultats du §2. Si {2 est un ouvert satisfaisant les
hypotheses du sens (A’)=-(B’) de 2.6, il résulte de 3.4(ii) que {2 est §-régulier,
donc, d’apres 3.2, que la propriété d’extension de Cps(£2) & Cy(R™) décrite
dans le sens direct de 2.6 reste valable si 'on remplace la condition (C)

par (D). Ceci peut aussi étre vu comme conséquence du résultat général
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suivant, que 'on peut établir par des arguments identiques a ceux de la
preuve de 3.2 :

On suppose que la condition (D) est satisfaite. Soient E, ..., E) des
compacts de R™ et, pour 1 < j < k, des jets F; de Jyr(E;) tels que l'on ait
Rene; Fi = Renp Fy pour 1 <i <k, 1 <5<k, i#j. Alors, siles Ej
sont 0-situés deux a deuz, il existe une fonction f de Cn(R™) telle que l’on
ait Rg, f = F; pour 1 < j < k.

Lorsque t — 6(t)/t est croissante au voisinage de 0 dans Ry, ce résultat
contient, en vertu de la remarque 3.1(ii), le sens (A)=-(B) du théoreme 2.4
et, en conséquence, le sens (A’)=-(B’) du corollaire 2.6. Mais il n’est plus
question de réciproque ici.

Il est & noter enfin que la preuve de 3.2 et du résultat précédent n’utilisent
pas la forte régularité de M (mais seulement sa convexité logarithmique
(1.1.1)). La forte régularité de N n’est, quant a elle, utilisée que dans I’étape
finale qui consiste, via le théoreme 1.4, a étendre le jet de classe Jy obtenu.

3.6. A propos de la notion de fonction admissible. On commente pour
conclure les hypotheses en 1.6.

Les conditions (1.6.1) et (1.6.3) garantissent la non-vacuité des notions
d’ensembles -situés ou -réguliers.

La condition (1.6.2) signifie que la décroissance de 6(t) quand ¢ tend
vers 0 n’est pas trop rapide, voir (1.6.7). Si on supprime (1.6.2), toute
propriété d’extension tombe généralement en défaut, comme le montre
I’exemple suivant :

On pose 0(t) = exp(—1/t), 21 = {(z,y) eR?: 0 <z < 1, exp(—1/z) <
y < 1} et 25 =]0,1 [x ] — 1,0 [ dans R%. Alors 2; et 25 sont f-situés.
En outre, si on pose ¢(x,y) = exp(—1/x) pour (x,y) € 21 et p(z,y) =0
pour (z,y) € {25, on définit ainsi une fonction de Cj/(2) pour M; = I' et
2 = (1 U (2. Cependant il est classique ([Bi], 2.18) que ¢ ne peut méme
pas s’étendre en une fonction de classe C* sur R2.
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