A. 8harma

2o
<«
1343

To prove this we observe that

(E+1)h[(n+1)

(L) =+ - hl[f( i )+f(i+1 h)]~ [ o,

n+ n—+1 n-+1 e
so that
Am(Ly = ¥ (—1ypi (“) (L)
=0 v
1 b [e 1y [ (P +Z’”J(_l)n_i n)f(i—l-l h]
T2 w1 [g(_) (z) ('n-l—l) ya (i 1 ) -

— A5y F(0)

]

where F(x) = f f(@)ds. Also
0
k [/ h
T) = —|f(h)— — ™ [——])].
ot = - 5]
Since f() = @"*'**(g+ 2(x)), the result of the theorem is eagily ob-
tained. :
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Sur la limitation des solutions d’un systéme
d’équations intégrales de Volterra

par Z. BUTLEWSEI (Poznan)

§1. M. T. Sato a publié récemment [1], sous le méme titre que plus
haut, un intéressant article dans lequel l’auteur considére un systéme
d’équations intégrales linéaires

(11) @) = 3 [apl@, hut)at+ba) (G =1,2,...,n),
k=la

ol les fonetions ay(w,?) (7, % =1,2,...,7n) sont continues dans le do-
maine D: a <t <2 < o0 e b(w) (j =1,2,...,n) borndes et continues
dans J: @ & < co. En supposant que

(1.2) max fag (@, 1) <4 (z,1), D |y(@)| <B,
7k —~

ol la fonction A (x,t) et dérivée partielle 4. (x, t) sont continues et non
négatives dans le domaine D, B est une constante dans D'intervalle J,
T. Sato a démontré 'inégalité (1)

]

(1.3) j[uf(wn < Bexp (an(m,t)dt) (= >a)

F=1 a
et il a remarqué aussi que I’inégalité

(1.4) fim [ A(w, t)dt < oo

00 g

egt, entre autres, une condition suffisante pour que la solution «, (=), ...,
U, (2) du systéme (1.1) soit bornée pour de grandes valeurs de la va-
riable .

() Dans le travail de T. Sato [1] # ne figure pas (voir p. 274, (8)).
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Dans les considérations qui suivent, je vais démontrer que le résul-
tat de T. Sato est aussi valable sous d’autres conditions relatives & A4 (w, 1)
et B(x).
§ 2. Considérons le systéme d’équations intégrales (1.1) et supposons
dans la suite que 'on ait les inégalités
K
(2.1) max|ap(@, )] <A (@, 1), D Iby(@) < B(@),
g =1
olt les fonctions A (x, t) et B(z) sont continues dans le domaine D et res-
pectivement dans 'intervalle J.
D’aprés (1.1), on obtient 'inégalité intégrale

Zﬂ lus(a)] < Bl@)+n [A(w, o) (Y w®)d (0> a).
=1 a j=1

En posant
n

Ulz) = § |y ()],
i=1
nous obtenons

(2.2) Uw) < B(w)—}—'an(m, HUMWd  (z>a).

Supposons que la fonetion 4 (v, ¢) soit non croissante par rapport
4 la variable #. Selon (2.2) on a donc

(2.3) Um) < B(w)—{—n_fA(t, NUGE (2> a).
Posons :

(2.4) V(z) = f A, U@ (2 >a),
alors :

(2.5) Vi) = A(z, 2)U(w)

et d’aprés (2.2) on a

(2.6) U(z) < Bl@)+naV(e) (2 >a).

En multipliant Pinégalité intégrale (2.3) par A(x, %), nous obtenons
Pinégalité différentielle

V'(2) < A(z, 2) B(%)+nd(z, 2) V(x) (= a).

©
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On en déduit que
x x
V(w) < [A(t, t)B(t)exp (n [ As, s)ds) &t (x> a).
a ;
Soit

B(x) = maxB(f).
agi<e
Nous obtenons alors
@

V) < % B(x) [exp (an(t, t)di) —1] (> a)

a
et d’aprés (2.6) on a

(2.7) 2 luy(@)] < B(a)exp (n [ A(t, 1) dt)

dang lintervalle oJ.
Nous avons donc:

THBOREME I. Soient vérifiées les hypothéses suivanies:
1° max|ag(x, t)] < A(x,t) pour D: a <1t <2 < oo,
4k -

2° 3b;(2)| < B(z) pour J: a <& < oo, ol A(z,1) et B(x) sont des
=1

fonctions continues et mon négatives dans le domaine D eb respectivement
dans Vintervalle J,
3° la fonction A(x,1t) est non croissante par rapport 4 la variable x.
Alors mous avons inégalité

n x

D luy(@)] < Bla)exp (n [ A, 1)dr)

i=1 a
pour a <o < oo ol u; = u;(x) (j =1,2,...,n) désignent la solution du
systéme d’équations intégrales linbaires (1.1), B(z) = maxB(t).

a<i<
Supposons maintenant que les hypothéses du théoréme I soient

remplies et de plus goit

mp(a) < oo, 1lim [ A(t,1)dt < oo
L—r00 200 5

alors la solution w;(x) (j =1,2,...,n) du systéme (1.1) est bornée lorsque
& — oo,

Remarque. Si, en particulier, la fonction B(z) est non décroissante
on pose f(z) = B(z) pour > a, si au contraire la fonction B(x) est non
croissante, on a f(r) = B(a) pour z = a.
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§ 3. Supposons maintenant que la fonetion A4 (z, ) soit non déerois-
sante par rapport & ¢ pour ¢ <t <o < oco. On a done 0 < A(2,1)
< Az, ) pour o <t <o < oo ef selon (2.2) on a Pinégalité
(3.1) Ulr) <

B(m)-l—nA(w,m)fU(t)dt (# > a)

et par conséquent nous obtenons

Z lu;(m)] < B

(3.2)

olt
x

= fo(t)dt < me(t)exp (nf Als, s)ds) at

i

(v = a).

Soit ensuite B( ) <

Z [y {

j=1

A(w,x) pour # > a, on a donc d’aprés (3.2)

(3.3) A(x, ¢)exp ant dt) (2> a).
Nous obtenons ainsi:

TeEOREME II. 8% les hypothéses 1° et 2° du théoréme I sont satisfaites
et si de plus

3% la fonction A(wm,t) est mon déoroissante par rapport & t pour
a <t <w<oo, B(w) < A(z,z) pour ¢>a,

nous obtenons Vinbgalité

.on

D) luy (@) < Az, @)exp (n [ A, t)dt)
=1 a

On voit immédiatement de ce théordme que si

(x = a).

]En—:lA(w,w)<oo, hmfA (2, t)dt < oo
L—>00

L—00

la solution w; () (§ = 1,2, ..., n) du systéme (1.1) est bornée lorsque & — oco.

§ 4. Supposons que 4 (z, ) = A4,(w)- 4,({) pour ¢ < ¢ t << » < oo, Nous
avons done I'inégalité
x
(4.1) Ul@) < Blo)+nd,(2) [ 4,0)U®)dt (v >a),

a

icm
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et par conséquent nous obtenons
(4.2) U(w) < B(z)+n4, m)fA (t) B(tyexp (nch1 s)ds)

t (z > a)
Si B(x) < A;(z) pour 2 >a nous avons P'inégalité
(43 ,21'”’ (@) < fA ()4, (s)ds) (@ > a).
D’aprés (4.3) on voit que si

lim4,(s) < oo, lim fAl(s o(8)ds < oo,

>0 g

la solution w;(z) (j =1,2,..
&~ oo,

., ) du systéme (4.1) est bornée lorsque
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