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and the successive convergents are

4 9 13 48 61 170 1421 3012 4433 16311 20744

3 ; 9 ! 13 ’ 231
Taking @, = ¢, @, = 3, we have @, = &,

1421

which lies between 27° and

39
. But on taking @y =3, 2] =%, we get @ =4 TIn the first
case we get what is called by Weber [2] a Nebenbruch, and it appears
that in order to obtain similar relations between Newton’s formula and
formula (5) and the successive convergents one must take into conside-
ration the Nebenbriiche also. This is clear on examining the example of
V89 and V13 considered by Mikusingki. To this problem we propose to

return later.
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Interprétation géométrique des conditions d’intégrabilité
d’un systéme d’équations aux différentielles totales

par J. SzARSKI et T. WAZEWSKI (Krakéw)

Considérons un systéme d’équations aux différentielles totales

7zn)dw+Qi(w7 Y, 2ty ..., 2N dy
(1=1,2,...,m),

(1) d&* = Piw,y,2", ...

out les fonctions Pi(x,y, 2", ..., ") et @'z, y, ', ...,4") sont de classe
C' dans un domaine Q. Le systéme (1) est dit complétement intégrable dans
£, lorsqu’on a dans £
k3
(2) Qi—Py+ QU —PLg) =0 (i=1,2,...,n).
=1

Nous nous proposens de donner une interprétation géométrique des
premiers membres des identités (2). L’idée de cette interprétation est la
suivante.

Le systéme (1) définit en chaque point (&, 9, &, ..., {*) du domaine 2
un plan & deux dimensions

(3) At =Pi(£: 7y 8y ey cﬂ)(”_f)+qi(fy 7y ey (Y —17)
(7: = 1, 2, ...,1?/).

Soit (1, Yy, 25y -+, £3) un point du domaine L et considérons la surface
cylindrigue & n-+1 dimensions dont les équations paramétriques sont

(4)

olLr > 0 est fixé et suffisamment petit et y, A', ..., h" sont des paramétres.
Désignons par X, la partie de la surface (4) contenue dans Q et soib

()

un point quelconque appartenant & Z,. Le plan (3) passant par le point
(6) coupe la surface (4) le long'de la courbe dont 1’équation paramétrique,

@ = g+ reo8y, Y =Y+rsiny, & =01 (i=1,2,...,n),
*

& = m+roosp, 7 =1uy+rsing, F=h ((=1,2,...,n)
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avec p comme paramétre, a la forme
& = @y+reosy, Y = Yp-+rsiny,

& = i B Pi(my+reose, ¥+ rsing, B ..., B")r(cosy— cose)

+ @ (my+7cosp, yo+rsing, kY, ..., B")r(siny— sing)

et dont le vecteur tangent au point (3) a les composantes

da 7CO8 il cos
— = — 9 - = 7Co
dy y=gp ’ dq) y=¢ &
e i : 1
(6) — = r[Q"(zy,+7cosp, yy+rsing, b, ..., ") cosp—
dy v=¢

~Pi(my+ 708, Yo+ rsing, B, ..., kY)sing].

De cette fagon, on a fait correspondre au point (g, A'...., »™ de X, un
vecteur (6) eb par conséquent on a défini sur X, un systéme d’équations
différentielles ordinaires

ant
(7) a"; = TE( Y@y b

y ey M),
ot 'on a posé

H' = @*(my+rcosp, yo+rsing, B, ..., k*) cosp—
—PHmy+7008¢, Yy rsing, B, ..., k*)sing.
Désignons par

F=HFe,9) (i=1,2,..,n7)
Pintégrale du systéme (7) issue du point ¢ = 0, h* = 2{, c’est-d-dive telle
que
(8) B(r,0) =
Pour r suffisamment petit cette intégrale existe dans intervalle 0 < ¢ < 2.
Or, le premier membre de I’identité (2), calculé au point (%95 Yo, zo, . ,z{,‘)
est égal & la limite du quotient
[B(r, 2m)— 281/ n

iorsque 7 tend vers zéro. Voici le théoréme qui justifie cette interpréta-
ion.

THEOREME. 8i les fonctions Pi(w, y, 2!, .. ,z") et Qi( B, Y, 2 ..., 2
sont de classe 0! au voisinage du point Ay(m,, y,, 25, . 2y), les fonotions
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B(r, ¢) sont définies dans l'intervalle 0 <
samment petit. et Uon a

@ < 2nt pour r positif suffi-

B (r, 2m)— 2t
9 lim I —a 2“) i
r—30 T

= Q5(4y)— Pi(49@ (49)].

+Z [Q(4

Démonstration. Les seconds membres du systéme (7) sont de
classe C' par rapport aux variables r, ¢, i’ pour ¢ quelcoque, || et |h|

suffisamment petits. D’autre part, pour » = 0 le systéme (7) prend la forme
Abtldp =0 (i=1,2,...,n)

et par conséquent ses intégrales k' = const sont détinies pour tous les ¢.
11 s'ensuit que pour |r| suffisamment petit et 0 < ¢ < 2n les fonctions
k' (r, ) sont de classe C. Comme .

hfp(oy ) =0,
on a done, d’aprés (8)
(10) K0, @) = 2.

Avant de passer & la démonstration de la relation (9) nous allons prouver
que .
(11) k0, ¢) = P¥(4,)(cosp—1)+Q°(4,)sing.

Or, comme les fonetions K (r, ¢) satisfont au systéme (7), on a
d_, d _. L n
%h,(o,qﬂ) = “617"'31(’99% K(ry@)y ..., b%(r, ‘P)) et
= @*(4,)cosp—P'(4,)sing,
d’olt

? .
1(0, 9) = [Q(4y) cosp—P(4,)sing]dp

= PY(4,) (cosp—1)+@*(4,)sing.

Revenons & présent 4 la démonstration de (9). En vertu de (7) et (8) nous
avons

(12) E ry o, By ).

h(r 21:)—z,, 1 T "
—‘Eof s I (T:‘P)d‘?’~

=
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Comme

(0, 9, B0, ), ..., B0, ¢)) = §*(4;)cosp—P'(4)sing

et par conséquent

2m .
fm(0:¢:hl(01¢)’ ) h”((},(p))d(p =0,
?

nous pouvons écrire (12) sous la forme suivante

R(r, 2m)—2
rin

=-f [—H1 y @y B (7 @)y ey "‘('r,(p))-—H‘i(O,q),hl(O,(p),...,h"(O,(p))]d(p.

Lorsque 7 — 0, le guotient sous le signe d’intégrale tend vers

1) = [ 80, Wi, 00,100 |

=0

uniformément par rapport & ¢ dans lintervalle 0 < ¢ < 2n. Il s’ensuit

que

(13) Jim 200 27— ") f Iip

Mais, d’aprés (10) et (11), nous avons
(14)  Ip) = QL(4g)cos’p+ gy (4,

n
+ X Q440
=1
—Pi(A4,)cospsing— P (4,)sin*p—

— D Pi(4y)

i=1

)cospsing +

[P/ (4,)(cosp—1)+ Q' (4,)sing]eosp—
[P (4,) (cosp—1) + @' (4,)sing]sing.

Les relations (13) et (14) impliquent la conclusion (9) de notre théoréme.

Regu par la Rédaction le 5. 7. 1958
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Limitations and dependence on parameter of solutions
of non-stationary differential operator equations

by W. MrAk (Krakéw)

The purpose of the present paper is to discuss some properties of
the solutions of the differential equation

8 T AWati, o).

A (%) is a closed and linear operator defined on a linear subset of the Ba-
nach space E. The values of 4 (¢) belong to E. The theory of equation (%)
is a continuation of the theory of one-parameter semi-groups of linear
and bounded operators founded by Hille and Yosida (see for instance
[2]). Kato in [4] investigated the case of the variable “coefficient” A (t).
Krasnoselskil, Krein and Sobolevskil presented in [6], [7] many new results
and discussed the case of the non-linear member f(t, #). This paper deals
with some general theorems concerning the limitations of the solutions
of (x). We use the epidermic theorem for ordinary differential inequalities.
The epidermic theorems have been introduced by T. Wazewski in [13]
(see also [8]). We apply the epidermic theorem for the reason that usually
the solutions of (x) do not satisfy the equation at the initial point ¢ = 0.
The nature of the epidermic effect is explained in [13] and [14]. We
present several uniqueness theorems. In §4 we prove some existence
theorems which generalize in a certain sense some results of [6] and [7].
We use the topological method of Leray-Schauder. The a priori limita-
tions needed in this method are ensured by suitable theorems of §§ 2, 3.
In the last section we discuss the dependence of the solutions on a real
parameter.

§ 1. NOTATION AND DEFINITIONS. Let F be & real Banach space. The
elements of ¥ are denoted by #, v, 2, ... The functions of the real variable
t with values lying in ¥ are denoted by x(f), ¥ (?), 2(#), ... |#| is the norm
of the element z, @ stands for the zero of H. In the following we investi-
gate the operators which are defined on suitable subsets of F and take
on values belonging to H. The operator V is linear if it is additive and

A 1
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