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Remarque VI. L’exemple que nous venons de construire démontre
quelque chose de plus. Pour la fonction »(¢) définie ci-dessus on a non
seulement la relation (10.2), mais aussi

f——gt—— = +4co (a=0)
) Tawr =0).

Il en résulte qu’aucune condition de ce type ne peut étre suffisante pour
que Péquation (1.6) soit du type (Z).
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Sur les valeurs asymptotiques des intégrales
des équations différentielles linéaires du second ordre

par Z. OprIAL (Krakéw)

Dans la présente note je m’occupe de l'allure asymptotique des
intégrales de I’équation différentielle linéaire du second ordre

(1) w' —a(t)u'+b@E)u =0

dans certaines hypothéses sur les coefficients a(f) et b(¢) qui vont étre
précisées dans la suite. Il g’agira, en principe, d’examiner 'allure asympto-
tique des solutions de cette équation dans le cas ol le coefficient a(#)
tend vers Dinfini lorsque ¢ croit indéfiniment, tandis que b(¢) reste borné
sur le demi-axe ¢ > 0 tout entier. Les résultats que je vais exposer ici se
rattachent aux résultats analogues de Ph. Hartman et A. Wintner pub-
liés dans leur note [1] et & ceux exposés dans mes notes [2] et [3].

1. Notations et définitions. Désignons par A(f,) D'intervalle infini
{ty, +o0). Nous écrirons tout simplement 4 au lieu de A(0).

Nous dirons que I’équation (1) est du type (R), si toute intégrale non
triviale de cette équation tend vers l'infini lorsque ¢ crott indéfiniment.
Nous dirons pareillement qu’elle est du fype (M) s’il est possible de choisir
deux intégrales linéairement indépendantes de maniére que l'une tende
vers I'infini et l'autre vers une limite finie, différente de zéro.

Remarquons que si Péquation (1) est du type (M), alors pour tout
nombre fini u, il existe une et une seule intégrale u(t) de cette équation
pour laquelle on a lLimwu(t) = u,.

oo

Relativement & 1’équation (1) nous admettrons dans la suite 1'une
des deux hypothéses suivantes:
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Hyporrisg H. Les fonclions a(t) et b (1), définies et continues dans
Dintervalle 4, y satisfont oux inégalités
(2) 0<b<b(t) <B,
b et B étant des constantes positives(!).

Hyporuisg K. Les fonctions a(t),
Dintervalle A y satisfont aux inégalités
(3) ()] < B,
B étant une constante finie.

2. LemmE I. §i les coefficients a(t) et b(t) satisfont ¢ Uhypothése H,
toute intégrale non triviale w(t) de U'équation (1) devient, powr t suffisamment
grands, monotone: croissante si u(t) > 0, décroissante si u(t) < 0.

Démonstration. Prenons une intégrale quelconque w(t) de 16-
quation (1) et posons v(t) = w'(f)/u(t). On obtient ainsi I'intégrale (1)
de I'équation de Riccati :

(4) ' = —v24a(t)o—>b(l).
Nous allons démontrer que pour un #, suffissamment grand on doit avoir
dans Dintervalle A(fy): »(f) > 0. Supposons a cet effet que pour un i,
on ait »(f;) < 0. Le second membre de I'équation (4) est égal & —b(?) < 0
pour » = 0. Par suite, dans un voisinage & droite de ¢, on doit avoir v(f) < 0.
Mais, aussi longtemps que v(t) reste non positif, on a l'inégalite (cf. (4))
V(1) < —v2(t)—b.

On doit done avoir »(tf) < (f), ol ¥(f) désigne l’intégrale de 1’équation
auxiliaire v = —02—b, issue du point (&, 0): 5(f) = —Vb tgVh(t—1,).
Par conséquent, pour un £, >1?¢, on a

lim v(f) = —oo  (lm () = +o0).

tslp— sty +
Maig, pour © = VB le second Ilnembre de I’équation (4) est, en vertu de
I’hypothése H, non négatif. En vertu de l'unicité des solutions de 1’équa-
tion (4) il en résulte que Lon a v(f) > VB dans Vintervalle A(f,). Pour
en obtenir la conclusion du lemme il suffit de poser #, = f,.

3. Posons pour tout ¢ > 0:
12
A(f) = exp (fa(s)ds)
0

et supposons que les fonctions a(f) et b(f) satisfassent & Ihypotheése H.

2VB < a(?)
b(t) définies et continues dans

0 < aft),

(*) Les inégalités (2) ont été choisies de sorte que les racines de I'dquation

ef:;mtiﬁsﬁque 22— a(t)A+b(f) = O goient réelles pour tout ¢ appartenant & l'inter-
valle 4.

s
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Du lemme précédent il résulte que toute intégrale u(t) de ’équation (1)
tend vers une limite u(oco) infinie ou finie, mais différente de zéro. Deux
cas sont done possibles. Ou bien u(oc) est égal & 4o ou —oo pour tout
u(t) et alors 'équation (1) est du type (R), ou bien pour une intégrale
@(t) on a |p(o0)] < +oo. Dans ce cas une autre intégrale y(t) de Téqua-
tion (1):

“Als)

() (1) = o) [ e

(p(t) # 0 pour t = 1)
tend vers linfini lorsque ¢ croit indéfiniment. Dans c¢e cas l'équation
(1) est du type (M). On a done:

LeMue 1I. Si les fonctions a(t) et b(t) satisfont & Uhypothése H, Véqua-
tion (1) est ow bien du type (M), ou bien du type (R).

4. TEEOREME I. Supposons que les fonctions a(t) et b(1) satisfassent
& Phypothése K. Alors, pour que Uéquation (1) soit du type (M), il suffit
que Von ait .

o o0 d
(6) f (A (s)f Eﬁ) ds < --oo.

Démonstration. Choisissons un ¢, suffisamment grand pour que
Pon ait 1'inégalité

' > ~ dr 1
Q) tﬁj (A(S)Jm)dséﬁ‘

On peut aisément vérifier que toute solution continue et bornée de
I’équation intégrale

t oo
®) w(t) = 1+ f(A(s)f Z((?)u(r)dr) ds
113 8

est aussi P'intégrale de équation différentielle (1). Nous allons démontrer
que, dans nos hypothéses, I’équation (8) admet une solution umique,
continue et bornée dans lintervalle A(4). Prenons & cet effet 'espace &
des fonctions continues et bornées dans A(t)). Pour toute fonction wu(z)
de cet espace nous posons

[l (Dl = suplu ().
4(to)
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Dans lespace F nous introduisons la transformation continue

i o '
i b o
)=1 A dv)d
() +f( @ Zoyuas)i,

qui fait correspondre & chaque fonction u(f) de cet espace une fonction
#(t) du méme espace. On vérifie aisément qu’en vertu de (7) on a pour
tout couple u(f), 2(f) de fonetions appartenant & H:

@@ -2l < % llu()—=@l-

Done, d’aprés le principe bien connu de Banach, il existe dans Pespace
une fonetion unique ¢(¢) qui satisfait 4 ’équation (8). De la forme de cetite
équation il résulte que p(?) tend vers une limite finie quand t croit indé-
finiment. Cette limite ne peut pas &tre nulle. On a en effet, en raison de (7):

1B (=)l
A(7)

2 ©
e <1t [ (460 [ 55 o1 de) as <14 ghpcon
# H

d’ou il résulte que |lp(1)]] <5. On a donc I'inégalité
¢

o021~ [ (40 [ G ipionas) as > 4
t

A(z)

8§
eb, par conséquent, limg(t) > 0.
{00

Pour achever la démonstration il suffit de remarquer qu’en posant
dans_la. formul(_a (8) T =1, on en obtient une autre intégrale y(¢) de 1'¢-
quation (1) qui tend vers P’infini lorsque { — +oo.

5. Admettons I’hypothése (6) et posons pour tout ¢ = 0

Fds
v(t) = A (1 f =z
=40 15
On vérifie sans peine que l1a fonction v(¢) est i ) i
e 5 (t) ‘une intégrale de 1’équation
v =a(f)v—1.
11 en résulte que »'(t) > —1. D’autre part, Phypothése (6) veut dire que

la fonetion v(f) admet une intégrale finie dans Ui
il résulte que limw(f) — 0, 8T e dans P'intervalle (0, +o0) Aol
1o \
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Ceci 6tabli, on peut aisément déduire du théoréme I le corollaire
suivant:

COROLLAIRE. Si les coefficients a(t), b(t) satisfont & Uhypothése K et
si, de plus, on & Vinégalité (6), alors pour toute intégrale u(t) de Véquation
(1) qui tend wers ume limite finie lorsque i — +-oco, on a

limu'(t) = 0.
{00

Démonstration. Il sutfit de démontrer la conclusion de ce corollaire
pour Pintégrale ¢(t) dont il était question dans la démonstration du théo-
réme I. Or, de Péquation intégrale (8) & laquelle satisfait ¢(t) on tire

<0
:

~ s
g A(t)tfmigoq;(c),

£ b
01 = | 40 [ G plods
! i

O étant une constante choisie de manidre que l'on ait [b(#)p(t)] < C dans
lintervalle A(%,).

6. TaEOREME II. Supposons que les fonctions a(t) et b(t) satisfassent
@ Uhypothése H. Alors, pour que Véquation (1) soit du type (M), il faut et il
suffit que Von ait

) f(A(s)f:{%) ds < +oo.

Par conséquent, pour que, dans Uhypothése H, Véquation (1) soit du type
(R), il faut et il suffit que Pon ait

(10) f(A(s) —d(i—)) ds = +oo

Démonstration. Comme nous lavons démontré (théoréme I),
la condition (9) est suffisante pour que ’équation (1) soit du type (M)
méme dans des hypothéses moing restrictives. Pour achever la démon-
stration il suffit done, en vertu du lemme II, de prouver que la condition
(10) est suffisante pour que P’équation (1) soit du type (R). Supposons
quil n’en soit pas ainsi. II existerait alors une intégrale ¢(¢) de cette équa-
tion pour laquelle 0 < g(o0) << +oo. Il en résulte que la fonction ¢(t)
satisfait 3 D’équation intégrale (pour certaines valeurs des parameétres O
et D):

o

: b(7)
() =D+!(G+IA(T) rp(r)dr)A(s)ds,
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ce qui ne serait possible que pour ¢ = 0. Mais dans ce cas particulier,
on aurait, en vertu de (2)

[ oo
oty > 041 ) {(A(s) o )ds,
- -
T 8

ol T' est un nombre suffisamment grand pour que l'on ait dans 4(7):
@(f) = }p(co0) et D* est une constante convenablement choisie. On aurait
par suite, en raison de (10): g(o0) = ~+oo.

7. Maintenant on peut, en §appuyant sur les théorémes I et 11
établir quelques simples critéres suffisants pour que 1'équation (1) soit 01;
bien du type (M), ou bien du type (R). Remarquons d’abord gue l'on a

(11) f(A(s)fAd;)) ds:f(z%s—)f(i(r)dr) ds.

Or, dans ma no_te [2] j’ai établi quelques critéres suffisants pour que la
.seconde de ces intégrales soit ou bien finie, ou bien infinie. On en tire
immédiatemment les théorémes snivants:

THEOREME IIT. 8i les fonctions a(t), b(t) satisfont & Vhypothése K et

(12) f Ll < 400
a(s) !

0

Déquation (1) est du type (M).

.Démonstration. Dans [2] j'ai démontré que la relation (12) est
suffisante pour que la seconde intégrale (11) soit finie. Dang I’hypothase
(12) la px:en:uére intégrale (11) est donc aussi finie et, par suite, en vertu
dn théoréme I, Péquation (1) est du type (M).

De méme on peut démontrer les deux théordmes suivants:

TeEOREME IV. 8i les fonctions a(t), b(t) satisfont & Vhypothése H, si

(13) Fas
ﬂf als) +
et
limsup 28 d
PRSP T (J”) =f~i),

Véguation (1) est du type (R).
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TatoREME V. Si les fonclions a(t) et b(t) satisfont & Vhypothéze H et
Pon a la relation (13) et si de plus |

lim inf — 22
e (DI (D)
Véquation (1) est du type (R).
8. Revenons & l'équation auxiliaire du premier ordre
(14) v = a(t)v—1,
a laquelle satisfait, comme nous I'avons dit au par. 5, la fonction

7

Fod
(15) o(t) = A(t)f 1—(%.
i

Convenons de dire que I’équation (14) est du fype (M*), si la fonetion (15)
admet une intégrale finie dans lintervalle 4. Remarquons que clest la
seule solution de I’équation (14) qui puisse jouir de cette propriété. En
effet, pour toute autre solution v,(¢) on a

(o (1) —2(1) = alt) (v, @))—2(2))

et, par suite
~ds
) =CAN)+AE) | —— ¢ #£0).
ni) = CAN+A® [ 5 (020
Nous dirons de méme gue I'équation (14) est du type (R*), si
(16) J' p() 0t = +oo.
0

Ceci admis, on peut énoncer les théorémes I et IT sous la forme sui-
vante:

THhoREME VI. Si les fonctions a(t) et b(t) satisfont & Vhypothése K,
alors, pour que Véquation (1) soit du type (M), il suffit que Véquation (14)
soit du type (M¥).

TrhorEME VII. Supposons que les fonevions o(t) et b(f) satisfassent
& Phypothése H. Alors, powr que Véquation (1) soit du type (M) 2l faut et il
suffit que Véquation (14) soit du type (M*). Par conséguent, pour que U'é-
quation (1) soit du type (R), il faut et il suffit que Véquation (14) soit du
type (B*). '

9. Envisageons maintenant, & coté de I’équation (1), Péquation du
méme type
a* : w''—a* () 0w =0
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et supposons que l'on ait

(17) 0 < a(t) <a*(t) pour ¢>=0.

Posons ensuite

t
(18) A*(t) = exp (f 1*(3)(18)
et

4 ds
(19) v*(t) = A*(t) f yant

0

La fonction positive o*(#) satistait & Iéquation différentielle

(20) v = a*(H)v—1.

D’autre part, la fonetion positive v(t) (cf. la formule (15)) satisfait, en
vertu de linégalité (17), & Dinégalité différentielle

(21) V() < a*t)o(t)—1 (> 0).

11 en résulte gue Pon a dans lintervalle 4:
0 <o*(@) <o),

En effet, de linégalité (21) et du fait que pour v = 0 le second membre
de I'équation (20) est égal & —1, il résulte qu'il existe une intégrale v, (%)
de Péquation (20) pour laquelle

0< () <o) (¢3>0).

Mais, de la forme de la solution générale de I'équation (20) il résulte que
Pon doit avoir v,(f) = v*(f). On a done:

LevmE IIL. 8i les fonctions continues a(i) et a*(f) satisfont & Viné-
galité (17) et si Péquation (14) est du type (M*), il en est de méme dv Végqua-
tion (20). Par conséquent, st Véquation (20) est du type (R*), Déquation
(14) est du méme type.

10. Grace au théoréme VII, le lemme que nous venons de démontrer
nous permet d’établir pour les équations (1) et (1*) le théoréme de ecompa-
raison suivant:

TaforEME VIIL. Supposons que les fonctions a(t), b(t); a*(t) et
b*(t) satisfassent o Vhypothése H et que Pon ait Pinégalité (17). Alo«rs, 81
Véquation (1) est du type (M), il en est de méme de Véguation (1*). Par consé-
quent, si Péquation (1*) est du type (R), Péquation (1) est du méme type.
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11. Remarques finales. I. Comme nous 1’avons vu (cf. lemme II),

dans le cas ou les coefficients a(f) et b(¢) de Péquation (1) satisfont & I'hy-
pothése I, allure asymptotigue des solutions de cette équation’ est
bien simple: ou bien toutes ces solutions (non banales) tendent vers I'in-
fini lorsque ¢ > co (P’équation (1) est alors du type (R)), ou bien il existe
une solution tendant vers une limite finie, différente de zéro, tandis que
toutes les autres solutions qui en sont linéairement indépendantes ten-
dent vers l'infini lorsque ¢ — co (I’équation (1) est alors du type (M)).
Or, dans la note [2] j’ai démontré qu’il en est de méme si I'on prend,
au lieu de ’équation (1), I’équation suivante: ;
(22) w'+a(t)u' +b(@)u = 0.
Alors, dans Phypothése H, deux cas seulement sont possibles: ou
bien toutes les solutions de I’équation (22) tendent vers zéro lorsque
t —> oo (nous disons dans ce cas que ’équation envisagée est du type (Z));
ou bien il existe une solution de cette équation tendant vers zéro, tandis
que toutes les autres solutions qui en sont linéairement indépendantes
tendent vers des limites finies, différentes de zéro, lorsque & — co (nous
disons alors que I'équation (22) est du type (N)). Bien plus, si ’on demande
4 quel type appartient 'équation (22), la réponse ne dépend que de la
valeur de la seconde des intégrales intervenant dans la formule (11) (cf.
[2], théoréme I). Notamment, pour que Uéguation (22) (dans Uhypothése
H) soit duw type (N), il faut et il suffit que Vintégrale

f(z}@fAEr)dt) ds

soit finie; pour que Uéquation (22) soit du type (Z) il faut et il suffit que
Pintégrale (23) soit égale & --oo.

La liaison entre les divers types de l'allure asymptotique des inté-
grales des équations (1) et (22) est done bien simple et on peut ’exprimer
sous forme du théoréme suivant:

THEOREME IX. 8i les fonctions a(f) et b(t) satisfont & Uhypothése H,
Péquation (1) est du type (M) seulement dans le cas oh Péquation (22) est du
type (N) et inversement. Par conséquent, pour que Uéguation (1) soit du type
(R), 1l faut et il suffit que Déquation (22) soit dw type (Z).

II. De la formule (17) résulte aussi une liaison étroite entre l'allure
asymptotique des intégrales de ’équation du premier ordre (14) (cf. le
par. B) & laquelle satisfait la fonction (15) et I’équation analogue

(23)

(24) v = 1—a(t)v,

Annales Polonici Mathematici VI. 14
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4 laquelle satisfait la fonction

< 1 )
(25) = A—(i_ ‘f )ds.
0
Convenons de dire que Péquation (24) est du type (N¥), si toute so-
lution de cette équation admet une intégrale finie dans Dintervalle 4
(pour cela, il faut et il suffit d’ailleurs qu’une solution au moins jouisse de
cette propriété). Ceci admis, de la formule (11) résulte le théoréme suivant:
THEOREME X. Si a(t) = 0 dans Vintervalle A, alors, pour que DPéqua-
tion (14) soit du type (M*), ¢l faut et il suffit que Péquation (24) sodt du type
().
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