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Remarque sur un travail de ]J. Schauder

*
par J. SzArSKT (Krakdw)

Le but de cette note est de combler une lacune dans le travail de
J. Schauder sur équation hyperbolique quasilinéaire aux dérivées par-
tielles du second ordre [2]. La lacune en question pourrait faire croire
au lecteur que la méthode, appliquée par J. Schauder dans son travail
fondamental pour la théorie des équations hyperboliques, n’est pas rigou-
reuse. (est pourquoi nous avons cru utile de montrer que cette lacune
ne tient qu’a 'application d’un théoréme peu général et qu’elle peut dtre
comblée grice & une généralisation de ce théoréme. Or, dans le travail
¢ité, J. Schauder fait intervenir un théoréme sur les limitations a priori,
dft & K. Friedrichs et H. Lewy [1], qui peut étre énoncé de la fagon sui-
vante.

Soit
C u = du
(1) ié:Aik(ib‘u coey Ey) Fr, 47;35(1‘1, cen m”)—a—m; FC(@yy ooey )t
=F(@yy ..o, @) (Ag = Ag)

une équation hyperboligue normale. Supposons que dans une pyramide
P,, dont la base b,,_; est située dans le plan z, = const et les faces laté-
rales possédent l'orientation d’espace par rapport & I’édquation (1), les
coefficients satisfassent aux conditions suivantes:

1° Ay, B;, C, F sont de classe Ct,

n—1
2° la forme quadratique > A 44, est positive définie et 4,, < 0,
ik=1
04y,
Om;

3° [yl B4, 101,

< M,.

Ceci admis, il existe deux nombres positifs i (M;) et C,(M;) dépen-
dant de M, tels que, pour toute solution u de Péquation (1) définie et
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de classe 02 dans P,, on a la limitation

f;;fz(g;)zaml...m
M){f f[ (au)—l—u]dwl dmn_l—i—{ szdml dw,,},

by—1

pourvu que la hauteur de la pyramide ne surpasse pas le nombre h(M,).
Or, le nombre h(M,) intervenant dans le théoréme de K. Friedrichs
et H. Lewy est de la forme

WMy) = u[k({My),

ol  ne dépend que des coefficients A, et k(M,) croit indéfiniment avec
M,. 1l en résulte que, 4, étant fixés, on a

(3) h(M,) -0 lorsque M, oo,

Un théoréme analogue subsiste pour un systéme d’équations de la

forme
PPEET

=F, (s=1,2,...,p).

&

2 A‘k oz, EM:

En effet, dans les mémes hypothéses sur les coefficients A, on a pour
toute solution u,, ..., u, de 'équation (4), définie et de classe (2 dans la
pyramide P, (M,) (ee dernier symbole désigne la pyramide P, dont la
hautenr est égale & h(M,)) une limitation de la forme

n
j Ou,\*2
( dx,...dz,
Pp(M1) r=1 j=1

<C’{(M1){f...fj[2(gu') ]dJc, A,y +

bp—1 r=1 “j=1

’)

Oy

P
+ ... F?dml...dmn},

Py(My) r=1

pourvu que |{By|, |Cy] < M.
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En vertu de ce théoréme, en différentiant ’équation (1), J. Schauder
[2] obtient de proche en proche des limitations des dérivées d’ordre su-
périeur d’une solution » de ’équation (1), & savoir

[ I[Sj (Dh“):] doy.adry,

TP, Th=o
ot

< e+1(]'[1"‘1[2){f“‘f12, (Dyu)? ]ll.rl dr,_+

by h=0
*ff[_d (D, F
P, =0

olt D;,f désigne une dérivée quelconque d’ordre k de la fonction f(x, ..., x,).
Cette limitation est obtenue sous I’hypothése que la solution u soit de
classe 0°** et que A4y, B;, O, F soient de classe (% leurs dérivées d’ordre
s > 2 étant absolument inférieures au nombre positif M,. Or, dans la
méthode appliquée par J. Schauder [2] pour construire la solution d’une
équation hyperboligue quasilinéaire, intervient d’une fagon essentielle le
fait que les limitations a priori des dérivées d’ordre quelconque soient
valables dans la méme pyramide P,(3,). J. Schauder écrit en effet (voir
[2], p. 222): ,,Die in den Formeln [12+1], [2°+'] vorkommenden Konstanten
Copr (M, M) himgen — wiv dies angedeutet wurde — von ¢ ab, d. h. von
der Ordnung der zu abschiizenden Ableitung von u. Dagegen ist der Bereich,
in welchem diese Abschitzungen vorgenommen werden, d. h. der Pyramiden-
stumpf P, von o unabhingtg. Mit anderen Worten, wird die Kantenlinge
der Grundfliche b,_,, der Neigungswinkel o und die Hohe h der Beziehung
(15) unterworfen, d. h. nur als von Ay, B;, C selbst und deren ersten Ablei-
tungen abhdingig angenommen, so braucht P, weiter nicht mehr gedndert zu
werden. In demselben in §3 ndher erklirten P, gelten dann ohme weiteres
auch die anderen Abschiteungen und Formeln [1°F1], [2°+1]. Diese Tatsache
ist von grosser Wichtigkeit fiir die folgenden Betrachtungen, insb. die des
Kap. IT und IIT7.

Cependant le théoréme de K. Friedrichs et H. Lewy ne permet point
de conclure que les limitations en gquestion soient toutes valables dans
la méme pyramide. Au contraire, la hauteur de la pyramide P,, dans
laquelle la limitation fournie par ce théoréme pour les dérivées d’ordre ¢
est valable tend vers zéro lorsque ¢ — oo. En effet pour obtenir une
limitation a priori des dérivées d’ordre p+1 d’'une solution % de 1'équa-
tion (1) (on suppose que la solution w est de classe C%F* et que Ay, By,
C, F sont de classe (%), on différentie ’équation (1) ¢ fois par rapport
A toutes les variables. En désignant les dérivées d’ordre g de la solution
% par u, (s =1,2,..., D), oll p est le nombre des dérivées d’ordre ¢ d’une
fonction de n variables, on voit alors que ces dérivées vérifient un systéme

1

)2] dry. .. (1#},}1


GUEST


160 J. Szarski

d’équations de la forme (4), ol les membres F, ne contiennent que
les dérivées de w d’ordre inférieur & ¢. En particulier, convenant que
u, = 0%u/0x% et tenant compte de la régle de Leibniz, on a pour la

premidre équation (4) (s = 1)

04
By = 2¢ i)a;'ly -+ By,

d’ol, d’aprés 3°,
[Bil < M:1(20+1) = M,.

11 en résulte, en vertu du théoréme de K. Friedrichs et H. Lewy, que les
limitations de la forme (5) pour les dérivées d’ordre o+1 d’une solution
de I’équation (1) ont lieu dans la pyramide P,, pourvu que sa hauteur ne
surpasse pas le nombre A(2,). Comme M, — co lorsque ¢ — 1>o, la hauteur
de cette pyramide tend, d’aprés (3), vers zéro lorsque g — oco.

La lacune dont nous venons de parler peut étre néanmoing comblée,
p. ex. en vertu d'un résultat obtenu par 8. L. Soboletff [3], ou bien en vertu
d’un théoréme de T. Wazewski et de lauteur [4]. Ce théoréme montre
en effet que dans les hypotheses du théoréme de K. Friedrichs et H. Lewy
la limitation de la forme (2) a lieu, quelle que soit la hauteur de la pyra-
mide P, (cf. [4], p. 9, remarque 3).
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Sur l'application de la méthode des approximations
successives a une équation intégrale a forte singularité

par D. PRZEWORSKA-ROLEWICZz (Warszawa)

1. Introduetion. Soit I’équation intégrale & forte singularité
K
& o) =4 fw iz,
P T—1

ol L est un ensemble fini de lignes fermées dans le plan de la variable
complexe qui ont ane tangente continue et sont disjointes. La fonction
complexe des trois variables complexes K (¢, =, u) est définie dans la ré-
gion L[teL, tel, |u| < R]. L'intégrale a le sens de la valeur principale
de Cauchy.

A. 1. Gusejnoff [1] a démontré, en appliquant la méthode des appro-
ximations successives dans le cas d'une fonction réelle des variables
réelles ayant une dérivée K, (¢, v, %) vérifiant la condition de Lipschitz
relativement & u, que 1’équation (1) a une et seulement une solution.

En supposant la fonetion X (t, 7, %) holomorphe, W. Pogorzelski [2]
a démontré Dexistence et I'unicité d’une solution de I’équation (1), par
la méthode des approximations successives.

Le méme auteur a démontré dans le travail [3], moyennant des hy-
pothéses plus générales, Pexistence de la solution de 1'équation (1), en
appliquant le théoréme topologique de J. Schauder.

Dans le présent travail je démontre par la méthode des approxima-
tions successives, sous des conditions plus générales que dans le travail
[2], l'existence d’une solution unique de 1’équation (1) damns la région
de la variable complexe. Cette méthode présente I'avantage de fournir
un algorithme du caleul de la solution et montrer son unicité.

2. Théorémes auxiliaires. THEOREME DE BANACH. S, dans Pespace
E métrique et complet, Popération A vérifie Vinégalité suivante relative auz
normes
Ay —Au,|| < gl — sl (0 << g <1)
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