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Sur le domaine de convergence des séries de polynomes
homogénes de deux variables complexes

par F. LeJa (Krakéw)

1. Séries bornées sur un segment rectiligne. Soit IT espace des deux
variables complexes © et y, A et A’ deux points de IT de coordonnées
(a,b) et (a', b’) respectivement et

1) Y Pul@,y), ot Pu(@,y) = ant "+ an_ 138" y+...+ a0ut™,
n=0

une gérie de polyndémes homogeénes & coefficients complexes quelconques.
Désignons par J le segment rectiligne

(2) 2 =a+(a'—a)t, y=>b+(0"-b}, 0<iI<1,
joignant les points A et A’, par |AA'| la quantité
44| = }lab'—ba'|,

dite distance triangulaire() des points A et A’, par « le point variable
de coordonnées (z, y) et par t(u) = t(z, y) la fonetion homogéne des va-
riables @ et y définie, si |A4’| >0, par la formule

| Aul+ |A |+ V(| Au|+ [A ul)’— [Bu]*
H

ol B est le point de coordonnées (a'—a, b’ —b)(?). Je dis que:

i la série (1) est bornée au moins presque partout sur le segment (2)
et [AA’] >0, elle converge uniformement dams le voisinage de tout point
(#,y) du domaine D de Vespace II défini par Vinégalité t(z,y) < 1.

Démonstration. Il suit de I’hypothése que la suite {P,(»,y)} est
bornée presque partout sur le segment (2), d’olt ’on conelut(®) que la

(1) La distance proprement dite est égale & Via' — al*+ b’ — b2

(2) Par définition |du| = }lay— bz|, |Au| = }la’y—b's|, |Bu| = }|(¢’"—a)y—
— (b’— b)w|.

(*) Of. le travail [1].
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i
suite {P,(z, ¥)6"}, oll 6 est un nombre quelconque 0 < § < 1, est bornée
uniformément sur J, c’est-a-dire il existe un nombre M = M () > 0 tel
que

(4) Pz, 9)0" <M pour n=20,1,... et (2,y)ed.

La transformation linéaire

) o — (b’—b)w—(a'—a)y’ Y = — (' +b)z+ (&' + a)y

ab’'— ba'

ab’ — ba’

transforme J en le segment J' donné par les équations

© . w@=1, y =-1+2 0<<1,
et le polynéme P, (z,y) en un polynéme homogéne @, (z',y’). Il suit de (4)
que

0.1, )0 <M pour m=0,1,... et —1<y <1,

dott Pon conclut, d’aprés un théordéme de Bernstein, qu’en tout point y’
du plan on a )

(7) 19a(1, 4)6"|

ol a et § gont les demi- -axes de l’elhpse passant par y', de foyers —1 et 1
c’est-a-dire

a = }{1+y|+ 11—y,

Puisque Qn (@, y') = 2@ (1,
quelconques ’inégalité

<M(a+ﬁ)n7 n=0,1,..,

B = 1/(4;(11 +y/ [+ 11—y -1
y'/e’), on déduit de (7) pour o 0 et y'

(8) @l 1) < M (et B,
ol 4
9 a = 3oyl —yl), b= Vi—la'F

Pir continuité, 'inégalité (8) a leu en tout point (a,
Retournons aux variables # et y. D’aprés (5) on a
ml+ y! _ a,y bw . wl —_ yl

2 b’ — ba'’ 2

_ —a'y+ib's

10 -
(10) ab’ —ba’

et a,+p; =t(w,y), done l’mégaﬁté (8) prénd la forme

|Pn(a"7f'/)1<M(t(m7y)/6)" n=0,1,..

y') de 1espace’ IT.
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Soit (@0, ¥o) un point queleconque du domaine D défini par I'inégalité
t@,y) <1 et 0 et 2 deux nombres positifs remplissant’ les conditions

oy Yo) < 0 < 1 et

Alors l'inégalité ¢(z, y) < 62 a lieu dans un voisinage du point (%45 Yo)
et, comme P,(x,y) < MA", n =1,2,..., la série (1) converge absolu-
nient; et uniformément dans ce vmsmage, ¢ q.f. d.

La domaine D étndié dans la proposition précédente mne peut pas
étre augmenté, car

w45 Yo) /0<l<1

Il ewiste ume série (1) comvergente uniformément sur le segment (2)
et admettant des points de divergence dans chaque domaine partiel du domaine
{t(@,9) >1}. ,

En effet, so0it {5y, o1y ..., 7s} un systéme de n41 points du se-
gment —1 <2 <1 pour lesquels le produit de toutes les distances
|n:— 7| est le plus grand. Alors [2] les polyndmes

(@) ____(z M)ee o (Z—1)
(o) - (10— 1)’

<1 & linégalité |L,(z)|

11)

n=1,2,...

satisfont sur le segment —1 <z
2 Ln(2)
=l

tout point du plan non situé sur le segment —1 <

< 1 et la série
|n? converge uniformément sur ce segment. On sait [2] qu’en

< 1 existe la limite

(12) hm1/|1; |z—|— Vé—1| = at8,

olt a = §(|l+2|+|1—2]), B=V)d*—1. Si z appartient & Dlintervalle
{(=1,1>onaatf=1etla formule (12) reste vraie dans un ensemble B
situé au moins presque pa.rt;out dans cet mterva]le, dans Tensemble

complémentaire (—1,1>—F on a limsup}/|L,(2)| < 1.
n—ro00

Il en résulte que les polynémes homogenes Ly (a',y") = "Ly (y' [2"),
n =1,2,... satisfont sur le segment {z' =1, —1 <y’ <1} & Pinégalité
[T (@', 4')| << 1; en dehors de ce segment on 2
(13) limsup /[ Zn(@, ¥} < a1+ 1y

N—ro0

oll o, ot B, sont donnés par les formules (9) et linégalité (13) devient
une égalité si le quotient z = y’ /o’ n’appartient pas & Lintervalle (—1, 1,
ou bien #il est situé presque partout dams cet intervalle.

Posons IT,(2,y) = Ly(#', %), » =1,2,..., en appliquant la trans-
formation (5). Les polyndémes IT,(z,y) satisfont sur le -segment (2)
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3 Pinégalité |IT,(z, y)| <1 et la série DI, (=, g)/n* eonverge uniformément
n=1

sur ce segment. Dans l'espace II toub entier on a

timsup V1T, (@, ¥)| <@, y)

N—r00
et cette inégalité devient une égalité au moins presque partout dans II.
Par suite la série Y IT,(x,y)/n* jouit des propriétés demandées.
n=1

2. Séries bornées sur deux segments rectilignes. Soient « et
> a deux nombres positifs, § I’ensemble des points de deux segments a <2
<P et —f <2< —a de Paxe réel du plan de la variable complexe z
6t {7gy N1y ++-» Tin} U Systéme de n--1 points de 8 pour lesquels le produit

|m;— 72| est le plus grand. Désignons par d(8) le diametre transfini
o<i<kgn
de 8, par L,(z, 8) le polyndme (11) et par Ty,(z, 8) le polyndéme de
Tchebychetf de degré » correspondant & §.

On sait(¥) que @(S) =Ve—f2/2, |L,(#, 8)] <1 aux points de §
et en tout point # n’appartenant pas & S on a [3]

1im}/ [T, (z, 8)] = d(8) bmV/|L,(z, §)| >1.

D’autre part, lorsque n = 2» est pair on a [4]

1

Ta(e, 8) = 5

(Vo2 — a2 +Ver— o)+ (Va2 — a* —Va?— B2)"],
d’olt il suit que la limite IL(2, S) =1imn]/|L,,(z, 8)| s’exprime par la
formule :

(14) Lz, 8) = Wi‘ﬁ"i’:ﬂ
I ] Vﬂ“—*a"‘

et que en dehors de S8 on a L(z, 8) > 1.

La fonction L (2, 8) est égale & 1 sur § et jouit de la propriété suivante:
gi une suite de polynémes {P,(2)}, dont Py(2) est de degré < k, est bornée
dans S, alors en tout point du plan

limsup Y [Pa(2) < L(z, 8).

(%) Cf. les travaux [3] et [4].
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Ceci posé, supposons que la série (1) soit bornée au moins presque
partout dans Vensemble S, des points (z,y), olt

, - ~
b=t @—a) T, g = b —b) 2,
g—a f—a
(15) .
a<t<p et —PLiK —a.

Alors, 81 0 < 8 <1, la suite {P,(z, ¥)0"} est uniformément bornée dans §,.
Les équations .
(V' —b)z— (o' —a)y

o =y T YT

(ab’— pb)z — (an’ — Ba)y
ab’ —ba’

transforment S, en Pensemble S des points (#',y’) de la droite
=1, ¥y =t ol ae<i<f e —fLI<—0
et P,(z,y) en un polyndme @, (s',y’) tel que
Qu@, 90" <M, n=0,1,..., (@,y)e8,

ot M est un nombre dépendant de 0, 0 < 6 << 1. Par suite, quel que
goit ¥’ réel ou complexe on a

limsupV1Q.(1, 910 < L', 8),
N=->00

oll 0 est arbitrairement voisin de 1, d’ou il suit que, quels que soient
@,y

]1/?/'2_ a2$12+]/%_ pra’® ‘ .
o

On suppose que les branches des radicaux sont telles qu’en tout point
(«',y') de lespace II différant de Porigine des coordonnées le second
membre de (17) est plus grand que [#'].

Retournons aux variables z et 4 et désignons par t(z, ¥, S;) le second
membre de (17)

(17) ﬁx;fup’f/m(w', RS

Ve = aa Vg o
Vo

(18) @, 9, 8,) =

olL @ et y' sont donnés par les formules (16). Puisque
Qn(w’:y’)=Pn(may)7 n=0,1,..
on a

limsup /[P (@, 9| < ¢z, ¥, 84).
N—>00

-1
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Par suite:

8% la série (1) est bornée au moins presque partout sur deux segments
définis par (15), o |ab’—ba'| > 0, cette série converge uniformément dans le
voisinage de tout point (z, y) du domaine D, défini par Vinégalité t(xz, v, 8,)
<1

Comme dans le numéro 1, on peut prouver que le domaine #(z, y, 8,)
< 1 ne peut pas étre augmenté.
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Sur un critére d’oscillation des intégrales
de Péquation différentielle (@®)o) +f(t)z =0

par Z. OpPIAL (Krakéw)

1. Dans la note [1] M. Zlamal & établi le critére suivant d’oscillation
des intégrales de équation différentielle linéaire du second ordre

(1) Q@) +itz =0

ot Q(f) et 7(t) sont des fonctions continues dans Pintervalle <0, 4 o)
et Q(t) >0:
8i Pon a

@ [q@=+=

et il ewiste une fonciion w(f) positive, continue ainst gue 3a dérivée pre-
maére et telle que

(3) f 32)) w'(g)ds < -+ oo,
i
(4) lim [ w(s)f(s)ds = + oo,
te>00

0

alors Dégquation (1) est oscillatoire, olest-a-dire chaque solution de celle
équation s'anmule une infinité de fois dams Vintervalle <0, + o).

Dans la présente note, je vais montrer qu’en modifiant légérement
la démonstration de ce théoréme on peut remplacer les conditions (3)
et (4) par une seule condition plus générale. Dans le paragraphe 4 je
donne un théoréme sur Lallure asymptotique des solutions de I'équation
(1) dans le cas ol @(?) =1 et dans I’hypothése que I’équation envisagée
n’est pas oscillatoire. Ce théordme constitue la généralisation d’un théo-
réme de A. Wintner [2].
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