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Premier probléme de Fourier pour I'équation parabolique
dont les coefficients dépendent de la fonction inconnue

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction. Soit I’équation aux dérivées partielles du type
parabolique de la forme

n

*u - ou ou
1 E A v E g4 o
(1) uﬂ=laaﬂ( ) by %) amaamﬁ + < b, (A4, t, u) 6wu+a(A;t)"' 7

ou ou \
=F(A,t,u,—aw . },
1 (3

ot les coefficients a.p(4, %, %), b,(4,%, u) et la fonction F(d,t,u, vy,
-+ %) sont déterminés dans la région fermée

(2) . Ay ooy @) 248, 0T, |ul <R,
respectivement dans la région fermée
(2") Az, .y w)el+8, 01T, <R, <R

R, R, T étant des nombres positifs donnéds, £ désignant un domaine
borné dans lespace euclidien &4 n dimensions, limité par la surface
fermée S, et (x,,...,#,) désignent les coordonnées rectangulaires du
point 4¢Q. La fonction ¢(4,?) est déterminée dans la région fermée

(3) A0+ 8; 0<t<T.

Nous admettons les hypothéses suivantes:

I. Les fonctions réelles a,;(4, %, ) sont bornées et vérifient la con-
dition de Holder, relativement & toutes les variables, de la forme
(4)  laga(A, b, %) — @op (A1, 11, %) < const- [TZAI“}‘ [’“’—’Mﬂh"f' lt”‘txih"}-

II. Les fonctions réelles b,(4, %, u) et F(A,t, u, v, ..., v,) sont bor-
nées, continues par rapport & ’ensemble des variables dans la région (2)
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ou (2) et vérifient la condition de Holder relativement aux ‘variables
A, u,v: .
g (A, t, w)—bo(As, 1, )| < const- [TZAI“‘
lF(A7 ta Uy Vyyeeny ’U,,)——F(Al, ty U, ”;7 (RS} 'D;)l

AL

(3)

n
< const- [rful—{— [t — g ¥ - 2 |'u,,—fu,’,\"'].
a=1
III1. La fonction réelle c(4,1) est c.ontinue par rapport & I’ensemble
des variables dans la région (3) et vérifie la condition de Holder relati-
vement & la variable A:

(6) , le(4, t)— (4, 1)| < const vl
IV. La forme quadratique
n
) D) (4t u) X X,
a,8=1

est définie positive dans la région (2).

V. La surface § vérifie les conditions connues de Liapounoff:

a. angle A(P,Q) entre deux normales aux points arbitraires P, Q
de la surface S satisfait' & Dinégalité:

(8) AP, Q) < const-rpg (0 <2 << 1);

D. il existe un nombre positif & tel que la sphére K, de centre au
point arbitraire P de la surface § et de rayon 4, découpe une portion Sg
de cette surface, située & lintérieur de la sphére K, dont la projection
sur le plan tangent en P est un ensemble de points qui correspondent
dans cette projection d’une fagon biunivoque aux points de la portion Sk.

Dans toutes les hypothéses précédentes r,, désigne la distance
entre les points A4, 4, et les exposants h, k', h”’, » sont des constantes
positives non supéneures 4 Tunité.

2. Enoncé du probléme et formules principales. Dans le tra-
vail [5] nous avons résolu le probléme aux limites mixte concernant
Yéquation (1).

Dans ce travail nous résoudrons le probléme suivant: trouver une
fonetion réelle u(A4,t) qui: 1) vérifie I’équation (1) en toubt point inté-
rieur (4,1) de la région (3), 2) pour 0 < ¢ < T prend en tout point P
de la surface § des valeurs limites nulles

9 - limu(4,1) = 0,
A—~P
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3) vérifie la condition initiale

(10) limu(d,t) =0
0

en tout point intérieur A Q.

Le probléme posé présente d’autres difficultés que le premier pro-
bléme classique de Fourier, puisque le potentiel de double couche n’existe
pas pour P’équation (1), & cause des hypothéses générales (4) et (5) con-
cernant les coefficients.

Dans les considérations suivantes nous nous appuierons sur nos
résultats exposés dans les travaux [1], [2], [3].

D’abord prolongeons les fonctions au(4,t,u), b,(4,1,u), ¢(4,?)
sur tout ’espace E (¢ restant dans Pintervalle <0, T)) de fagon que:
1° elles soient continues par rapport & l’ensemble de variables (4, £, u),
8i AeB, 0 <t < T, |ul <R, 2° elles vérifient les conditions de Holder

(4), (5), (8), 3° la formeé quadratique (7) reste définie et positive, 4° on ait
(11) a’nﬁ(‘A!t7 u) == <a:ﬂ), ba(A-:t: “) =0a G(Aat) =0
0 (a#§),

si le point A est situé en dehors ou sur la surface §’ limitant le domaine
borné ', arbitrairement choisi, contenant & Pintérieur le domaine £
avec la surface S.

Introduisons maintenant, dans la région [AeF; 0 <t < T], I'opé-
ration différentielle suivante sur la fonetion v(4,1?):

n 9
(12) PO, 0] = Y apld, t,u(d, )0+

“4 0, 0wy '

n
v
-I'a;ba(fl,fa uld, 8) 5

ov
- +e(4, t)yo— i

oL u(A, t) est une fonction réelle arbitraire dans la région [A «F; 0 <t << T
vérifiant les conditions

lu (A, 1) —u(dy, )| <[+ [t—u""],
(13)
lu(4,t)] <R,

u(d,t) =0, s AeB—Q, 0<<IigT,

Annales Polonici Mathematiei VI.

©


GUEST


-18 g W.Pogorzelski

6 et 6’ désignant deux nombres positifs arbitrairement fixés, inférieurs
4 Punité, et % étant une constante positive.
Considérons maintenant les fonctions suivantes(!), dépendant de la

fonction u:

n

(14) OUF(A,B) = Y a® (M, v, u(M, 7)) (@,—E) (@— &),
. af=1

LT (A, B
(14) B A, 5 By ) = (=) Pexp [ ‘4’(;* - >],

(15) TI'™(4,% B, )

3
= (4, 4B, o)+ [ [ [[wlhf (4,8 M, 0)0% (M, ¢ B, v)aMd

z B(M)

ol: 1) A(zy,...,»,) et B(&,..., &) sont deux points arbitraires du
domaine Q et 0 <7 < t < T; 2) a* désignent les éléments de la matrice
inverse de la matrice |lal; 3) la fonction &™(4,1; B, v) est une solution
déterminée de P’équation intégrale

(16) 29(4, )P4, 4 B, v) = PEUwE(A, t; B, 7)1+

+ffffwﬂtwﬂf,’A,t; M, 0)19Y(M, &; B, v)dMdL

T B

ot 'on. a posé
(a7 (A, 1) = (@V/m)[det|a® (4, 1, u(4, )17

Le symbole B dans l'équation intégrale (16) désigne un point ar-
bitrairement fixé dans l’espace K et v — une valeur arbitraire dang ’in-
tervalle (0, 1); ces symboles jouent le rdle de paramétres.

‘Remarquons que dans P’équation (16) Popération ditférentielle ¥4,
définie par la formule (12), est relative aux variables 4, ¢ et que ces diffé-
rentiations ne concernent pas la fonction % (B,r) dans lexpression
wgf(A ,t; B, ), dont les coefficients ne vérifient que la condition de
Hoélder. D’aprés les formules (12), (13), (14), (15), le résultat de cette
opération est le suivant: )

(*) Nous conservons le signe d’intégrale triple pour l'intégrale de volums et lo
signe d'intégrale double pour I'intégrale de surface (& n—1 dimensions) dans l'espace
4 m dimensions.
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(18)  ¥[wer (4,4 B, 7)]

= Z[anﬂ(A, 3, u(4, 1) — ag(B, v, w(B, )]

2 »
< m‘ [wi5 (4,1 B, 1))+

—i—Zba(A,t,u(A,t)) 0 ['w(u) (4,1 B, 7)1+ (4, )wlf(4,t; B, 7)

a=1
ot l'on a
0
19 o—wff(4,t B, )
1 e 9E "(4, B)
Y nj2—1 (u)
- 2(77 o exp[ L(t—1) ]ﬁ=1 1B w8, )@= ),
o* B
(20) m[w(u{(él,t;B, 7)] ‘
L na [ OFA,B . |
=+Z(t—r) /2 exp[—~———(4)(i_r))][*2(1-1)@6(3,77“(377))“4"
+2 *(B, v, (B, 1)) a® (B, 7, (B, 7)) (t,— &) (5,— &,)].

p,6=2 .

Remarquons que, d’aprés ’hypothése faite sur la forme quadra,thue
(7) et son prolongement, il existe deux constantes positives g, et g,,
telles qu’on ait les inégalités

nrius < ﬂf‘,‘f)”(A, B) < ¢:7%5,

quelles que soient les valeurs des variables Ac¢F, BeB, McE, 0 < v < T.

En g’appuyant maintenant sur les inégalités admises. (4), (13) et
en utfilisant la méthode de recherche des limitations & sihgula,riﬁés 8é-
parees, exposée dans nos travaux [1] et [8], on trouve que la fonction
'w(u) "(4,t; B, ) et le résultat de Popération (18) vérifient dans tout
Tespace les mégahtés suivantes:
[ const 1 3 ‘
W.;ZBZH s Bl T4p < Qo)
const- (t— 7)1 . . {
- rz-gzpl ] 8L 748 > Qo

OF'+0, 1 o
(— 1) ',rz—-q-B2~2u*-—h*7 51 748K Qo»

Ci(t—7)"

A2
Y4B

(21)  |wgy (4,1 B, 1)l <

(22)  VUWlwls(4,1; Bo)] <

"y 8l 743 > 00)
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olt: 1) u est une constante positive arbitraire, inférieure & l'unité, 2) u
est arbitrairement fixé & Dintérieur de linfervalle (1—3hs,1), ol h:
désigne le plus petit des quatre nombres

(23) h, = min (h, 6k', 2h", 0'R’),

3) w, est une constante positive arbitraire, 4) les congtantes positives
0y, O; et C, ne dépendent pas de la fonction (4, 1), 5) o, désigne une
constante positive fixée arbitrairement, 6) & est le coefficient dans 'iné-
galité de Holder (13), concernant la fonetion u(4,?).

La fonetion (4, t) étant donnée, Péquation intégrale (16) est double-
ment singulitre, puisque son noyau est non borné si 7,5 —0, t—{—0
et, en outre, le domaine d’intégration est illimité. Néanmoins, les limi-
tations (22) & faibles singularités assurent, d’aprés notre travail [3],
T’existence de la solution unique de I’égquation (16) sous la forme

(24)  OW(4, 15 B, 1) = (4, )] Pl (4, 15 B, )]+

i
[ [[[ 4, 15 3, ) P[5 (M, &5 B, w1042, 0)1anac,

T B(M)

oit la fonetion IN™ est la somme de la série des noyaux itérés absolument
et uniformément convergente, abstraction faite de quelques termes non
bornés. La formule (24) est valable en tout point A 4 B de 'espace Z
et pour 0 < v <t < I\

La fonection (24) admet des limitations de la méme forme que (22)

Oy (k) 1 . <
. P P S1 7
05 109, 4B, <] D BT 45 < vy
Oy (t— ) .
W: 8L Tap > 0o

ot Oy(k) est une constante positive qui dépend du coefficient de Hblder &k
fiom- la fonction w et la constante poritive U, est indépendante de la fone-
on .
On pelli:i démonbrer? fle la méme fagon que dans le travail [1] (page 44),
que la fonction (24) vérifie, par rapport an point 4, la condition de Holder
de la forme

congt o

26
0 e

[9M(4,¢; B, 1) -0 (4,, t; B, 7)| < (0<8<1)
dans tout domaine borné et fermé Q% mitué dang I'egpace B et ne con-

tenant pas le point B. I en résulte, d’aprés le méme travail, que la

icm°®
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fonction (15) est une solution fondamentale de Péquation

@27 PO, 4 B,7)] =0

en tout point 4 7% B de lespace B et pour 0 <7 <? < T. Signalons
que cette solution fondamentale I'™ dépend de la fonction u(4,t) arbi-

trairement donnée, vérifiant les conditions (13).
D’aprés les inégalités (21), (22) et (25) la golution fondamentale (15)

admet une limitation de la forme

E®x 1

T4, B, 7) < T T (ram < Qo)

(28)

ot la constante K (k) dépend du coefficient de Holder k et u est fixé
3 Lintérienr de Vintervalle (%, 1). Nous allons encore déterminer la fone-
tion de Green du premier probléme de Fourier relative 4 léquation

(29) P (p) =0,

la fonection u(A,t), vérifiant les conditions (13), étant donnée. Nous
appelons fonetion de Green relativement 4 Péquation (29) dans le do-
maine @, limité par la surface 8, la fonction, que nous désignerons par

G™(4,1t; B, 1),
des deux couples de variables dans la région
(4 #B),

déterminée par les propriétés suivantes:
1. La fonction G tend vers zéro:

ImG™(4,t; B, 7) =0
4P

(30) AeQ, Bel o<T<tg?T

\

31)

si le point A4 tend vers un point arbitraire P de la surface 8, limitant
le domaine £, le point B restant fixe & I'intérieur du domaine Qet 0 <7
<t LT

II. La fonction G™ est une somme de la forme
(32) GY(A4,1; B,v) =TI (4,1; B, 7)—H"(4,1; B, )
ot 1a fonction H™(4,1; B, 1) est régulidre et tend vers zéro:

ImH™(4,t; B,7) =0

il

(33)

si t— 7, quel que soit le point A & Pintérienr du domaine 2, méme si
ce point coincide avec le point intérieur B du domaine Q.
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IT1. La fonection H®™ satisfait & 1’équation
(34) PGLHY (A, t; B, 1)] =0

par rapport aux variables 4,? en tout point intérieur 42, méme si
A =B pour 0 Lr<t T

Il en résulte que la composante régulitre H™(A,t; B,7) de la
fonction de Green, dépendant de la fonction donnée u, est une solution
du premier probléme de Fourier relativement & I’équation (1). Notam-
ment cette fonction vérifie: 1) l’équation (1) par rapport aux variableg
4,1 dans la région AR, 0 < 7 <t < T; 2)la condition limite & la gur-
face §
(35) LmH®(4,t; B, 1) =

lim I'™P, 1; B, 7)

B étant fixé & Pintérieur du domaine 2 et 0 < 7 < t < T; 3) la condition
initiale (33).

La fonction de Green G™(4,t; B, 7) admet donc une singularité
de méme espdce que la solution fondamentale I'™ gi A — B, ¢t 7.
D’apres les résultats du travail [3], la fonction H™ est unique et elle s'ex-
prime par lintégrale de surface '

, .
f ff]"(“)(j]_, 4@, C)q’(u)((u)y {3 B, v)dQd

T 5(Q)

(36) H™(A,t;B,7) =

a,.na,logue au potentiel de simple couche, ot la densité ¢™ est une solu-
tion de I’équation intégrale singuliére de la forme

@Vzy

37 T —————————————————
( 2Vdet|a® (P, 1, 0)]

‘P(u)(Py t; B, 1)

o= —fff—vu"‘“’P 4.9, 016(Q, ¢ B, ) dQaL+

T 50
+”_“[Fm)(-Py t; B, 7)]
olt B,z jouent le réle de paramétres et la dérivée transversale d/dTe

est détermmée par la formule

n

d ;
(38) -—[p(u)(p,t;B,r)] =2 a,5(P, 1, 0)cos(NP,wﬁ)1’§,u (P, B, v),

a,f=1

@, étant les’ coordonnées du peint P..
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D’aprés notre travail [2], le noyau de 1’équation mtégmle (37) admet
une limitation & singularités faibles séparées

const 1
@—0F
puisquw’on a n-+1—2u—pu; < n—1, si 4 est choisi & V'intérieur de l'inter-
valle

(40) 1w < ji<1,

= min (b, %).

b

(39), W;,[I‘M(P’ 19,01 <

nt1—2n—p
PG 1

ol #,

L’équation intégrale (37) a donc une solution unique donnée par

la formule de Volterra
(41) ‘P(u)(P7t§B,"7) =f(u)(P7t§B77)+

t .
+[ [[RO@, 50, 01Q, ¢ B, »aQaz,

z S(Q
ot ()]
2 .
42) P, B,7) = e Véet|a” (P, ¢, 0)] T [ﬂ“)(lj,t;B,r)]
et N™ egt le noyau résolvant du noyau
(43) NP, 19,0 = 1P, 9,0,

donné par la somme de la série des noyaux itérés

(44) NP, 4;Q,0) = D NM(P,5;Q,8) (N =NO).

»=0

En s'appuyant sur la limitation (39), on prouve que les termes de 1a

série (44) sont bornés & partir d*un indice », et qu'ils vérifient Pinégalité
) g lgra—pi—

4 N® (P, ¢ o =

(43) | vo+m( 45 @, 0] < 1—mm m(l—p)

agsurant la convergence absolue de la série (44) (¢’ et g*’ sont des constantes
positives).

Remarquons que, d’aprés notre travail [3], la fonction de Green
vérifie l'inégalité de la forme
g(k) 1

e
(t_.r)l“ . ,«g%fl‘—: (1 - "'2— < px < 1)

(m=1,2,...)

(46) 6" (4,1 B, 1) <

pour tout couple de points différents 4, B du domaine @, §i 0 <7 <1
< T; g(k) est une constante positive dépendant du coefficient de Holder
pour la fonction wu.
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Si f(4, 1) est une fonction donnée, bornée et continue dans le do-
maine Ae¢Q, 0 <t << T et vérifiant la condition de Holder par rapport
aux variables spatiales, alors la formule

" . 2
@n e, =—[ [[[6¥4,4 B, B

b a{B)

y D17 H(B, 7)dBdx

donne la fonetion unique qui: 1) vérifie 1’équation
(48) P[o(4, )] = f(4,1)
4 Pintérieur du domaine [Ae2; 0 <t < T,

lim v(4, #) = 0
AP

en tout point P de la gurface § pour 0 < <
initiale

2) vérifie la condition limite

< 7, 3) vérifie la condition
limv(4,t) =0
[y

en tout point intérieur 4 Q.

3. Résolution du probléme. D’aprés les considérations précédentes,
8l la golution demandée % du probléme proposé dans ce travail existe,
nous pouvons affirmer que cette solution doit satisfaire & 1’équation in-
tégro-ditférentielle

t
=— [ [[[6"(4,t; B, )[4 (B, )] x

0 Q(B)
ou COu
,0—5—, ,—a-é—]dBdT.

Nous sommes done amenés & la résolution de I’équation intégro-différen-
tielle (49) avec la fonction inconnue w(4, ¢). Nous voyons que le second
membre de cette équation contient la fonction inconnue % d’une fagon
implicite par Pintermédiaire des formules (12), (14), (15), (16), (18), (24),
(82), (36), (41), (42).

D'aprés les formules (32) et (36), nous pouvons écrire équation
intégro-différentielle ( 49) sous la forme

(49)  u(4,7)

XF[B,r,u(B,-r)

(50)  w(d,t) = —ffffr‘“NA,t;B,r>[z£:‘>(B', )17
o o{5)

0
XF[B z, u(B, T),af ,. ,6g]dBdr+
+f [[r% 4,9, n™@, t)agac,

L)

icm°®
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ol on a posé
3
61 7@, 0= [ f ¢(Q, &5 B, DB, 7)1 7' x
[
@ ou ou
a7 o,

Le second membre de I’6quation (50) est la somme d'un potentiel de
charge spatiale et d’un potentiel de simple couche de densité 7™(Q, {).
Pour résoudre léquation intégro-différentielle (50), considérons le sy-
stéme d’équations intégmles

XF[B 7, (B, T}y ]dBd-r.

(A 1) —ffffI’(“)A t; B, 7)[A¥(B, 1)1 X
o Q(B)
XFLB, 7, u(B, 1), 4 (B, 7), ..., Un(B, v)]dBdz+
t
+ [ [T, 19, ontert(Q, £)aQdt,
0 S@)
(52) , v
i) = — [ [[[T¥4, 5 B, ) A(B, 9] x
0 QB
XF[B, 7, u(B, 1), 4 (B, 1), ..., (B, t)]dBdr+
_,_f ffp(u) A, 1;Q, )ntrt) (Q £)dQAL
0 S(Q)

(@=1,2,...,m)

A m-+1 fonctions inconnues (4 ,1), %, (4, 1), ..., u,(4,?) dans la région
[AeQ+8; 0 <t <T]

On a posé

E N
(33) g (@ 0) = [ [[[e*(Q, ¢ B, D[4 (B, 1]
» “a(B)

XF[B,, w(B,7), 4y (B, 1), -.-5 tn(B, 7)1dBd7,

olt la fonetion ¢ est donnée par la formule (41).

Nous résoudrons le systéme (52) en appliquant le théoréme topolo-
gique de J. Schauder [6]:

Toute tramsformation continue dun ensemble convexe, borné, fermé
ot contenu dams un espace de Banach, en un sous-ensemble compact a au
moins un point invariant. ’

Dés lors, soit un espace fonctionnel 4 composé de tous les systemes
de fonctions réelles, bornés et continues [u (4, 1), u,(4, 1), L un(4,1)]
définies dans la région [Ae2-+8; 0 <t << T].
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Cet espace sera linéaire, normé et complet, done il sera un espace
de Banach, si nous adoptons les définitions connues suivantes: 1) des
opérations linéaires
(54) [y gy ooy U]+ [y Tay ey By] = [UAT, Uy Ty, -0y Uy Ty ],

AUy gy oney thy] = [Aw, Ay, ..., A, ],
2) de la norme du point U (u, Uy, ..., 4,)

(55) 1T = sup |ul+ Y sup|u,,

a=1

3) de la distance des deux points U, V

(56) . U, V)= |U-V|:

Considérons maintenant dans l'espace 4 l'ensemble & de tous les
points U(u, uy, ..., %,) dont les composantes véritient les inégalités
(57) lu(d, ) < B, |u(4,?)] <F,

({4, t)—u(d;, i) < k[TOA_Al-i- lt— 1,1,

k étant une constante positive arbitrairement choisie, 6 et 6’ des con-
stantes positives inférieures &4 l'unité, aussi arbitrairement choisies. On
peut montrer sans peine que cet ensemble ¢ est convexe et fermé.

Bn tenant compte de la forme des équations intégrales (52), trans-
formons I'ensemble ¢ & l’aide des relations suivantes:

1
v(d,t)=— [ [[[T™4,; B, ) (B, 1] x
0 2(B)
XIF[B, 7, u(B, ), u (B, ©), ..., (B, v)]dBdr+
11
+ [ [[ra,t;Q, gyntm(Q, )agdz,

[T {))
(58)

2

vald,t) = — [ [[[ T84, B, )[K(B, 0] x
(B)

0 Q

XF[B, 1, u(B, v); us(B, 7), ..., un (B, v)]dBdr+
i
+[ [[r®4, 9, oynta--mQ, tydQds

(o)}

(a=1,2,...,0’l/).

Nous allons montrer que les relations (58) font correspondre 3 fout
point U (u, uy, ..., 4,) de engemble ¢ un point déterminé Vv, 1,y .00y 0)
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de lespace 4. Dang ce but nous démontrerons d’abord le théoréme
auxiliaire suivant: )

- THEOREME 1. 8% [u, 4y, ..., %,] est un systéme de fonctions continues
vérifiant les conditions (57), Vintégrale (53) est déterminée dams la région
[Qe8; 0 <t <<T] et vérifie une condition de Hélder de la forme

(39) [y t(Q, £) =y (Qu, )] < Koy () MplrBy, + 16— 5[],

Démongtration. Tout d’abord, remarquons que la solution (41)
de I’équation (37) vérifie, d’aprés notre travail [3], Vinégalité

®@Q. ¢ o comst 1
(60) .[(P (Q: é‘} B; T)l =~ (C‘T)ﬁ 'I‘g}}l_zz
& faibles singularités, si 1—3%, < & < 1, et I'intégrale (53) est déterminée
et continue dans la région [Q<S; 0 < ¢ < T]. Elle vérifie Pinégalité

(61) |1t (@ )| < Ky ()M,

K, (k) étant une constante positive dépendant du coefficient de Holder k
dans (57) et My désignant la borne supérieure de la fonction |#|.

D’aprés I'équation (37) et la formule (42), nous pouvons écrire la
fonetion (53) sous la forme

(62) 77(“’“1 '''' un)(Q; H= 771(@7 C)“ﬂz(Q: f);
oit 'on a posé

(627 7u(Q, %)

1
=[ [[[1%Q,¢; B, AP (B, ©)1'F[B, 7, u(B, 7), ..., u,(B, 7)1dBdr,

" o(B)

¢
627)  m(@,0) = [ [[{(Q,; P, )yt (P, 1) aPaL.

[ 2)
D’aprés le théoréme 5 du notre travail [3] et la formule (38), I'intégrale
de volume (62°) vérifie la condition de Holder de la forme

(63) 72(@, £) s (@a, L) < const My [ + |t~ Gal1;

6, désigne le plus petit des deux nombres %, %, si b+ x» < 2, ou un nombre
positif arbitraire inférieur & lunité, si h-+x = 2; 0; désigne un nombre
positif arbitraire inférieur 3 Dunité si § <k’ <1, ou 6; =2h" si
0<h’' <%

D’aprés le théoréme 4 du travail [2] (page 81), Vintégrale (62')
vérifie la condition de Holder de la forme

(64) [75(@ &) —712(Qu £1)] < comst- sup |n}- [rgd + 12— &P


GUEST


28 W.Pogorzelski

En rapprochant les inégalités (61), (63), (64) on obtient la conclusion
(59) du théoréme auxiliaire; K,(k) désigne une congtante positive dé-
pendant du coefficient de Holder %k pour la fonction u(4,t).

En sappuyant sur la propriété démontrée de la fonction (53) et
sur les propriétés du potentiel de simple couche étudides dans les travaux
[2] et [4], nous pouvons affirmer que les fonetions (4, ?), Vi (A, 1), ...
ooty Un(4,1) ont des valeurs limites déterminées en tout point P de la
surface 8 pour 0 <t < T'; en outre, ces fonctions et leurs valeurs limites
A la surface S tendent uniformément vers zéro si t— 0, d’aprés la pro-
priété 15111;1;7‘“’"1""’%’((), £) =0 pour QeS. En admettant ces valeurs

nulles comme valeurs des fonetions v, vy, ..., %, & la frontiére de leur
1égion, nous pouvons affirmer que ces fonctions sont continues dans la
région fermée [AeQ-+8; 0 <t < T] ef, par conséquent, que le point
Vv, 05,...,0,), transformé du point U (u,u, ..., u,) de l'ensemble
appartient & Lespace A.

Cherchons la condition pour que tout point transformé V appar-
tienne & l’ensemble &. )

D’aprés les limitations (28), (61), nous aurons

1-p

1—u

" (65) (4, 1) < My [%OK(IG)LQH—K{(‘I«)S],

O et s désignant les bornes supérieures des fonctions

(66) - C= sup [l‘n)(A’ t)] ? lff n—("ﬂ |
$ sup P2 )
8

Ae AQ
L— 1.e diaméf,re du domaine 2 et w, = 2(1/;)"11‘1(%/2) Paire de la surface
sphérique unitaire & n—1 dimensions. Remarquons ensuite que, d’aprés
les théorémgs 2, 3,5 de notre travail [3], la premiére I,(4,%) des inté-
grales, exprimant la fonction v(4,t), vérifie la condition de Holder
T3 (A, ) =Ii( Ay, t)] < const - OMp[rq,+[t—1"]

et la seconde I, des ces intégrales, la condition

Ho(d, 8)—TIy(Ay, )] < const - suplyl (%4, + 11— 41""],
donc toute fonction v(4,¢) vérifie la condition de Holder de la forme

(67) [0(4, 1) —v(4y, b)) < MpK,(k) [, +1t—4 7?1,

K, (k) étant une constante positive dépendant du coefficient .
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Pour trouver la limitation des fonetions v,(4,t) dans les formules
(58), nous nous appuierons sur 1'inégalité
K, (k) 1
e t: B [ It AN .
(68) [Tz (4,4 , 7)< —y P
ott K, (k) désigne une constante positive dépendant de %k et de u >

Nous constatons, d'une fagon analogue, que la premiére J; (4, 1)
des intégrales exprimant la fonction va(4,t) admet la limitation

L—-p

_ O o (k) I*

< .
(69) T, 0] < Mpg e 5

Pour trouver une limitation de la seconde intégrale J»(4, 1), éerivons

t
(10)  Ja(A, 1) = gt (P [ [[ 184,459, )dQdl+ -
L]

0 S@
P désignant le point de la surface § le plus rapproché du point intérieur
AcQ. Tl en résulte

(1) a4, ) < MpE;(h)q+MpK, (k) K, (k)

i-# f N 7'?&‘%@ +
1—p S_J o

k Tl—/u1+a’u1/3 dQ
WKy ()~ | [ o
+ MFKI( ) /41( ) 1_”1+9/%1/3 o 7261—2111 ?

" ¢ désignant la borne supérieure de la valeur absolue de la premiére des

intégrales (70), la constante u étant choisie & lintérieur de I'intervalle
(1—30%, 1) et u; & Pintérieur de Pintervalle (1, 1-+146'%,). Les intégrales
qui figurent au second membre de P’inégalité (71) admettent des bornes
supérieures déterminées, done en réunissant les limitations (69) et (71)
nous obtenons la limitation demandée pour les fonctions (4, 1):

(72) [0,(4, )] < MpKs(k)
ot le second membre est la somme des seconds membres (69) et (71),
ol & la place des intégrales on a substitué leurs bornes supérieures.

Daprés les inégalités (57), (65), (67), (72), 1’engemble &’ des points
transformés fera partie de Pensemble ¢ si les constantes du probléme
vérifient les inégalités

Lept )
My [93 G'K(Ic)L“—l«K{(k)s] <R,
(73) 1—p L2u
MpK, (k) <%k, MpK;(k) <R
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Les constantes du probléme K (70),K{(k),K2(k),Ks(k) gont indé-
pendantes de la borne supérieure My de la fonetion |F, done, k étant
fixé arbitrairement, on peut toujours satisfaire aux inégalités (73), &i
My est suffisamment petite. Le choix du coefficient % étant arbitraire,
il est naturel de choisir sa valeur de telle facon que lintervalle résultant
des inégalités (73) pour Mp soit aussi grand que possible. Or, les coeffi-
cients K, K,, K,, K, dépendant du coefficient % d*une manidre fort
compliguée, on ne peut pas faire de calcul plus préeis.

Pour appliquer le théoréme de Schauder, il suffit de démontrer
encore les deux théorémes suivants.

TrkoREME 2. L'opération fonctionmelle définie par les relations (58)
est continue dans Despace A.

Démonstration. Soit, en effet, une suite arbitraire de points
U [, uf™, ..., uf™] de lensemble ¢ tendant vers wun point
Ulu, %y, ..., u,] de cet ensemble, c’est-i-dire quon a (U, U)-0.
Il faut et it suffit de démontrer que la suite des points. transformés
Vo [0, 0, ..., §™] de Despace A converge vers le point Vv, v1,...,0,]
de.. Tespace 4 qui correspond aun point limite U par les relations
(58).

Remarquons done que, d’aprés la définition de la distance (56) dans
Pespace 4, les suites fonctionnelles {u™)}, {u(™}, ..., {uf™} lides & la
suite de points {U,} convergent uniformément respectivement vers les
fonctions w, w, ..., %, composantes du point limite U, vérifiant les
inégalités (57). Or, les opérations (58) étant le résultat des opérations in-

tégrales définies par les formules (15), (24), nous ferons P’analyse de ces .

opérations. Nous n’étudierons que le second terme intégral, le plus diffi-
cile, de la somme qui donne la fonetion 9.(4,1) dans les relations (58)
Nous allons done montrer que la suite de fonctions

(74)  Wn(4,1)

t

[ ot 0 N

=/ JJ re™ 4,459, O™l fyaga  m =1, 9,...)
0 S(Q) B .

définies dans la région [AdeQ-8 3 0 <<t < T, tend uniformément vers
la fonction

(75) W, )= [ [[I18(4,1;Q, Ot (@, £)agdr
1 8@

si m — oo, a étant fixd. -
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Nous démontrerons d’abord la convergence uniforme

(76) ]imn(u(”l)’”£1n)"“’u(v:n))(Q, 5 = U(u’ul""’u”)(Q; )
B M—00 .
dans la région [QeS; 0 < ¢ < T']. D’aprés les formules (41) et (53), nous
avons
(77) S8t (Q £) = g n) (@ )+ i) (Q, £)

\

ou

(4
(77 (@, ) = [ [[[7%Q, & B, 9 KB, 917 x

Vo)
XF[B,v,u(B,v), 4 (B,1),...,u, (B, 7)]dBdv,

(77//) . "']gu’ul’m’un)(Q, C) — f JJ C.R(u)(Q, f; _P, t)n(lu,ul,...,w,,_)(P, t)det
0 S(P .

Ensuite nous décomposons la différence

(78) A(Q, &) = ™M) (@ | £y — ) (9 E)
= AM(Q, 0)+48(Q, O)+ 4 (Q, ¢)

en trois termes correspondants aux trois facteurs conséeutifs de la fone-
tion sous le signe intégrale. Nous n’étudierons que le premier: '

¢
(19)  AMQ, 0 = [ [[[ T“NQ, ¢ B, 1) —1(Q, & B, 9] x

0 oB)
x[4$9(B, )P B, v, w(B,7), % (B, 7), ..., Uy (B 7)]dBdr

puisque la convergence vers zéro des termes A et A est évidente
a priori, si m — oo.

Pour étudier la différence (79), remarquons que, d’aprés les formules
(38) et (42), nous avons

(80)  f*™(Q,¢; B, v)—1™(Q,¢; B, v) = 2(2Vx)™" Vdet|a®(Q, ¢, 0)] xt¢

x ' a,5(@, ¢, 0)cos(Ng, 2) [TE"(Q, &5 B, ©)~I{(Q, {5 B, 7)]
a,f=1
ol &, ..., &, sont les coordonnées du point Q. Nous sommes donc amenés
& étudier la différence des dérivées des solutions fondamentales, corre-
spondant aux fonctions %™ et u. En s’appuyant sur les formules (.14),
(14'), (4) et en utilisant la méthode connue de séparation des singularités,
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on arrive aux limitations suivantes pour la différence des dérivées des
quasi-solution :

const - sup [u™ — u|¥
(C—o)rgs ™™

(81) Wiy, (@) 65 B, 1)~ (@, 6 By 7l <

ol u est arbitrairement fixé & l'intérieur de Vintervalle (0,1) et

. . const- (& — vy @)y
(82) [y, (9 £5 By 7) — (e, (@, L5 B, 7)| < — (E= ) sup W —ul

,’,z};l.;-zplmv
ol u, est un nombre positif arbitraire.
Pour étudier la différence des dérivées
¢
(83)  Wue(@y 5B, 1) = [ {z (fﬂg w2 (@, t; M, 0)OW (M, o; B, v)dMdo

des termes intégrales dans la formule (15), correspondant aux fonetions
4™ et u, Temarquons que, d’aprés Péquation (16), la différence & — @™
vérifie ’équation intégrale

(84) O“(4,1;B,7)—B"N(A,t; B, 1) =Z(4,t; B, v)+

t
+ [ [[] T4, 4 M, 010", 25 B, ) — 0" (M, ¢; B, w)]dMaL

¥ EM
ot 'on a posé
(85) 13(")({1, 4 M, 0) = [A(4, t)]"li}’ﬁf’t[w%’c(A, t; M, 0)],

(86) Z(4,t;B,v) = [L¥(4,t; B, 7)—L"(4,t; B, 7)]+
L
+,f QM{ [L®(A, t; M, §)—L¥™ (4, t; M, £)]0%™ (M, ¢; B, ) dMac.

I en résulte que.la différence (84) s’exprime par la formule

87) o4, B, 7)—0“"(4,1; B, 7)

11
=Z(4,4 B, 1)+ [ }fz(fqum”) (A,t; M, 0)Z(M, ¢; B, v)dMac,

ol MM est le noyau résolvant du noyau IL®, le méme que dans la for-
mule (24).
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Bn tenant compte des formules (85), (86), (18) et des limitations
(81), (82), (22), (25), nous eoncluons, de méme que dans le travail [3],
que la différence (87) vérifie les inégalités suivantbes:

M — ™
(88)  |6(4,t; B, 1)~ (4, 1; B, )| < const__sup u—u7"

(t_ T)F* 74";:%-2"2”* —hx ?

8i r4p < 00, 1*]1*/2 < s < 1,

consb- (t— z)* sup |1 — u™)|
’

nts

(89)  [#"(4,1; B, 7)—BM" (4,15 B,7)| <
Y4B

8 745 > 0o, OU g, eb p, sont des nombres positifs, fixés arbitrairement.
En s’appuyant sur les inégalités (81), (82), (88) et (89), nous concluons
que la fonetion (83) vérifie l'inégalité

const  sup|u—ul™)

(90) ]"’—D(U)Ea(QJ {3 B,y 1) _w(um)$a<Qy LByl < (C—7)= ) T’Q"’El—zﬂt_h* ’

8 QeS, Be Q. Tl en résulte pour la fonetion (80) la limitation

(1) . 4™ . const i —?Epm__umi
oy 7@ 5 By K (Q, G Bl < (&—T)"* 7-3_%1-2;1* s

qui montre d’une fagon explicite que I’intégrale (79) tend uniformément
vers zéro, si m — co. ’

D'une facon semblable on fera I'étude de Tintégrale (77"') et on
arrivera & la propriété limite (76).

Nous passerons maintenant 2 la démonstration de la convergence
uniforme de la suite de fonctions (74) vers la fonction (75). Kerivons

(92) Waul(4,7)

0 8@

et une décomposition analogue pour lintégrale (75); on a désigné par P
le point de la surface S Je plus rapproché du point intérieur 4 e Q.
Congidérons une sphére K, de centre 4 ef décomposons la premiére

(7 n| ()
(93) Jmafm, ug"))( A4,1) = Jgt]g”),ugm) ..... uﬁf"))( A, 1)“‘“"?321’;(1 ).l V(A1)

Annales Polonici Mathematici VI. 3
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d’intégrales étendues & la portion Sy de la surface § située & lintérieur
de la sphére K4 et & la partie extérienre §—Sx. Une décomposition.
analogue

(93") JO ) (A 1) = JE W (A 1)+ T§ g (4 1)
ge fera pour les fonctions u, %y, ..., %

peut étre vide.
D’aprés les limitations (59) et (68), nous aurons 'inégalité (voir (71))

.- Signalons que l'ensemble Sz

1— u M4-1—2u

S y , Tl—u 0%1 3
o) B A, ) < M H ) [ [T
S 49

L1074 /3

aQ
1—p+350"2%, ;‘L_{f 7"'2‘51“2/‘1 (1 <y <1+30'%)

vraie pour toute valeur de l’indice m et pour les fonctions limites
U, Upy ..., Uy. Les intégrales qui figurent dans l'inégalité- (94) tendent
uniformément vers zéro, si le rayon R, de la sphére K4 tend vers zéro,
done & tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre un rayon R 4(e)
tel que

+ MK, (R) K, (k)

(""),u{" )w”ug-qz'n))

(95) g (4,8 < }e.

Le rayon R4(¢) de la sphére K, étant fixé, nous pouvons, d’aprés

(@ t(m)! 2 Lgm) """ u;m)

les propriétés démontrées des fonctions ]’Sz(m)) et g v ), faire cor-

respondre au nombre ¢ un nombre &, (¢) tel que

(M) (™M) ()
(96) T (4 1) — TG (A4, 1)] < e
i Ju— ™| < 8,(e), [u—u) < 8,(e) (@ =1,2, ..., m)

. Les inégalités (95), (96) nous permettent de conclure la convergence
uniforme de la suite de fonctions (93) vers la fonction (93'):

™,

(97) lim g™

M—->00

(4, 1) = Jmmd (4 ),

La convergence du facteur de la seconde intégrale dans la somme
(92) étant démontrée, il nous reste & étudier la convergence de I’intégrale

2 () 4 m)
(98) x4, = [ [[ 184,40, 0d0a
0 8(Q)

gi a™ - u.
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Remarquons que cebbte intégrale est convergente, mais n’est pas en
général absolument convergente, si le point A tend vers le point P de la
surface §, & cause de la forte singularité de la fonction sous le signe
d’intégration si 4 — P. L’étude de V'intégrale (98) exige done une méthode
plus délicate. Supposons d’abord que r4p > 46, ol § est une constante
dans les conditions de Liapounoff pour la surface S. Dans ce cas, d’aprés
’étude précédente de la fonetion I'$Y, intégrale (98) converge vers
Pintégrale X®™(4,1) (si 4™ — %) uniformément dans Densemble des
points A du domaine Q tels que 74p = 6.

11 reste done & étudier le cas 7.4p < 36. Remarquons que dans la for-
mule (98) la dérivée au point 4 dans une direction quelconque est une
combinaison lindaire & coefficients constants des dérivées par rapport
auX coordonnées &, &, ..., &, du point 4 dans un systéme d’axes dont
Porigine est au point P, 'axe Pw, étant normal & la surface S (dirigé vers
Yintérieur du domaine ) et les axes Pz, Pa,, ..., Po,_, contenus dans
le plan tangent 4 la surface § au point P. Nous supposons donc dans la
formule (98) que @ = 1,2, ..., n—1; 'étude du cas « = n est plus facile.

Soit done un cylindre W, d’axe P, et de rayon &' < & fixé indé-
pendamment du point P, qui découpe sur la surface S une portion Sy
et sur le plan tangent en P — une hypersphére S — projection de la
portion Sp. Nous décomposons lintégrale (98) en deux parties
(99) T (4, 1) = XE(A, )+ X, (4, 1)
stendues & la portion Sy et & la surface exbérieure S—8y. 8i QeS—8w,
la distance 74 admet une borne inférieure positive et, d’apreés les consi-
dérations précédentes, la convergence du second terme de la gomme
(99) est évidente. Il ne reste qu’h étudier le premier terme, étendu & la
portion Sy.

Remarquons done que, d’aprés la formule (15) pour la solution fonda-
mentale, on décompose la fonetion Xg,, en deux termes et il suffit d’étu-
dier le premier terme

i
T ul™ Q,
(100) XE (4, 1) = [ [ [wibm (4,1 @, 0)aQdL,
0 Sp
puisque la fonetion sous le signe d'intégration du second terme admet

une faible ‘sigularité et sa convergence a été démontrée. Congidérons
maintenant l'intégrale

i
(101) YU (4,0 = [ [ [ wghm, (4,1 Q', £)aQaL

0 8w
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étendue & la projection Sy de la portion Sy sur le plan tangent en P;
dQ’ désigne ’élément d’aire du domaine Sy aw point @' — projection
du point Q. Les coefficients de la forme quadratique (14) étant fixés au
point (P, ?), nous aurons d’'aprés (14)

P , P,
(102) wedmy, (4, 859", ©) = —wimye (4, 6Q', 0)
ot £, désigne la coordonnée du point @' (ou Q).

' En appliquant le théoréme de Green, nous pouvons douc éerire
Iintégrale (101) sous forme d’une intégrale

i
. () Pt ) '
(103) Y = — [ [ (4, t; @, &) cosr, dlg| &
[ ’
étendue 3 la frontidre & (n—2) dimensions Cjr du domaine 87; v, désigne
T'angle que faitl la normale extérieure & la surface Cj au point Q' avec
I'axe Pz, et dly — Pélément daire de la surface Oy au point .
L’intégrale sous la forme (103) est réguliére et sa convergence uni-
forme
(104) im Y4, 1) = ™4, 1)

w(M) sy

est évidente. Kerivons maintenant l'intégrale (100) sous la forme

(105) XG4, 0= Y4, )+

¢
Q¢ P 1,
+ [ [ [wtmye, (4, 15 Q5 £)y (@) — wima, (4, 8 @, )| dQ'dC.
0o Sy ’

'y(.Q) désignant I’inverse de la valeur absolue du cosinus de l'angle que
fait la normale & la surface § au point @ avec 1’axe Pz,. D’aprés les
réf;ultats. du trajvail (4], 1a fonetion sous le signe d’intégration admet de
faibles singularités si 4 — P; nous aurons notamment, quel que soit m,

Q¢
(106)  [wuimya, (4,15 @, 0)y(@)—wgimys, (4, 13 Q', 0|

congt e
(t—" ;-)1—0941/2 q,’:b(a}-[-b;ti
Ztu ;;1 ; I;]ln(x, hy); 0 < 0 < 1; la constante est indépendante du point
et de t.

Nous décomposons de nouveau lintégrale JE™) de Ia différence
(105) en deux parties o

XENA, 1) = T4, 1) + I J(;(@SHW

icm°®
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étendues & la sphére Sy dans le plan tangent concentrique & la sphére Sw
ot au domaine extérieur Spy—Sp. D’aprés la limitation (106), on peut
faire correspondre an nombre £ >0 un rayon de la sphére 8y suffisamment
petit pour qu'on ait

(m) 1 1
WU < 5o, 18] <o

La sphere S étant fixée et la distance 7ao admettant, pour
Q' Sy — S} une borne inférieure positive, nous pouvons faire correspondre
au nombre & un nombre d§,(e) tel que

e, —J% < e, (YA, 1) —YO(4, 0 < }e

)
w8 w8
si ju™—u| < 8,(e), quel que soit A.

Cela exprime la convergence uniforme
. (™) =
lim Xg‘Lyr )(-Aa ) = Xg'%,(A, 1),

w(M) sy

donc la convergence uniforme de la fonction (98) ou (99):

(107) lim XA 4y = X4, 1).
w(M)

Le théordme 2 est donc démontré.

THROREME 3. L’ensemble transformé &' de Densemble € par les rela-
tions (B8) est compact. v

Démongtration. Toutes les fonctions v(d,1),v,(4,1) lides & en-
semble ¢’ sont évidemment bornées dans leur ensemble, done
d’aprés le théoréme connu &’ Arzely il suffit démontrer que les fonctions
(38) sont équicontinues. Cette propriété est évidente d’une fagon
explicite pour les fonctions v(4,1), puisque, d’apreés les théorémes 2,3
du notre travail [2], ces fonctions vérifient la méme inégalité de Holder
de la forme .
(108) (A, ) — (A, i)l < CR)Mplria,+ t— 1,17
ot 1a constante positive O(k) ne dépend que de la borne supérieure des
coefficients a,, de leurs coofficients de Holder et du coefficient k. La
premiére J, (4, t) des intégrales exprimant les fonctions v,(4, t), d’apres
le théoréme 5 du notre travail [2], vérifie anssi I'inégalité de Holder dont
la forme est commune pour toub ensemble &:

(109) L (A () —T Ay, )] < const - Mplrln +li—4l"",

done les fonctions J,(4,1) sont aussi équicontinues.
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II reste & étudier la seconde intégrale J,(4,?) de la somme (58),
que nous avons mise sous la forme (70). D’aprés les résultats de notre
travail [4], les fonctions J,(4,?) tendent uniformément vers des valeurs
limites déterminées J,(P,t) sur la surface & et I'estimation de la conti-
nuité de ces fonctions J,(P, #) sur la surface § ne dépend que de la limite
supérieure K;(k)Mp (voir (61)) de la densité » et de son coefficient de
Holder dans (59) de la forme K,(k)Mp. Donc ces fonetions sont équi-
continues sur la surface S, c’est-d-dire qu’au nombre e on peut faire
correspondre un nombre &(¢), ne dépendant que de & et de My,
tel que

[T (P, 1) = (Pry8)| < de 8L rpp, < d(e), [t—t] < 6(e).

Ensuite, en tenant compte de la tendance uniforme des fonctions
J, basée sur la réprésentation (70), nous concluons qu’au nombre e
on peut faire correspondre une surface S, située 4 I'intérieur du domaine 2
agsez prés de la surface S pour que dans le domaine situé entre les surfaces
8, 8. et sur ces surfaces elles-mémes les fonctions J,(4,1?) soient équi-
continues, c’est-a-dire qu’on ait

[Ta(d, ) —Jo(dy, B)] <& 81 raq <), [t—1h] < di(e).

La surface S, étant fixée, remarquons que la distance rpy pour les points

A eQ—8, admet une borne inférieure positive D, et par conséquent les

dérivées de la fonection sous le signe d’intégration I'$)(4,%;Q,¢) par
. ‘a

rapport aux variables (2, 2y, ..., &,,t) sont bornées, continues et ad-

mettent une limitation de la forme.

const
743
Dy

0
R 2 O] .
oz, [Fwa (4,40, <

(5 = @01, gy oovy py 1),
commune pour toutes les fonctions .

Les fonetions oJ, vérifient donc dans Q—8, l'inégalité de Lipschitz
de la forme

a0 (s, 0] < ST D+t
commune pour tous les points U de 1'ensemble ¢ et les fonctions J,(4, )
gont équicontinues. Le théordme 3 est donc démontré.

En s’appuyant sur le théoréme de Schauder nous concluons donc
Pexistence dans I'ensemble ¢ d’un point au moins U*(u*, uy, ..., uy)
invariant relativement % la transformation fonctionnelle (58), donc
Pexistence de la solution (w* ], ..., us) du systéme d’équations inté-

iom®
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grales (52). Or, d’aprés les propriétés des potentiels de charge spatiale
et de simple couche (voir [2]), nous avons

(4, 1) = 0u™ (4, 1)/0a,

5 Dintérieur de la région [4 ¢ Q;0 <t < T], donc la fonction trouvée
u*(4,1t) véritie & Vintérieur de cette région 1’équation intégro-différen-
tielle (50) ou (49). Remarquons maintenant que, d’aprés les propriétés
des intégrales exprimant les fonctions up (4, 1) (voir (109)), ces fonctions
vérifient 1a condition de Holder dans tout domaine fermé 2°C Q, done
la, fonction

[A2(B, )" F[B, 7, u"(B, 7), -, Un(B; 7]

vérifie une condition de Holder par rapport aw point B dans tout do-
maine fermé Q* C 2.

11 en résulte, d’aprés les propriétés des potentiels étudides dans le
travail [1], que la fonetion u*, étant la somme de deux potentiels (50),
véritie Péquation aux dérivées partielles donnée (1):

n n
*u* . ou*
;aaﬂ(A,t,u*(A,t))m;+a§ba(A,t,u (A,t))m-lr
ou* . ou* ou*
+o(4, Hut (4,1~ E” ZF(-A7t>“ (A;t)ya—ml:-'-;m)

en tout point intérieur (4,t) du domaine [2; (0, T)].
Dlaprés les propriétés de la fonction de Green, étudides dans le
travail [3], la fonction w*(4 , t) véritie la condition imposée & la surface S:

limu'(4,t) =0 (0<t<T)
A—-P

et évidemment la condition initiale

limu*(4,17) = 0.
0

La fonction w* (A4, t) trouvée est done une solution du probléeme Aposé
et nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

TaEoREME 4. Si les conditions I,IX, IIL, IV, V, précisées dans Pin-
troduction, sont salisfaites et les comstantes du probléme vérifient les iné-
galités (73), i existe au moins une fonction w*(A4, 1) qui satisfait & Véqua-
tion (1) en tout point intérieur de la région (3), vérifie la condition limite
(9) en tout point P de la surface 8, pour 0 <t <T, et la condition
anitiale (10).
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On the density of the equilibrium distributions
of plane sets ~

by A. Szymiax (Krakéw)

I. Let D be a domain (bounded or not) in the z-plane and the set F

- be its boundary. We assume that F is of positive capacity(*). A point

feD being fixed, we consider
inf [ [loglz—a|"du(a)du(z) it ¢ = oo,
[

or
inf [ [ (loglz—a] ' —~2log|¢—al ) du(a)du(z) it L oo,

» varies over the class of all non-negative Radon measures whose sup-
ports are contained in F and whose total mass is equal to 1. It is proved
in [2] that by the above assumptions there exists a unique meagure which
realises the considered infimum. This measure is called the equilibrium
distribution of the set F with respect to the point {(*) and we denote it by u,.
Then the Green function(®) g(z, {) of the domain D is expressed by

(1 gz, ) = [log|s—a| ' Ates(@) — 7eo
or
(1) gz, &) = logjz— &' — [logle—a| " du(a)—;

with respect to { = oco or { % co. The quantity y, does not depend on #
and is expressed by the formules

ye=0 i ocoeD, y,=g(, 00 Iif coeD.

The details and elegant proofs are to be found in [5].

(1) For the definition c¢f. [5] and (3] ‘

(%) Cf. [2]. O. Frostman uses the term masse du balayage instead of equilibrium
distribution.

(*) We mean here and throughout this paper the generalised (in Wiener's
gense) Green function. .
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