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Sur la répartition asymptotique des zéros
des fonctions caractéristiques du probléme de Sturm

par Z. OriAL (Krakéw)

Envisageons D'équation différentielle linéaire du second ordre
(1) (p@)w) +(ho@)+q@)u =0,

ol p(w) et p(x) sont des fonetions continues et positives dans intervalle
{a, by, q(z) est une fonction continue dans le méme intervalle et A est
un paramétre. Tout nombre 1, pour lequel I’équation (1) admet une solu-
tion non banale u(x) satisfaisant & la condition aux limites

@) u(a) = u(b) = 0,

est appelé valeur caractéristique de ’équation (1). D’aprés le théoréme bien

connu de Sturm, il existe une suite infinie de valeurs caractéristiques

<Ay <3 <... telle que limi, = +oco. A chaque valeur caractéri-
N—>00

stique 2, correspond une seule solution non banale u,(z) de I’équation (1)
satisfaisant & la condition (2) et normée par les relations

(3) [un(@)ds =1, un(a) >0.

Cette solution est appelée fonction caractéristiqgue de 1’équation (1).
D’aprés le théoréme mentionné de Sturm, la fonetion caractéristique
U, () s’annule .exactement n-+1 fois dans l’intervalle <{a,b). On peut
se demander, bien naturellement, de quelle maniére ces zéros des fonctions
caractéristiques successives se répartissent-ils entre les divers sous-
-intervalles de l'intervalle {a,b>. Le but de la présente note est de ré-
pondre & cette question.

Iy

1. Précisons d’abord le probléme méme. Désignons, & cet effet, par
@,(a, ) le nombre des zéros de la fonction caractéristique u, () situés
dans D’intervalle fermé {a, > (¢ < a < f§ < b). Ceci admis, le probléme
dont nous parlions plus haut peut étre formulé comme il suit:
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La limite du quotient
(ay 8) - G, (a, B)
G,(a, b) n+1

existe-t-elle lorsque n tend vers l'infini? La réponse est fournie par le
théoréme suivant:

8% les fonctions p(x), o(@), ¢(x) sont continues dans Vintervalle {a,b)
et st p(z) >0, g(x) >0, on a, pour tout sous-intervalle {a, 8> de Vinter-
valle {a,b), ‘

B

[ Ve(@)[p(@) do
- Gala,B) 2
(4) Lim =

S T
" [Ve@p(@) o

Démonstration. Supposons d’abord que les fonctions p(x) eb o(w)
soient de classe C% Dans cetfie hypothése on peut appliquer & I’équation
(1) la transformation suivante de la variable indépendante = et de la
fonetion « (voir [1], p. 250 et suiv.):

4 — x
®) v=Vpeu, t= [Ve@/p@is,
ce qui eonduit & 1’équation
(6) Vit =10 (07 = oA, 0<t<])

ol

b —
~ [1/4@ _I_a Y
1 !]/p(m)dm et r=% - f = Vpoe.

Or, grice & la forme bien simple de ’équation (6), on peut obtenir
facilement les formules asymptotiques pour les fonctions caractéristi-
ques v,(f) de cette équation, satisfaisant & la condition aux limites
20(0) = v, (1) = 0.

En revenant ensuite &4 I’aide de la transformation inverse de (8)
4 Déquation initiale (1), on en tire pour les fonctions caractéristiques
%, (¢) les formules asymptotiques suivantes (voir [1], p. 291):

(7) U () = ?Z‘»_é-sm(n;af ]/%m) +0(%),
ol
b e
%z f sm2( af]/%dw)dw
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I est facile de vérifier que

,]ﬂjifvz;gsmz(n-—f]/— )dw:—fsmztdt fl/— 2[}/})@

c’est-i-dire la limite lime, existe et est positive. Il en résulte que pour =

n—c0
guffisamment grands les zéros de la fonetion caractéristique u,(z) sont
trés proches de ceux de la fonction ‘

(8) Uy, () = sin (n -11—:— f]/% dm)

de sorte qu’ayant désigné par G,(a, ) le nombre des zéros de cette der-
niére fonction situés dans l'intervalle {a, 8>, on doit avoir

9 - [Gnlay f)—Gnla, Bl <2
En effet, si la différence

|2 ()]
Vre

est plus petite que le plus petit des maxima locaux de la fonetion

'u,,,(a:) — 0y

(@ .
,,—I-E]—El, ot k= 1<1;ax]/pg,
alors & chaque zéro de la fonction %,(z), situé entre deux tels points de
maximum conséeutifs, correspond un et un seul zéro de la fonction u,(x),
gitué dans le méme intervalle(?). D’otr Pinégalité (9). Mais, de la formule (8)
on tire immédiatement

B
Gula,p)  JVelP®
S
nsoo N1 f]/Q/pdm

Il en résulte, en vertu de (9), que l'on a (4).

() Rappelons que la fonction caractéristique wn(2) admet dens Uintervalle
{a, by autant de zéros (c’est-d-dire n+1) que Uy (%), ¢’est pourquoi & ehaque zéro de
WUy (%) ne peut correspondre qu'un seul zéro de ugy (@)
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2. Nous allons maintenant montrer comment on peut s’affranchir
de I’hypothése restrictive que p(z) et o(x) sont de classe 2. Envisageons,
4 cet effet, deux autres équations différentielles

(1%) (p* @) +(2e* @)+ q(@))u = 0,
() llp** (@)w) +{2e™ @)+ g(@)n = 0

et supposons que l'on ait

(10)  0<p¥e) <p@) <p™(@), 0< ™) <o) < o*(@).
Suppusons de plus que les fonctions p*(z), p™* (), ¢
de classe 02 dans Pintervalle <a, b).

Désignons par u,(z) et wup*(x) les solutions des équations (1*)
et (1**) correspondant % la valeur caractéristique 4, de I'équation (1),
déterminées par les conditions analogues & (3) et par

*(x) et o**(x) soient

U (@) = up (@) = 0.

De méme, désignons par G (e, f) et G (a, f) les nombres des zéros
des fonctions wuy(z) et wn*(x) respectivement, situés dans I’intervalle
a, B>. D’aprés le théoréme de comparaison bien connu (voir p. ex. [2],
p-194) on a, en vertu des inégalités (10):

(11 G (e, f)—1 < Gy(a, p) <G, (a, B)+1,
‘ (@, b) < Gula, b) <Gh(a, b)
et, par conséquent
2) Gl =1 _ oo, B) _ Gila, )1
Gpla@, b) n+1 @y (a, b)

Mais, grice & I’hypothése que les fonctions p*(z), p**(v), o* () et o**(w)
sont suffisamment réguliéres, on peut obtenir pour ux(®) et ur*(x) des
formules asymptotiques analogues & (7) (voir [1], p. 290)

(13) () = r—sin (1/2 f]/— )+o( )

T o~ 1
(14) Uy (2) = r——p — sin (l/l,,,af ]/?* da:) +0 (T/z:—),
ol

limey = ¢* >0,

n—>00

lime}* = ¢** >0.
Nn—>00
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Il en résulte que pour » suffisamment grands on 2

@ (a Vi, f]/—dmi 3, G**( o, f )*_w f]/ **dw’

et pareillement

G (a m”f]/*m' 3,

En effet, pour » suffisamment grands les zéros de la fonetion uf(z)
peuvent étre situés seulement dans les voisinages des zéros de la fonction

un(w) = sm(v/}. f]/ *dm)

En d’autres termes, la fonction %y (%) ne peut s’annuler que dans les
intervalles ol la fonction |y (»)| est plus petite que, par exemple, . Mais,
dans chacun de ces mtervalles on a évidemment

o8 (Vz_nj]’/gdm)l > 1/?5

D’autre part, pour la dérivée de la fonetion u,(x) on a la formule
asymptotique suivante (voir [1], p. 290):

X () = VI, ]/ *3003(1/1 fl/——‘ )+0

et, en raison de l'inégalité (17), pour » suffisamment grands cette dérivée
ne peut s’annuler dans aucun des intervalles ol s’annule wu,(z). Cela
veut dire qu'a chaque zéro de %y (z) correspond un et seulement un zéro
de un(w).

Il en est de méme pour la fonection wuy*(z).

(15)

(16)

o
@l 0— 12 ) Ll < 5

an

Par conséquent, la premiére des inégalités (15) s’obtient en tenant
compte du fait que la partie entiére du nombre

donne le nombre des zéros de la fonection #,(x) dans Vintervalle {a, ).
Les autres inégalités (15) et (16) s’obtiennent de la méme manidre.
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Des inégalités (12), (15) et (16) on tire

|8 r=
f f)ﬂd«’v
u " 'n;fG"(a’ B8 .. Gn(a, f)

B "QT
f]/* dx
: Y4
= < < limsup <
f]/"g‘; dz
Y ?

"?i; n+1 N—s00 n-1 b QT )
. { 5+ dz
' p: p
a
" Done, pour achever la démonstration il suffit d’appliquer les inéga-
lités (17) & quatre suites de fonctions de classe 02: {px(2)}, {px*(®)},
{ek(@)}, {oF* (@)} telles que Lon aib

an

0 < phle) <ple) <pi(@), O0<or (@ <o) <gk(w) (*k=1,2,...)
et

lim pi(2) = im pi*(2) = p(#), Um ef(v) = lime}*(2) = e(w)
P Fsco B0 Tsoo

uniformément dans Pintervalle <{a, b>.

3. Remarque. Je me suis borné & envisager les conditions aux
limites (2) les plus simples possibles, mais on pourrait obtenir sans aucune
difficulté le, méme régultat pour des conditions aux limites plus compli-
quées. I1 suffirait, pour cela, d’appliquer des formules asymptotiques
faciles & obtenir, analogues aux (7), (13) et (14) (voir [1], p. 290 et suiv.).
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