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Sur lexistence des solutions bornées
de systémes d’équations différentielles non linéaires

par C. CORDUNEANU (Jassy)

Nous allons considérer dans cette note des systémes différentiels
de la forme

da; .
(1) "’l = "'17 YO+ fity @y, oeny @) (t=1,2,...,n),

ol ay(t) et fl(t Dyyeeny @) (4,5 =1,2,...,n) sont des fonetions com-
plexes définies pour toute valeur réelle de t et pour [lz]| <a (0 <a << +oo).
On admet toujours que les fonctions ay(t) (4,5 =1,2,...,n) sont conti-
nues et bornées sur axe réel. Les résultats énoncés c1-dessous s’obtiennent
par la méthode de O. Perron [1], avec quelques précisions et simplifica-
tions.

Considérons tout d’abord le systéme

n
(@) ; Wetfs®)  (1=1,2,...,m),
dans lequel f;(¢) (¢ =1,2,...,n) sont des fonctions continues et bornées
sur Paxe réel.

8. P. Diliberto [2] a montré (en précisant un résultat de Perron)
quil existe une matrice unitaire (by(t) (4,5 = 1,2,...,%) dont la dé-
rivée est continue et bornée sur l’axe réel tout entier, telle que les
fonctions

n
(3) Y= Dby (6=1,2,...,m),
j=1

satisfont au systdme différentiel

n

i .
(4) > 2 Oy+a)  (=1,2,...,m),

n
ol ¢;(t) (4,§ =1,2,...,n) sont bornées sur P’axe réel et g, = D byl
¥=1
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(t=1,2,...,n). De plus, les fonctions by(t) (4,7 =1,2,..., n) peu-
vent atre choisies de telle maniére que by(0) = dy (4,4 =1,2,...,n).
i
Soit (1) = [eu(v)dr (1 =1,2,..., n).
0

Lemve L. Le systéme (9) admettra aw moins une solution bornée sur
Paze réel, quelles que soient les fonctions continues et bornédes f;(t)
(i =1,2,...,n), si e soulement si Pon a pour tout indice ¢ =1,2,...,m:

exp 0; (1) bornée,
(A) ¢

expC’i(t)fexp[—re{Gi(r)}]dr bornée,

0

ou

expC;(t) non bornée,
(B) t

exp0; () fexp[—re{Oi(r)}] dr  bornée,
ou bien

- expCy(t) non bornée,

(©)

exp Ci(t)f’exp [—re{Ci(z)}]dx bornée
£

sur tout Pawe réel.

Plus précisément, il ewiste k indices (%> 0) pour lesquels le cas (A)
a liew (mous les désignerons par iy, ..., i), le systéme (2) admelira wne
famille & k paraméires de solutions borndes sur Uame réel tout entier. Une
solution appartenant & cette famille est déterminée dune fagon unique par
les conditions

(5) g(0) =2 (G =T1,..0,5).

Remarque 1. Dans le cas ol & = 0, il existe une seule solution
bornée.

Remargue 2. I est aisé de voir que les cas (B) et (C) sont incompa-
tibles. Sl existe ! indices pour lesquels le cas (B) a liew, le systéme (2)
admet une famille & (k1) paramdtres de solutions bornées sur le demi-
.axe t >0 et une famille (n—1I)-paramétrique de solutions borndes sur
le demi-axe ¢ < 0.

Considérons maintenant l’espace des fonctions-vecteurs & n compo-

gantes & = (%, ..., %,) continues et bornées sur tout l’axe réel. La norme

sera définie par

(6) el = 3 suplay(t)l,  —ee <i< oo

j=1
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Lemue II. La solution bornée du systéme (2), déterminée & Vaide des
conditions (B), satisfait & Vinégalité
(7) el <P >l + QIlflls

F=i4

P o Q étant deuw mombres positifs qui dépendent seulement de la matrice
(a5 (1))

Remarque. On peut d’ailleurs préciser les constantes P et @, en
tenant compte des conditions (A), (B) et (O).

Maintenant, on peut passer aux systémes non linéaires & T'aide du
principe du point fixe de Banach.

TutoriME 1. Admettons, en dehors des hypothéses de continuité dans
tout Despace des (b, @1, ..., @), que la partie non Uinéaire du systéme (1)
y satisfasse & la condition de Lipschitz

(8) Wty @1y eeey @) —F (s Fry oony Zll < Lz —z|,
ol
(9) L <1/Q.

Supposons encore que f(t,0,...,0) soit bornée sur Vame réel i que le sy-
stéeme (2) admette une famille & k paramétres de solutions bornées sur tout
Pawe véel, quelle que soit la fonction-vectewr f = (f1,-.., ) continue
et bornée.

Alors le systéme (1) admet aussi une famille & k paramétres de solutions
bornées sur Paze réel et chague solution appartenant & cefte famille est uni-
quement déterminée par les conditions (3). Quand il nexiste auoun tndice
satisfaisant & la condition (A), le systéme (1) admet une seule solution bornée
sur Daxe réel.

Remarque 1. On peut montrer que le théoréme n’est pas valable
(en général) avec une constante L quelconque et, par conséquent, que
Ia limitation (9) & laquelle doit satisfaire I n’est pas le résultat de la mé-
thode utilisée.

zemarque 2. Le probléme de Dexistence de solutions bornées sur
tout Paxe réel a été envisagé par N. Lyachtchenko [3] et B. P. Démi-
doviteh [4]. Le travail de B. P. Démidovitch contient d’autres indications
bibliographiques & ce sujet. Les hypothéses admises par ces auteurs condu-
igent au cas & = 0 (on arrive d’aillenrs & ce cas dés que le systéme (2)
est réductible au sens de Liapounoff). Cependant, il faut remarquer que
les conditions imposées: & la partie non linéaire par B.P. Démidoviteh
sont d’une nature différente.

Parfois, on cherche des solutions du systéme (1) qui appartiennent
A un certain tube |} < @ (@ < -+oco). La méthode de Banach est encore
applicable et le résultat suivant peut étre établi.
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Tetorime IL. Supposons que la partie non linbaire du systéme (1)
soit continue dams le domaine —co <t << +ov, @l <a ot gu'elle y sa-
tisfasse auxw conditions (8) et (9). Admettons encore que

(10) QUf (¢, 0, ..., Ol < a(1—L@).

8i Te systéme (2) jouit de la propriété énoncée dans le théoréme I, le systéme

(1) admet une famille & k paraméires de soluiions bornées appartenant aw
tube || < a. Chagque solution de celle famille est déterminde par un systéme
de conditions de la forme (B) avee

(1) 3 fal] < = [a(1—TQ)—QIf (1, 0, ..., O)[]-

J=igq P
Lrumicité dune telle solution est assurée seulement parmi les solutions bornées
appartenani aw tube (@)} < a.

Remarque 1. Ce théordme peut encore étre considéré comme un
théoréme ‘de stabilité conditionnelle.

Remarque 2. Les résultats de Perron pour un demi-axe peuvent
&tre obtenus en utilisant, au Lieu du lemme T, le théoréme 1 de Perron [1]
et notre lemme IT.

En terminant, je tiens & remercier M. le professeur T. Wazewski
de ses remarques trés utiles pour la préparation de ce travail.
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