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Remarque sur la possibilité d'un passage continu
conservant la stabilité entre deux systémes d’équations
différentielles quelconques ayant une solution périodique

et stable(*)

par Z. MikorAJSEA (Krakéw)

§ 1. Envisageons deux systémes d’équations différentielles
(8y) dX/dt:FO(i,X),
(8,) axjdt = F.(t, X) ().

Supposons que les fonctions F,(¢, X) soient continues par rapport
a (t, X) pour 0 <t < 400, X quelconque et que chaque systéme §S;
(1 =0, 1) admette une intégrale

(Intégrale C) X =&:(t) (¢=0,1),

périodique de période 7' (T > 0), asymptotiquement stable au sens de
Liapounoff ([2], p. 168).

DErFrNITION 1. Nous dirons que le couple {F (¢, X, 1), D(t, 1)} constitue
un passage régulier par rapport & la stabilité asymptotique entre (S,, Co)
e (8y, Cy), lorsque F et & sont continues par rapport & (¢, X, 1) pour
te{0,00),4€{0,1>, X quelconque, et lorsqu'elles satisfont aux conditions

1) Ft, X,0)= Fo(t, X), F(¢, X, 1) = Fy(t, X),

2) O(t, 0) = B,(?), D(¢, 1) = D,(2), ,

3) pour chaque A¢<0, 1> la fonetion X = & (¢, 1) constitue une solution
asymptotiquement stable et périodique, de période 7, du systéme d’équa-
tions

(R,) aX|dt = F(t, X, 2).

(*) Le probléme traité dans la présente note m’a été suggéré par la lecture
d'un article de M. M. Gelfand et Lidskij [1].

() X = (1, mn), Filt, X) = {fu (b, @150 Bn)s oo fin (6210 oo 2)} (6 = 0,1),
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DiFNoN 2. Nous dirons qu’il est possible de passer: du ooefple
(8o, Co) au couple (81, Cy) dune fagon 7"ég'ulz'ém par rgpport :L o staba,l@t(%
asymptotique lorsqu'il existe deux fonctions vectorielles F(¢, X, 1) eb
(1, A) continues par rapport a (t, X, A) pOI.ll‘ te 0, co), 1e{0, 1), X quel-
congue, telles que le couple {F, cb} constitue un passage régulier par
rapport & la stabilité asymptotique entre (S,, Cy) et (‘Stl, a,).

Pour: exprimer que cette propriété a lieu nous écrivons

(8o, Co) 225 (81, 0y).

- § 2. Le passage régulier par rapport & la stabilité asymptotique

posséde les propriétés suivantes:

ProPRIETE Wy. 8i (S0, Co) 25 (8,, C), on a aussi

(84, C1) % (8o, 0o) (*)-

PROPRIETE. W,. Si (8q, Co) 25 (84, C1) et (81, Cy) a8 (8,, 0y), 00 @
(8o, Co) =2 (83, Cs) (*)-

LeMME 1. Bnvisageons le systéme
(8) ax|at = F(t, X).

Supposons que A(t) = {al(t),...,an(t)] soit une fonction de .clafse ,
périodique de période T' (T > 0), et que O soit une intégrale périodique de
méme période T, asymplotiquement stable, du systéme 8.

Désignons par W la transformation lindaire

(W) Y = X+AQ),

par W(S) le systéme &équations différentielles qu’on obtient en appliquant

la transformation W au systéme 8, et par W(C) Vimage de Pintégrale C
fournie par la transformation W.

(?) Le couple {F,(ﬁ} qui constitue un passage entre (81, Op) ob (S0, Up) pout
&tro obtenu du couple {F, ®} constituant un passage enfre (g, o) eb (81, (1) par
un changement du paramétre 1 = 1—7. Il suffit de poser

P, X, ) =FE, X,1-0, @71 =04, 1-1).

(3) On pout obtenir un couple {F, (1)} qui constitue un passago régotior ontre
(86, Co) ot (Sa, Cy) par un changement convenable des paramdtres dans les fonotions
{F(t, X, 0,3, l)} qui constituent un passage entre (Sp. Cy) ot (81, 0y) eb L?.tl;nﬂ les
fonctions {F, B} constituant un passage ontre (81, 01) ot (2, Up). On pout Lacilement
vérifier quil suffit de poser

F(t, X, 22 pour O0<<AL},
P, X, A =1{_
F@t, X,24—1) pour $<i<gl],
d(t, 24) pour 0<<A<4,
it A) = ¢ S
. P(t,24—1) pour P<AILIL.
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Ceci admis, la ‘courbe W (0) constitue une intégrale asymptotiquement
stable et périodique de période T du systéme W (S).

Démonstration. La transformation W conserve les distances

. entre deux points quelconques (¢, X), (¢, X). Bn effet, prenons deux

intégrales O: X = &(t) et C: X = &(t) du systéme 8. Soit - - -~ =~
e(t) =18 —B@), (1) = |W(B()—W (D)
Il résulte de la définition de la transformation W que

(1) = |P1)+A ) —PH)—A®) = o(t)-

Les inégalités o(1) < & et 7(f) < e sont donc équivalentes. Il s’ensuit
que (relativement & 8) les relations p(f) — 0 pour t—>oo et #(t) -0
pour ¢ — oo gont équivalentes. Il est done presque évident que la stabilité
agymptotique de l'intégrale ¢ est équivalente & celle de W (0).

ProPRIETE Wy, Pour chaque systéme d’équations différentielles 8,
possédant une intégrale Cy: X = ®,(t) périodique de période T et asympio-
tiquement stable il ewiste un systéme &équations 89 admettant 03: X = 0
comme intégrale asymptotiquement stable et telle que (S,, C,) 2L (8¢, 09).

Démonstration. Par Pintermédiaive de la transformation
Y =X—-29,() Ae0, 1),
le systéme d’équations §, est transformé en un systéme d'équations
(R,) AY [dt = F(t, T+ 10,()— 1Dy (1),
qui admet (comme il résulte du lemme 1) la fonction

Y = G,(t)(1— 1) = B(t, 4)

(W) pour

pour 0<i1

comme intégrale asymptotiquement stable et périodique (de période T').
Posons par définition .

Flt, X, 1) = Plt, X+ 18,(t) — 20, (1), Fo(t, X) = F(3, X, 1).

Les fonctions {F,®} sont continues par rapport & (¢, X,1) pour
0<Lt< oo, 041, X quelconque.
On a
F(t, X,0) = F(i, X), D(t, 0) = Dy(?),
F(t, X,1) = F(t, X+ G, (t) — &) = FL (¢, X),
&(t,1)= 0.

Le couple {F s ¢7} constitue donec un passage régulier entre (8,,C,) et
(81, CY).
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Remarque 1. Soit » > 0 un nombre quelconque tixe, 'Désignons par
w, le cylindre
(er)
Envisageons deux systémes d’équations différentielles
(R) axjat = F(t, X),
(Rr) dX|dt = F(t, X)

3 seconds membres continus dans tout le demi-espace ¢ 2 0 et identiques
dans le cylindre w,. Supposons, en plus que

F(t,0)=F(¢,0)=0

lX|<77 0 <t < oo.

(systéme modifié)

pour 0 <it< oo,

Ceci admis, 'intégrale X = 0 n'est asymptotiquement stable que simul-
tanément pour les systémes R et Ry .

La démonstration résulte immédiatement du fait quune inté-
grale ¢ du systéme R (respectivement du systéme Ry) contenue pour
t>0 dans le cylindre o,, est aussi une intégrale du systéme Ry
(respectivement du systéme R). En effet, choisissons un nombre positif e
quelconque, 0 < & <7 et envisageons le cylindre w,. w, étant contenu
dans o,, une intégrale 0 du systéme R (respectivement I[y) contenue
dans o, constitue aussi une intégrale du systéme Ry (respectivement ).
Soit 4, (6, > 0) un nombre tel que chaque intégrale ¢ du systeme B
(respectivement Ry) issue d’un point de la sphére

(K.) X <86, t=0,

goit toujours contenue dans le cylindre w, pour 0 < ¢ < oco. Chaque
intégrale du systéme R, (respectivement R) passant par un point de K,
est identique pour tout ¢ > 0 & une intégrale du systéme R (respective-
ment R,,) issue d’un point appartenant & K,, donc elle est toujours
contenue dans o, (pour ¢ > 0). D’une maniére analogue, si chaque inté-
grale issue d’un point de K, tend vers zéro pour {-» co, chaque inté-
grale de Ry (respectivement R) passant par un point de K, tend aussi
vers zéro pour ¢ — oco. Ceci prouve que X == (0 ne peut étre stable que
simultanément pour les systémes Ry et R.

TuiorkME 1. Bnvisageons deux systémes d'équations S, et 8, & seconds
membres continus pour le (8, X) du demi-espace ¢ = 0. Supposons que O,
s0it une intégrale périodique de période T (T > 0) du systéme d’équations 8,
asymptotiquement stable. Dune maniére analogue soit Oy une intégrale
du méme gemre du systéme S,. Ceci admis, on peut passer de (8,, Cy) &
(8;, Cy) régulidrement par rapport & la stabilité asymptotique, ¢ est-a-dire
(85, Cy) 2= (84, 0).
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Démonstration. Tl résulte de la propriété W, qwil existe deux
systémes d’équations 8¢ et S, & seconds membres continus pour tout
(t, X) appartenant au demi-espace ¢ .> 0, dont une intégrale asympto-
tiquement stable ést la fonction C*: X == 0 et tels que

1) (S0, Co) S5 (87,0%), (84, Cn) 224(83, 0F)
d’ol1, en vertu de la propriété Wi, il résulte que
(2) (83, C") 22 (8, Co)-

11 suffit de prouver que

3)

car (1), (2), (3) et la propriété W, entrainent (S, C,) =t (8, Cy).

Tl reste donc & prouver que (3) a liew pour chaque couple de systémes
8¢ ot §F admettant X = 0 pour intégrale asymptotiquement stable. Ces
systémes ont la forme

(89 aX[dt = F.(t, X)

(ST, C") 2= (85, 09,

(

olt F;(t, X) sont des fonctions continues pour 0 < t < oo, X quelconque,
et satisfont aux identités

(4)

1,2)

Fi(t,0)=0

De la remarque 1 (se rapportant & un systéme modifié uniquement
% Dextérieur d’un cylindre) il résulte que, pour passer de (85,0% &
(87, ¢*) régulidrement par rapport 3 la stabilité asymptotique, il suffit
de définir une fonetion F(t, X, A) continue pour ¢ >0, X quelecongue,
0 < A< 1 de telle fagon que pour chaque Ae(0, 1) dans un certain voisi-
nage |X| < (i) de Pintégrale ¢ DVidentité F(t, X, A) = Fi (¢, X) soit
satisfaite, et une fonction continue a(A) de la variable 1 telle que a(d) >0
pour ie(0,1) et a(i) -0 pour i— 1. Dautre part on doit avoir

(5)

On obtient- une telle fonction F(¢, X,2) en posant, par exemple,

F(t:X,O)EFf(t,X); FU’7X71)EF;(t7X)-

(6) Ft, X,4) = Fi(t, X)+o(1 X1, H[F1 ¢, X)—F; (¢, X)|
ot o(u, A) est une fonction satisfaisant aux conditions suivantes:

A) o(u, 1) est continue pour (u, A) appartenant & l'engemble 0 < u,
0<A<l, (u, 4) # (0,1),

B) la fonction o(u, 1) est bornée dans un voisinage du point % = 0,
A=1,

Annales Polonici Mathematici V. 4
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C) o(u,0)=1, o(u,d) =1 pour 0 <u<ald) 0<i<l,
D) o(u,1) = 0 pour % = 0.(*)

En vertu de (4) et de la condition B) on vérifie facilement que, lors-
que ¢ possdéde les propriétés A), B), C), D), la fonction F(t, X, A) définie

par (6) est continue par rapport & (¢, X, 1) pour chaque (¢, X) et 1¢(0,1>.

Elle satisfait aux conditions (5) et

F(t,X,))=Fi (¢, X) powr [X|<a(d), 02K,

En vertu de la remarque 1 il résulte de ces dernidres identités que
pour chaque Ae(0,1> la fonction @(f, 1) = 0 est une intégrale asympto-
tiquement stable du systéme R, .

(B) axXjat = F(t, X, 4).

La fonection F(f, X, i) définie ci-dessus constitue avec la fonction
D(t, A) = 0 un passage régulier par rapport & la stabilité agymptotique
entre (81, C") et (83, C*). La démonstration se trouve ainsi terminde.

§ 3. Remarque 2. Si Pon définit le passage entre (S,, C,) et (8, C,)
régulier par rapport & la stabilité au sens de Liapounoff ([2], p. 168) de
méme que nous avons fait pour le passage régulier par rapport & la sta-
bilité asymptotique, on obtient le théoréme suivant tout  fait analogue
au théoréme 1 et admettant une démonstration analogue. )

TrtorREME 1. Considérons deux systémes déquations 8, et Sy & seconds
membres continus partout et supposons que S; admelte une intégrale pério-
c-lique Gy, de période T, stable au sens de Liapounoff (i =0, 1). Cem'Aposé,
'LZA existe entre (8,, C,) et (8, C1) un passage régulier par rapport & lo sta-
bilité au sens de Liapounoff telle que D (i, A) est périodique de période T.

.§ 4. Admettons que F(t, X, 1) et D(t, 1) satisfassent aux conditions
précisées dans la définition 1.

' 'DEFI‘NITION 3. Nous dirons que le passage {F(t, X, 1), ®(t, 1)} est
équirégulier par rapport & la stabilité au sens de Liapounoff (ou bien que

(%) Qn peut (par exemple) poser a(4) = 1- 1, tandis qu’d Poxtériour de I'onsomble

Z des points (w,1) pour lesquels au moins Iune des trois conditions suivantos
I, I, IIT est remplie: ‘
LA=0, Il Ai=1,

: ' 1—g(4)
on peut poser o(u, ) = 1— m(u—(x(/l)) pour a(d) <u<<b(d), o(u, ) =g(i)

L 0gu<gad), 0<i<t

pour b(A) < w od g(A) et b(A) sont des fonetions (quelcongues) countinues pour

0 < i< 1 et telles que g(0) = 1, g(1) = 0, 0 <
s =0, gA)<lpour 0< A<l ot (A 0
pour A1, b(A) > a(ld) pour 0 < A< 1. ? W=
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dans lintervalle 0 << A <1 lintégrale X = @(f, 1) du systéme R; est
uniformément stable par rapport & 1) lorsque pour chaque & > 0 il existe
un 4, (8, > 0) ne dépendant pas de 1, tel que pour chaque systéme R,
(A€<0, 1)) toute intégrale X (t,2) de R, qui est issue 4 Pinstant ¢ = 0
d’un point X dy voisinage |X —®(0, 2)} < 6, satisfasse & la condition

[ X{t, )—P(, )] <e 01,

Rémarque 3. On vérifie facilement que la notion ainsi introduite
posséde les propriétés W,, W,, W;. De plus, on peut facilement démontrer
le théoréme suivant:

THEOREME 2. On peut passer équirégulidrement par rapport a la sta-
bilité de Liapounoff d’un systéme quelconque & équations différentielles S,
& seconds membres continus, admettant la fonction X =0 pour intégrale
stable aw sens de Liapounoff & un systéme o seconds membres identiguement
nuls. ,

Ta démonstration de ce théoréme s’appuie sur le lemme suivant:

LeMME 2. Envisageons irois systémes d’équations différentielles

aX ax :
WZO’ (Rz)*‘ﬂ:p(t’x’z)'

pour 0 <1t < oo,

ax
(So) "Ezpu(tyx); (Sl)

Relativement aux nombres fizes a, ¢ et aux fonctions a(A), b(L) nous
admettons que:
l<a<l, 0<e, -
a(2) est continue pour 0 <A <1,
a(l)> 0 pour 0 <A <1, a(l) =0,
b(A) est continue pour a <A <1,
. ¢>b(A) > a(d) pour e <A <1,
(7) b(1) = 0.
Relativement aux fonctions Fy(t, X) et F(t, X, 1) nous admettons les
hypothéses:
Fo(t, X), F(t, X, ) sont continues pour t= 0, 0<A<1, X quel-
congue,
F(t,0,1) = Fy(t,0) =0 pour 10, 0 <A<1,
F(t, X,0)=F,, X), Ft,X,1) =0 pour t = 0 et chaque X,
(8) F(t, X,2) = Fy(t, X) lorsque 12>0,0 <A<, | X < a(d),
9 Fi,X,2)=0 =0, a<i<, A< X <0
Supposons enfin que la ligne X =0 (pour. 0 <t < o0) s0it ume wnté-

grale stable au sens de Liapounoff dwu systéme S;.
Qeci posé, X =0 est une intégrale siable de chaque systéme R,

(0 <A< 1) et elle est uniformément stable par rapport & A

lorsque
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Démonstration du lemme 2. Soit ¢ (0 < ¢ < ¢) un nombre quel-
conque. Choisissons un nombre L (L > 0) de telle fagon que l'on ait
b(A) < e pour L <A< 1 (ce qui est possible grace & (7)). Chaque inté-
grale du systéme R, pour Ae(L, 1) issue d’un point de I'ensemble Z{e, 1),
b(A) < |X| <&, constitue aussi une intégrale du systéme S, (cf. (9))

et par suite étant constante elle est toujours contenue dans Pensemble -

Z(e,A). En vertu de la dernidre propriété on voit aisément que pour 2
satisfaisant aux inégalités L <1 < 1 chaque intégrale du systéme R,
issue pour ¢ = 0 d’un point de P'ensemble [X| < ¢ est toujours contenue
pour t >0 dans P’ensemble:

(cylindre w,) X <e t20.

En vertu de la stabilité supposée de I'intégrale X == 0 du systéme §,,
pour chaque & > 0 on peut choisir §,(¢) > 0, de telle facon que chaque
intégrale du systéme S, issue d’un point de I’ensemble ¢ = 0, | X] < §,(e)
soit toujours contenue dans w, pour ¢ = 0. La fonetion F(t, X, 1) étant
identique & Fo(t, X) lorsque 2¢<0,1> et [X| < a(d) (cf. (8)), on vérifie
facilement qu’en posant ‘

k(e) = min a(l) eb

0, = min(k(s), 8, (e), s)
0<icL

on obtient un §, > 0 commun pour tout le systéme R, (pour 1e<0, 1)),
tel que les solutions de R, issues de la sphére ¢t = 0, | X| < 4, soient toujours
contenues dans o, pour ¢ > 0.

La démonstration duthéoréme 2 se trouve, en vertu du lemme 2,
ramenée & la construction d'une fonction F(f, X, 1) satisfaisant aux
conditions précisées dans I’énoncé de ce lemme, a, ¢, a(1), b(1) satisfaisant
aux hypothéses du lemme 2. Nous construisons ensuite une fonction
o(u, A) ayant les propriétés suivantes:

o(u,2) est confinue pour les (u,2) tels que w =0,
(u,y2) % (0,1),

., o(u,d) =1 lorsque 0 < %

o(u, A) = 0 lorsque (1) <

o(u,1) =0 et o(u, 0) = 1.

0<i<1,

=

<),
UL oK<,

On peut facilement vérifier que la fonction

F(tmX, 2) = o(|X], D) Fy(t, X)

satisfait aux conditions du lemme 2, ce qui termine la démonstration
du théoreme 2,
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Remarque 4. On vérifie sans peine que toutes les constructions

‘envisagées dans la présente note peuvent &tre appliquées aussi dans

les démonstrations des théorémes que l'on obtient des théorémes 1, 2
et 1’ en supposant les seconds membres des systémes §,, 8, et R, pério-
diques de période T' (T > 0). Cette périodicité devra étre conservée dans
le passage de S, & 8, pour tout 1¢{0, 1).
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