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En effet, si dans lintégrale 2(f, z;, u,) de I'équation (10) nous posons
t =1, la fonetion #(1, s, f,—1) sera intégrale du systéme d’équations

oz 0z
-a—t—— +Ha(tﬁ, Ly y 0_50-’ z) =0
définie dans R.

Cette intégrale sera I'unique solution du systéme dans l'ensemble R;
ceci résulte de 1’énoncé qui termine la note [1] (voir p. 36).
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L’ordre du contact d'une courbe réguliére
avec la sphére osculatrice

par T. RACEWAL (Krakéw)

Introduction. Dans la littérature qui traite de la théorie des courbes
dans Despace euclidien R, il existe un théoréme sur l’ordre de la distance
d’un point d’une courbe réguliére & la spheére osculatrice. D’aprés ce thé-
oréme, sous certaines conditions imposées & la courbe, cet ordre n’est
pas inférieur & 4. En rapport avec ce théoréme M. S. Golab a posé le
probléme de la détermination plus précise de cet ordre dans le cas ol
les dérivées successives des deux courbures au point domné s’annulent.
Sur la courbe €, donnée par une équation vectorielle » = r(s) nous faisons
les hypothéses suivantes:

I. La fonction »(s) est réguliére(!) dans Pintervalle (s, ss) qui
@ contient dans son intérieur le point s,.
) II. Le produit vectoriel »'xr"’ est différent de zéro dans l'inter-
valle (8q, 83).

D’aprés la théorie du contact, la détermination de l’ordre du contact
entre la courbe et la sphére tangente i cette courbe se raméne & une
étude des valeurs des dérivées successives de la fonction

A

@) F(s) = }((r(s)—v)—(ro—v)),

ot le vecteur v détermine le centre de la sphére tangente & la courbe
au point M (s,). Le vecteur 7, = 1 (s,) détermine le point M, sur la courbe C
et le vecteur 7 (s) — le point M de la courbe ¢ voisin du point M,.

T’ordre infinitésimal ¢ de la distance d'un point M de la courbe
4 la sphére tangente & cette courbe au point en question est égal & 'ordre
de 1a dérivée de la fonction F(s) qui, la premiére, ne g’annule pas au
point considéré. ’

Dans ce travail je démontre quelques théorémes sur cet ordre. Les
démonstrations de ces théorémes sont basées sur des lemmes relatifs & la

() Admettant des dérivées de tous les ordres.
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structure des fonetions L, oM , ()N, coordonnées de la dérivée d’ordre
n du vecteur tangent £ de la courbe dans le systéme local de Frenet

(2) © " = Dbty MDA N

\

ot b et n sont les vecteurs binormal et normal principal de la courbe.
Lemme 1. 8¢ les hypothéses (Z) sont vérifides et si n = 4, les fonctions
L M et N peuvent étm‘ mises sous la forme
oL = Gk + gurt™ VB — k" 4, L (F, ., BPTY, 7, L, 209,
M = e B+ B b By Teor® ) e T (B oy KO0 L ),

(M)N = Fr(™ + lnk/ ) + wn’fk(n—qg) +(ﬂ)-zv(k, ) 7G(n—3)7 Ty ’ 77(’”’“‘”)

ot b8, = (=1 et &, = 0 pour n pair et 8, = 0 ¢t &, = (—1)" D2 powr n
mpair.

Les coefficients g, hy,, 1, et w, sont des nombres réels. Les fonctions
Loy oo, B ey 09 M Joy ooy KO Ly
N oy oo B gy oY)
sont des polyndmes des variables réelles figurant entre parenthéses. Tin tout
cas ces polyndmes ne contiennent pas de termes ne dépendamt que de lo

cowrbure k. :
LEMME 2. Awvec les hypothéses du lemme 1, les polyndmes mL et mM

pewvent &re mis sous la forme dune somme des deus polyndmes

o = La (ks ooy B ) by L (B, oy KO, 7y L 209),

oM = M (ky ooy BED) oy Mo (B, KOV, g, L 200
ol les 'fon.ct'ions Ly gDy My 68 )M, sont des polynémes des gram-
deurs indiguées entre parenthéses. Dams les polyndmes mDa et @M, los
dérivées ¥ pour v = 0,1, ... ne peuvent figurer que dans des produits
avee les dérivées %) pour p =0,1,...

Lemws 3. Avec les hypothéses (Z), si n == 4 les polynémes Ly e My
du lemme 2 peuvent fire mis sous la forme

n—2

(”)Ll = 0y, kn+ 2 k(i)(an,n—i—l kn-'i~1 “["(mi)fl (70, 700;), ceey 70(“"4"2)))’
i=1
N1

My = &, k" + 2’ k(i)(bn,‘n—i_.1knmiﬂl + B, K, L, gt .5)))
i=1

oi les coefficients sont réels et satisfoni aum relations swivantes:
buo =1, tpp_iy =0, pour n—i—1 pair et 1 <4< n—2,
bunig =0, pour n—i—1 impasr et 1 < i< n—1.
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Les fonotions myd et qyB sont des polyndmes des variables indiquées
entre parenthéses et me renferment pas de termes ne dépendant que de la
courbure k. .

Remarque. Les valeurs des coefficients an, et bnp sont définies
comme il suit:

Uy =0 pour Pp<O, Gup= Gaty  bpg_y = Ent.
LEMuE 4. 85 les hypothéses (Z) sont vérifides et si m 2> 4, les polyndmes

wy Loy Mo €t N peuvent étre représentés comme il suit:

L(n—9)2) ] it
wls =% D oy P (y 20, ooy 7 )+
i=0

n—4 {(n—i—4)/2]

. . ‘ . i
+ DD DI USRS 9 0, ),
=1

7=0
[(n—3)/21 ) i) (i
(n)-MR =k T(])((noi)Q(ka T(’)’ rery & )t enos T H”
j=0
n—3 [(n—i—3)/2]

)

" : - j (M i—7—3)
 ig@ (o, 69, O 9,490, 4 ),

n—4 . . :
('n)N = k{r(n—Z)'i" T(i) (ﬁniknﬁi_z‘l’(nM)R(ky 7(7)’ sy T(n ! 4)))}+
v ~
2 n—i—4

O i j : —i-id) _G)
+ N E i a T N iR (e kO, ., KO, 0,
. P

i=1 it
n—ij—
vyl )}

oiu les coefficients eno; €t Enp_i—s SONE réels et ot Pon @ €, <0 et 5,,:,1_5_? > 0.
Pour n—j impair nous avons On; =0, tandis que pour n—) pﬂaw D
= (—1)®=DEH Tes fonotions weP ) mon@ €t B so'-nt .des’ polynémes de
la courbure & et des dérivées de la deumiéme courbure, wndigquées e'nt'.re paren-
théses, ot pour n—j—4 <§, mnP = 0, (Mj)?% EQ et pour m—j—>b <1
mop@ = 0. Dans ces polyndmes la courbure k .'mterment de la méme maméw;
que dans les lemmes précédents. Les fonctions (m-j)Pz wn@ e @k sow
des polynémes des variables indiquées enire pare*fzt?wses. (N)Dcms ces pf)ly—
ndmes il n'y a pas de termes ne dépendant que des derwéeis kY. Les fonotwv;s
il pewvent éire, en particulier, des .pol.ynémes.ne dépendant que de la
cowrbure b (8 n—i—j—4 <1t 6t n—i—f—4 < §).
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LEMME 5. Les coefficients @mi1_ipp—i € bnproisp-i qui figurent dans
le lemme 3, satisfont pour m =4 et pour 0 < p < [m[2] et ©,p entier
positif, a Péquation

2
g 9 -
2(—1)[(”3)/2] (mj- ) (a'm+1-1‘,,2p—i+ bm-ﬁ-l—i,zp—i) = (_1)294 1+ bm+l,2p'

iz :

§ 1. L’ordre du contact d’une courbe réguliére avee la sphére
tangente dans le cas d’hypothéses particuliéres.

THEOREME 1. Si la courbe C, v = r(s) remplit les hypothéses (Z) et
posséde un point My = M (s,) pour une valeur s, de Vintervalle (s, s,),
ot les conditions swivantes sont remplies pour n = 4:

1. ko = k(sy) > 0,

2. &) =19(s,) =0 pour i =1,...,n—3,
(Z7) 18 o) =1 (s)) = 0 pour § = 0,1, ..., n—4,
4. le centre de la sphére tangente & la courbe O au point M, est

situé sur la polaire du point M, (a = 1[k,)(%),

alors Dordre q > n.
Si en outre B £ 0, 10 = 0, on a exactement ¢ = n.
Pareillement, si 15 20 et f %= —k" V29, ob B est la deu-
wiéme coordonnée du centre de la sphére osculatrice contenu dams le plan
(ny, by), nous avons également q = n.

Démonstration. Nous démontrerons tout d’abord que toutes
les dérivées de la fonction F(s) d’ordre moindre que #.s’annulent pour §,.
Calculons la m-8me dérivée de la fonction F(s):

m-—-3

(3) 7m (s) = (t(,r__,u))(m—l) - m.t(m_z)t-{—t(m‘l) (r—l’H'Z (m:l) t(i)l(m"i"”,
i=1
‘ ( 1 m—3 1
(m) — m-2g _ (= (m—1) M= 11 (i) g —2—1)
(4) P (s,) = mi{™2¢, (ko n0+,3bo) #{m=h %‘ ( ; )tg i

1
(5) = M-yl (8)— %0‘(m—],)vM(so)*ﬂ(m—nN(s'oH"

m—3
~1
+Z: (m% ) ((m_z—i)L(So)(i)L(30)“'(171-2_7:)1”(80) (Q)M'(so) '*”(m-2--m’)N(30) (i)N(3a)) .

On démontre facilement que I’on a toujours F'(s)) = 0 et gue pour
a=1[ky F"(s)) =0; alors on a aussi B (89) = —Ty/leo—Phyry = 0

(?) @ est la premidre coordonnde du contre de la sphare tangente contenue dans
le plan (ng, by).
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d’aprés (Z%). 11 suffit done de calculer la valeur de F™(s,) pour m 3> 4.
Puisque L =0, oM =k, 4N =0, oL — —k%, oM =¥, oN = kr,
(6) oL = —3kk',

done, en vertu des hypotheéses (Z7) et du lemme 2, les valeurs des fonec-
tions L, M, ¥ pour p < n—1 sonb

oM = —K+E'—ket, G N =20k + 7'k,

oL (80) = k5, @M (s0) = &5, @ (8) = 0.

Pour m remplissant les inégalités n—1 >m >4 on obtient

m—3

P - —1\ i Jm—ies
F™ (30) = mbp_o 15> — £y Iy 2+Z (mz }ktl)k::n S 8i0m i EiEmo i)
iz

m—3

o (mém_z —emat ) (mz—l) {8i0mi st e 8""i_2}) ’
i=1

I

(M

En utilisant le lemme!1 on démontre facilement que 1’expression
entre parenthéses {} dans (7) est égale & zéro; il s’ensuit que pour
m < n—1 chagque F™ (s;) est égale & zéro.

Calculons F™ (s,). Puisque

(8) =L (80) = s k3™, (oM (80) = en_1Fp PR,
(nAI)N(so) = ko,['(]n—a)’
done

n—3
—1
(9 FOs) =1 (nén_._,— 6"_1+Z (nz ) {5"—73—2ai+6n-i_2 31}) -

iz

—k.‘,”“z)/ko— ﬁkorf,"'“a).

Nous avons démontré que, pour m > 3, on a
m—3 1
MO — Em1 +2 (m; ) {Omi—20item_i_s&i} = 0.
i=1

La démonstration ci-dessus est valable aussi pour m = n. En profitant
de cette remarque on obtient

(10) F™ (89) = '—kr()nug)/kn—ﬁkofgn_a)-

De (10) il suit évidemment que si

L kY =3 =0, donc F™(s;) = 0; par conséquent ¢ > n
pour § arbitraire;

IL K2 0 et 9 =0,
g = n pour f arbitraire;

done F™(s,) £ 0; par conséquent
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I 9 £0 et f# KD I3 eY, dome F™(so) # 0, dot
q="mn;

IV, o £ 0 et f = —k' JE37—®, par suite ™ (5) = 0, d’oit
g>n

Fn résumant nous pouvons dire, qu'avec les hypothéses de notre
théoréme, on a toujours ¢ < n.

§2. L'ordre du contact d’une courbe régulidre avec la sphére
osculatrice dans le cas d’hypothéses particuliéres. Dang les calculs
qui vont suivre nous introduisons le déterminant suivant:

: k(()n-— 2) 70((’10 —1)

Wop = -8 io-) pour p =n—1>=3.
[ 0

THROREME 2. Si la courbe O, v = r(s) remplit pour n > & les condi-
tions suivantes:

1. les hypothéses (Z) ot (Z°) sont vérifides,

9. au point My—z§™ 50,

3. le centre de la sphére osculatrice & C au point M, dans le systéme

(nq, by) du plan normal a les coordonnées o, f, définies comme il swit:

1, kY
T P

4 Wop =0 pour p =,y ..., my 0% BEM K 2n— B,
5' Wﬂ,m-l»l :,é 07
alors Vordre q = m-+2.

THEORAME 3. §i la courbe O , 7 = 7(s) vérific pour n = 4 les hypothéses
1,2,3 duw théoréme 2 et si

4. Wop =0 pour p =mn, ..., 2n—4,
5. Wn,m—a ¢ 07
alors mous avons q == 2n—2.

Tsoring 4. §i la courbe C,r = r(s) vérifie pour m >4 les hypo-
théses 1,2, 3 du théoréme 2 et si Wy, = 0 pour p =n, ..., 20—3, on @
q =2n—2.
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- Démonstration du théoréme 2. Nous allons caleuler F™(s,)
pour n < m < 2n—3:

(11)  F™M(sy) = M (m_gy L(89) +
m—3
+
p=1
1 -2
- ‘k'.;' (m—l)M0+ —7;“_;:_((]71——5)_ (m“l)'Nu :

m—1
( P ) {(Z’)L" m-p—2Lo+ @) Mo mm—p—2 Mo+ Mo (m—-p—-z)NU} -

Les valews des fonctions L, oM, qoN pour s =s, et g < 2n—4
gexpriment, d’aprés les lemmes 3, 4 et les hypothéses du théoréme, par
les formules suivantes:

q-—2
@he = @D(so) = S+ D) W age i 1K,
T=n—2
a—1 i
(12) @My = @ M(s)) = e+ D ©bge i K,
T=n-2

—4
By TP KT
~3

Q

@No = @ (s0) = ool

7

I
3

Remarquons que, pour m < 2n—3, et pour p =1,..., m—3, on aura
@Nom-p-2No = 0. Donc nous obtenons

m—3
— —1
7 (89) = MOyp_s kgn ? +2 (mp ) {dp G—pz +3p3m—p—z}kgb_2 -
p=1

m—4
_ O g i
—em g m Z O 2,m—i—3 PB4
i=n—2
m—3 1 m—p—4
m— 0\ 7t
(13) + 2 ( p ) ( 2 Op U2, m—p—i—3 kgn kg4
p=1 T=n—2
Mm—p—3
+ &y bm—p—z,m—p—i—a kt()') k:;""lfs +
i=n—2
p—2
(14) + 6m_p_z Ap p—i—-1 klgl) kﬁ”"'3 —+
T=n—2 .
p—1

m—-2
+ Z Em_p—2 bp,p—i—lky) kgl‘l—a) - Z bm—l,m—i-.zkl(;) k:)n—i—3+
i=n—2

i=n—2
J{n—2) ln—3) m-—$ %(—2) 0) X
+ § (HO_ G- Z Dy m___a") K-,
koo jn—3 ot
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Dans la deuxiéme somme de (13) on peut étendre la sommation jusqu’a
m—p—3 et dans (14) jusqu'd p—1, puisque pour ¢ =m—p—3 on &

Omp_gmpi-s = On_p 20 =0 e Gy iy =am powr ¢=p-1.
On a done
m—3
—2 m—1
1) P (sy) = K (mém_rf- Z (™) {808m-p-s+en em_,,_z}_%__l) n
m—4 )
+m Z a’m—‘l,m—i~3 k})n‘7‘~3 76((,7:) —|—
f=n—2
m--3 M3
"= ‘
+ Z( ){ 2 (0p 2 m—p—i—s B g i R S 4
T=N--2
-1
+ Z (Bm_p— 2 0y p—i— 14 emep— 252, pio1 )707"'"“371;‘(,1)} _
1=n—2
m—2
. R
- bm—l M2t kgilwt—s k‘(;‘) + -_0_,,_
—5 B2 o)

2 79m 1, 0 n T =3y km—j—4'
L’expressmn entre parenthéses { } dans (15) est égale & zéro. Nous calcu-
lerons maintenant F™ (s,) pour m impair:
(16)  F™(s,)
(m—3)j2 m—p—3

m . .
1 ) ( al’ @ —p—2.m—p—i—3 +a bm_p—z,mquiwa) kz]n—w-‘a k{,") -

P=0 T=n—2
m—2 M5
e pln=1) o) ) J(n—2) (m—3)
- Z by ik )+ S‘ Dy, - (n_“a)o Tig— 7= SN
i=n—2 7=n, T ko_r(gn—a)

Dans la somme double (16) nous allons intervertir 'ordre des sommations
et mous obtiendrons
Mt 3

(m) ~i—~37,(8)
F 1%2 Teg Ky 2 (p-! 1) 6zaa‘m-—p 2,M—p T 3+€p e ) = 2,100 ) e q)
n— n 2) (M~ 3) M—§ (1-2)
- 2 by mi ﬂkm_1 akl)'l"“'-?——‘ro B, ']ﬂ g 7"""7‘"”4
~1neieg — e I
e, (()n B) 7‘“:1_13 Me—1,f r‘gn.‘.,a) 0
m—3
an = 3 B b ymiat
Lmn—2 .
m—i—3
m
+ 7’2; (p+1)(6panz~n—2,7n—p—i—a+prm_p_z,m_p—i_fa)}“
k(n—-Z) m—.s) M5 km 2)
_ —17,(M~2) 7f
bm— Ok k + (n 3) ﬁm_ly"—ﬁ:—*o— km 7- 4.
o i=n—3 0
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Nous démontrerons que l'expression entre parenthéses {} dans (17)
est égale & zéro, ou & 1, ou hien & —1:

(18) —bm—l,m—i_'.’. +

M—i—2

-+ 2 ( ) p—10m_p—1,m—p— it Ep_ 1bm_ p-1m—p—i— ) = Oy

'

oL By = (—1)=9% pour 4 impadir, et zéro pour i pair. Si ¢ est pair on peus
démontrer, en s’appuyant sur les lemmes 1 et 2, que le premier membre
de (18) est égal & zéro. Pour p pair, m—p—i—2 est impair. Done
Op_1 =0, b1 moia = 0 et bp_p_1mp_i2=0 Cependant, pour p impair,
m—p—1i—2 st pair et on a alors gy =0, bu_ymi2= 0 et

A p—1m—p—i-2 — 0

Si ¢ est impair, le premier membre de (18) n’est pas identiquement
nul. D’aprés le lemme 5, le premier membre est égal & (—1)m=D,

En tenant compte de Pégalité. (18), nous obtenons

m—3
+ ) bk

j=n-2

P e 3

ko‘tn 3)

=2 79
F (s50) = -

m—4
] _rg 1) .
(19) + Z ﬁm—lj——l “o_r(()nlé)—“ k{)n =3,
J=n—2
Puisque By s = 0, il suffit de faire la sommation dans (19) jusqu'a
j = m—4. Nous obtenons

m—4

F™ (50) = ”J? R B j“ﬁ:: st
0To &2, 7
m—4 W
(20) R~ RPN
j=n—1

Remarque. Pour limite inférieure de la sommation on a pris n—1
au lieu de n—2, car Wy, ,_; = 0. Dans le cas de m impair on & dp_; ;1 =0
pour j pair et (—1)™~ =241 pour § impadr.

Pour m pair on obtient d’une manidre analogue (nous omettons les
détails du calcul)

- _i_s Wi
(21) P () = "{n”_) + 2 CRPIY il
0
_n—
ol Fppyj_1 = 0, pour j impair, eb (—1)m=DE+ pour § pair.
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En vertu de nos hypothéses nous obtenons les formules (20) et (21)

PO (g)) = ... = F™D(5) = 0.
Par contre, on a
W,
(M +2) - n,m+-1
F (80) - 700‘63”_3) 75 0

et Vordre ¢ est égal & m+ 2.

Pour la démonstration du théoréme 3 et 4 il faut encore
-calculer les grandeurs ’

plen—2) (89) = (2n—2) (2n— 4)L0 +

m—§
2n—3
+ :(];1' ( P ) ((qa)Lu (2n—4-p)L.J+(p)MD (2n_4_.73)ll/[n + (p)Nt (2'n-4—17)-N(1) -

1 T K
7oy Cn=s o W(naa)l\rm
an—s
. e
@n-gLo = 8n_sHo" 4 2 Oyn—gan—s-ikg R,
P=1—2
2n—4
_ an—3 i i
en—yMo = egn_sTi" > + ' Z a3 2m—ti kgn-1"4k¢()”‘|‘92wn—ann,_sko('”(()nmﬂ))za
t=n-—2 e
An—17
_ (217 —5; e
en—a N = ko1 )+f2 e Dns il 7+ [T Sak Gl
=n—3

Tofois les grandreurs ®Dos an—s—py Lo, oy My et @n—a—p) M, s'expriment pour
izst—é ,1. o Jén— 5 par les formules du type (12). Le produit @No@n—t-nNo

al & zéro = — i .y
n_Z‘g pour p = 1,...,2n—>5 puisque wNo=0Dpour p =1,...,
En employant une méthode analogue & celle de la démonstration

eme on ob &, OTTes-
du thé 2 t; t enf ) d E(z 2)
u or 0) lent enfin la valeur de (80) ( es caleuls ¢

W 2Mm—6
If’(m_z)(s ) = n,2n—3 — I
o) = . 20 —tme5 T 2041
» el + ‘ Dan—s,i-1% = +
Gl 0

ICRIE
+ & 3,m-3 ( "'“k“;"‘) +(— tn. 3,0,0-3) (Tsn“ 5))2

OU By i1 = 0 pour 4 impair et (—1)e—H2 i pai
) — our ¢ pair. Si I’ !
Wom = 0 pour m ==, ..., 2n—3, alors g puir. 1 Ton »
F(zn_z) —_ —_
(80) an-a,o,n-s(Tgn D)2+ 52%—'3,n-3(7°n()n—z)/700)2-

On a done F*~3(s0) > 0 (en vertu d
; u lemme 4) et dans ce = 2n—
conformément & la conclusion du théoréme i s in,

icm
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S Wpm = 0 pour m = n, ..., 2n—4, mais Wy s #0, alors

- W an_3 _ k('n—z) 2
FER (50) = —k'lb’(:ia)' +{(— ezn-a,o,n_s))(fgn D)2 4- San—sn—a (‘l_ .
0To %o
Si
W, an_s B k(11—2) 2
'E:;_(;f_‘i)“ #* eznms,o,n—a(T{)n N2 £y amms —%&;ﬁ
c’est-a-dire, si
(22) FE (s) # 0,
on a ¢ = 2n— 2. Cependant, si
n— 3) 2 TSN_S)
(23) Wn,?.-n—a = ezn_s,o,n_sko('f{) - ))3_ 'Ezn—a,n—s(k(un- ))2 .

Fo
c’est-a-dire, si
(24) P (5g) = 0,
on a ¢ > 2n—2. En tenant compte des résultats (22) et (24) nous voyons
que le théoréme 3 est vral

On voit d’aprés ce qui précéde, que dans le cas (23) Pordre q a été
évalué inférieurement.

Dans le cas (23), la fonction F™(s) dépend, pour m >2n—1, de
polynémes dont la forme ne peut pas étre exactement déterminée au
moyen des lemmes énoncés dans Pintroduction. Il n’est alors pas possible
de calculer la valeur de cette fonction en g'appuyant sur les considéra-
tions précédentes.

Dans le cas oil = est différent de zéro au voisinage du point envisagé
et les courbes sont sphériques, une solution intéressante du probléme
dont mous nous occupons a été communiquée par M. E. Cech dans une
lettre 4 M. Golab.

En introduisant les fonctions

fls) = (r—v)t,  fuls) = (r—v)n, fa(s) = (r—o)b
ot en tenant compte des formules de Frenet, M. E. Gech forme pour f,(s)
Péquation différentielle
A L R L I e e
ot ) .
" 7 1:,
p(s) = k(—i) + - +7.

Pour les courbes sphériques on a @(s)=0. Si ¢ (s,) = 0 pour
0<i<qg—5 et si gl (s, 0, Pordre du contact est égal & g.

Regu par la Rédaction le 17. 6. 1956
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