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Done en versu du théordme 7 la suite # = {a"} est limitable par la
méthode By,. Nous démontrerons qu’elle n’est pas limitable par la méthode
Bj.1; €t par conséquent, en vertu de la remarque 13, qu’elle n’est limitable
par aucune méthode B, ol p > k.

s

Remarquons & cet effet que

tn2k+ 1 a

=y o k4l —t SR
1) Bl =2 Y] o

kp1 il gk‘i}{] — -t g2k 1oy ‘ -
_ 2% te [1_*.. ;:_{ P(f?i"rl)of e~ du] pour k< —1,
et pour k=-—1.
Nous omettons les détails du caleul qui 2 mené a la formule (79).
De la formule (79) il résulte que t]ir:Bk +1(t, ) n’existe pas, done la

suite = {a"} n'est, en effet, pas limitable par la méthode By

On pourrait démontrer, comme dans la démonstration du théoréme 3,
que la suite {(—1)”T(n2’°+1)/]‘(n2’“‘1+1)} est limitable par la méthode
By, et que sa transformée n’existe pourtant pas par rapport 4 la métho-
de B;_;, done, en vertu de la remarque 15, elle n’existe par rapport
4 aucune méthode B, d’indice ¢ < k.
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INSTITUT MATHEMATIQUE DE L'ACADAMIE POLONAISE DES SCIENCES

Begu par lu Réduction le 27. 2. 1956

Sur l'existence d’une solution unique de certains proble-
mes pour un systeme d’équations différentielles hyperbo-
liques du second ordre a deux variables indépendantes

par Z. SzmypT (Krakdéw)

§ 1. Considérons le systéme de n équations différentielles

(e, y) = D, y, w0 u@ L ul u) L )

: i=1,2,...,n)
dont les seconds membres sont continus; nous I’éerirons dans la suite sous
la forme vectorielle
(1.1) Unf, y) = Flx,9, U. U., Uy).

Désignons par D le rectangle défini par les inégalités
(1.2) —ae<Lr<a, —B<y<p ol O<a<oco et

0 < B < oo,

Counsidérons deux courbes continues I et 4 situées dans le rectangle D
et définies respectiverment par les équations
(1.3) ¥y =vy(x) lorsque —a <<@w<a,

(1.4) r==A(y) lorsque —p<y<gB.

DfrinirioN 1. Dang cet article la fonction U(z,y) sera dite régu-
liére dans un domaine si elle est continue et admet des dérivées Uy, U, Uy
continues dans ce domaine.

Soit )

P = (p(”1 [ERF} ])("))7 Q= (q(l)y EERE] !l(n))
et envisageons les problémes suivants R et S.

ProBrimE R. Existe-i-il une solition réguliere U(wm,y) du systéme
(1.1) dans le rectangle D, satisfaisant aux conditions
Udz,y) = Gl», Uz, ¥), UZI (x5 ¥)] lorsque ¥ =y(®)

e —axx<a,
Y
UA),y) = T~ [ Blt, UA(1), 1), U(A(), 8)]dt  lorsque —B<y<p

Yo
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o G(x, U, Q) et B(y, U, P) sont des fonctions continues données @ avance,
U* est un vecteur constant et y, un point arbitraire de Vintervalle {—B, B>.

ProBrime S. Existe-t-il une solution réguliére U(x,y) du systéme
(1.1) dans le rectangle D, satisfaisant aux conditions:

U(zo, 9o) = U*a

Udm,y) = Glw, Ulw,y), Uyw,y)] lorsque y =y(z) et
—a L e K a,
Uy(@,y) = Hly, Uz, y), Us(®,y)] lorsque a=24(y) e
—B<y<p

0 (%y, Yo) st un point arbitraire de D, U™ un vecteur constant et G(x, U, @),
H(y, U, P) sont des fonctions continues données d’awance.

- Les problemes R et S, introduits pour la premiére fois dans [2](1),
y ont été abordés par deux méthodes. La premidre, basée sur le théoréme
de Schauder sur le point fixe, a permis de démontrer 1'existence d’une
solution du probléme R (S) dans des hypothéses assez faibles qui n’assu-
raient pas l'unicité des solutions. La seconde, utilisant la méthode des
approximations successives, a permis d’établir, dans des hypothdses plus
restrictives, 1'existence d’une solution unique du probléme R (S) (ef. [2],
remarque 2).

Les d¢tails de la premiére méthode ont été exposés dans [3] et ceux
de la seconde vont I’étre dans cet article oi, pour abréger, nous substi-
tuerons 4 la méthode des approximations successives celle qui est basée
sur le principe de Banach-Cacciopoli-Tikhonov.

T est & peu prés évident que, lorsque A(y) est de classe O, le probléme
Rest équivalent au probléme 8 dans lequel =z = A(y,), H(y, U, P)
= B(y, U, P)—A'(y)P (cf. [3], remarque 1). Pourtant nous I’envisagerons
indépendamment du probléme S, tout comme nous I'avons fait dans [2]
et [3], afin que l'on puisse dans les théorémes concernant ’existence
d’une solution ne faire pas intervenir des hypothéses supplémentaires
relatives & la fonction A'(y) (cf. [3], § 1).

Dans Varticle [3], aprés avoir démontré en détail les théorémes con-
cernant I'existence d’une solution du probléme S (appelé problime 1),
nous avons esquissé les démonstrations des théorémes relatifs au pro-
bléme R (appelé probléme II). Dans cet article nous procéderons inver-

(*) Le probléme S ne différe pas du probléme I de la communication [2]. Le
probléme R y avait une forme un peu moins générale, la fonction B no dépondant
que de la variable y (cf. [2], p. 68, probléme II). La généralisation exposéo dans cotb
article, que j’ai signalée & la séance du 15 mai 1956 de la Société Polonaise de Mathé-
matique, Section de Cracovie, ne présente pas de difficultés nouvelles.

~
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sement; ayant discuté le probléme R (théordmes 1-5) nous n’énoncerons
qu'un seul théoréme (théordme 6), relatif & I’existence de la solution unique
du probléme S en nous dispensant d’énoncer des théorémes dont le rapport
aux théordmes 1 ou 4 serait le méme que celui du théoréme 6 au théoréme 2.

Remarque 1. Les problémes classiques de Darboux, de Cauchy
et de Picard sont équivalents aux problémes du type R convenablement
choisis (ef. [2], remarque 1).

I. Examinons, pour le systéme (1.1), le probléme de Darboux re-
latif & exigtence d’une solution régulitre U(z,y) du systéme (1.1) dans
le rectangle D, satisfaisant aux relations

Uz, y,) = o(x) lorsque —a<2<a,

Ul@o,y) = 7(y) lorsque —p<y<p
ol (@, Yo) est un point arbitraire du rectangle D et o(xz), z(y) sont des
fonctions de classe O* données d’avance dans les intervalles <{—d, a)
et {—p, f> respectivement et telles que o(w,) = 7(¥,).

On vérifie facilement que le probléme en question est équivalent
an probléme R dans lequel: y(2) = ¥y, A(y) = @0, U" = 7(y,), G(z, U, Q)
=d¢'(s), Bly, U, P) =7'(y).

IX. Considérons le probléme de Cauchy relatif & la question de l’exi-
stence d’une solution réguliere U(z,y) du systéme (1.1) dans le rectangle
D, satisfaisant aux conditions: ‘

Ule,y(x) =o(®) et Uglw,y@) =ec(®) lorsque —a <z <a

ol ¢(x) est une fonction continue donnée d’avance, o(x) et y(x) sont des
fonctions de classe O et
(1.5) y(@) #0, min y@)=—F, max y@) =84
—agr<a —e<T<e

Dégignons par A(y) la fonction inverse de y(x) dont lexistence ré-
sulte de (1.5). En posant B(y, U,P) = o’{A(y)A (%), U =o(A (%)),
Gz, U, Q) = ¢(x), on voit immédiatement que le probléme de Cauchy
est un probléme du type R.

III. Examinons, pour le systéme (1.1), le probléeme de Picard rela-
tif & existence de la solution régulidre U(z, y) du systéme (1.1) dans le
rectangle D, satisfaisant aux relations

Uz, —p) =o(z) lorsque —ce<2<a,

U{A(y),y) =7(y) lorsque —B<y<p
ol o(z) et 7(y), A(y) sont des fonctions de classe 0 dans les intervalles
{—a,a) et {—f, B> respectivement, |A{y)] < a, A(—p) = —a et z(—f)
= g(—a).
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On vérifie facilement que le probleme en question est équivalent au
probléme R dans lequel: y(#) = —8, G, U,Q) =), ¥ = —8,
U* =v(—p) et Bly, U, P) =7(y)-

Les théorémes 1 et 2 qui vont étre démontrés dans le § 3 assurent
Pexistence d'une solution unique du probléme R, n’imposant aux courbes
I' et A (situées dans le rectangle D et données par les équations (1.3) et
(1.4) respectivement) que des hypothéses de régularité (cf. prémisses
2° et 3° de P’hypothése Z). En faisant des hypothéses supplémentaires
sur les courbes en question on peut affaiblir certaines hypothéses inter-
venant dans le théoréme 2 (théorémes 4 et 5).

La remarque 1 étant faite, il est évident que les théorémes concer-
nant lexistence d’une golution unique des problémes de Darboux, de
Cauchy et de Picard peuvent &tre déduits du théoréme 1 ou du théoréme
2. Dans le § 5 nous énoncerons le corollaire 1, résultant du théoréme 4,
qui assure Pexistence d’une solution unigue du probléme de Picard dans
des hypothéses assez faibles. '

§ 2. Notations et hypotheses.
HyroTHRBSE Z. 1° Les nombres a, B et y, vérifient les inégalités:

—B <Y< B,y

2° y(x) est une fonction continue telle que

—B<y@)<p
3° A(y) est ume fonction de classe C* telle que

0<a<oo, 0<fB<oo

lorsque —a <o < a,

—a L AY) <a  lorsque —f <y <P,
Soit
(2.1) w= max [A(y),
—E<U<$
(2.2) h = 2max(a, #).

DEFINITION 2. Si ¥V = (0@, ..., »™) est un vecteur arbitraire & m
dimensions, alors

V] = max jp®].
1gisn

Désignons par IT I'ensemble défini par les inégalités
(28) —e<e<a, —BLy<p, U [Py @<y

ot 0«9 <oo
et introduisons encore les deux ensembles suivants:

(@2.4) —e<o<ae, (U< o Q<7
(2.5) —B<y<p, |UI<r et |Pl<r.

icm
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§ 3. TukorEME 1. Admettons Vhypothése Z et assujettissons les fonc-
tions continues F, G, B auz conditions de Lipschiiz suivanies:

(3.1) |F(@,y,U,P,Q)—P2,y,T,5,Q)|<I{|U—T|+P—B+1Q—€l},
(3.2) 62, U,Q)—@(z, U, Q)| <K, {|U-T|+1@—0I},
(3.3) 1By, U, P)—B(y, U, P)| < K, || U—0|+1P—Pl)

dans les ensembles (2.3), (2.4) et (2.B) respectivement pour des constantes
L, K,, K, satisfaisant & Dinégalité (cf. (2.1) et (2.2))

(3.4) Ky (w-+h+1)+ K (h+1)+hL(w+h+2) < 1.
Supposons que

(3.5) Bz, y, U, P,Q) <N dans Vensemble II

ol

(3.6) N < min {r/R? rfh(w-+1)}

et que

8.7 |U<e, |G, U,Q)| <a dans Uensemble (2.4),

|B(y, U, P)] < a ' dans Pensemble (2.5)
ol
(3.8) o < min {(r —Nh)/(1+2h), (r—wNh—Nh)|/(L+w)}.
Alors le probléme R a une seule solution U(z, y)(?).

" Démonstration. On vérifie facilement que l'existence d’une
solution unique du probléme R est équivalente & celle d’une solution
unique de classe C* du systéme

(3.9) Uz, y) = LLU]
ol Popérateur L[ U] est défini par la formule (cf. [?], (4), p. 69 et [3],
(6.2), §6)

v
(3.10) LLUI=T"+ [ Blt, U(A(), 1), Ua(2(2), 9] dt+
Yo

+ fG[s, Uls, y(8)), Uyls, y(s))|ds+

i)
- & I‘I .
[ Pt Uls, 1), Uals, 1), Usls, 0)1dds.
AY) - 2(¥)

(*) Cette solution satisfait évidemment dans le rectangle D aux relations sui-
vantes:

T, pi<r, Uz, )i <r  [Uyle, )<, [Tl NI N.
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Pour établir le théoréme 1 il suffit done de démontrer que I'équation
(3.9) a exactement une solution de classe 0% Nous le démontrerons en
utilisant la méthode de Banach-Caceiopoli-Tikhonov.

Désignons par B 'ensemble des fonctions U(z,y) de classe C* dans
le rectangle D qui y satisfont aux inégalités (cf. définition 2)

T,y <7, |Usle,y)l <r et |Uy(o,y)] <7

Soit || U (=
mule

(3.11)

, %)l la norme de la fonction U(z,y)eH, définie par la for-

1T (=, )l =(;r;';w§){lU(w,y)l+lUm(w,y)l+IUy(w, I}

On constate facilement que ¥ est un espace métrique complet.
Nous allons démontrer que la transformation fonctionnelle
(3.12) (@, y) = L[U]
olL 2[U] est donné par (3.10), transforme 'espace H en un sous-ensemble
de celui-ci:
(3.13) . LIE]ICE.

En effet, si UeF la fonction U (@, y) détinie par (3.12) est une fonction
de classe O dans le rectangle D et on a

(3.14) Ty(x,y) = Gle, (,yw)) vl v @)+
. + fE[m,t, Uz, 1), Uglz, 1), Uy (@, t)]d,
v(®)
(3.15) Uy(z,y) = Bly, U(R(v),9), U=(2®),9)]—
—XWE[Aw), T(Aw), »(2W), T(A@), v 2w) |-

—2w) [ Flaw,t, UR®), ), U0, 9, Uy (a(0), ] dt+

v {(a(y))

+ fF[3:yﬂ Uls, ), U
Ay
De 14, en tenant compte de ’hypothése Z et des relations (3.7), (2.2),
(3.5), (3.8) et (2.1), on démontre que les inégalités
Taw, )| Sa+WN <r et [T, (@, 9)| < atwatwhN-+hN <r

ont lien dans le rectangle D; d'une fagon analogue on déduit de (3.12)
Pinégalité N

U (2, y)| < a-+2ha-+-heN <7
La fonction U(z, ) appartient done & #.

(85 9), Uy(s, y)lds.

dans le rectangle D.

icm
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Supposons que U (x, y)eE et 2U(z,y)eH. Soit
(3.16) Wiw,y) = L0V, *Oi@,y) = LET).

Nous allons démontrer que

(8.17) M (@, y)—2T (=, Yl < oV (@, y)~2TU(z, Y
(ef. (3.11)) oit
(3.18) = Ey(w+h+1)+ Ey(h-+1)+hL(w+h+2).-

Remarquons & cet effet qu'en vertu de (3.16), (3.10), (3.1)-(3.3),
(2.2), (2.1) et de I’hypothése Z on a dans le rectangle D les inégalités.
suivantes:

P (@, y)—20 (@,9)] < hE MU (@, 9)—2U (@, y)||+ hE, P U (@, 5)—*T (@, )]+
+RLIIU (2, y)—2U (2, )| = (MK, +hE, L) MU (%, 3)—2U(z, )l

ol 9)—*Val, y)| < (Ky+BL)T (2, 9)—2T (w, 9),

1Ty @, y)—20,(, y)| < (Ky+wK,+whL-+RL)| T (¢, y»)—T (e, Y-

De li résulte Pinégalité (3.17) dans laquelle le nombre ¢ défini par
(3.18) est, en vertu de I’hypothése (3.4), inférieur & 'unité.

En tenant compte de (3.13), (3.17) et du théoréme de Banach sur
le point fixe on arrive & la conclusion qu'il existe dans F exactement
une fonction U(x,y) invariante par rapport & la transformation (3.12),

c'est-d-dire que I’équation (3.9) a une seule solution de classe O dans le
rectangle D. Notre théoréme se trouve ainsi démontré.

Remarque 2. Il est évident qu’on peut remplacer dans le théoréme 1
les hypotheses (3.4), (3.6), (3.8) par les hypothéses

(3.19) K {w+1)+K, < 1
et par Ihypothése que % vérifie les inégalités(®)
K h+Kh-+hL(w+h+2) < 1—EK(w-+1)—
Qha+heN <r—a et Nh(l4w) < r—a(l4w).

TetoREME 2. Admettons Phypothése Z et supposons que la fonction
Flz,y, U, P,Q) soit continue dans Vensemble IT, défini (dams Vespace
des variables z,y, U, P,Q) par les relations

Ly <p

a < r/(1+w),

(3.20)

—age<La, P (U, P,Q arbitraires)

(3) Ces indgalités sont satisfaites lorsque h est suifisamment petit, ¢’est-a-dire
lorgque le rectangle D est suffisamment petit (ef. (1.2) et (2.2)).
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et y satisfasse & la condition de Lipschitz (3.1). D une fagon analogue assu-
jettissons les fonctions continues G(x, U,Q) et B(y, U, P) aux conditions
de Lapschitz (8.2) et (3.3) dans les ensembles

(3.21) —u << a (U et Q arbitraires),
(3.22) —B<y<ip (U et P arbitraires)
respectivement et supposons que Vinégalité

(3.23) Ky(w-+h+1)+Eoy(h+1) AL (w+h+2) < 1

s0it satisfaite.
Alors le probléme R « une seule solution.

Démongtration. La démonstration du théoréme 2 étant analogue
% celle du théoréme 1, nous nous bornerons & l’esquisser.

Considérons ’ensemble des fonctions U(x, y) de classe 0 dans le
rectangle D. En admettant (3.11), on obtient ainsi un espace métrique
complet que nous désignerons par B*. I’existence d’une solution unique
‘du probléme R étant équivalente & celle d*un point fixe unique de la trans-
formation (3.12) considérée dans E*, pour établir nous appliquerons
le théoréme de Banach. Il suffit & cet effet de démontrer que (3.12) trans-
forme 'espace B* en un sous-ensemble de celui-ci et que l'inégalité (3.17)
résulte des relations: U (w,y)eE*, *U(w,y)eE", W(x,y) = LTU] et
217(:0, y) = L[2U]. La premiére de ces propriétés est évidente, la démon-
stration de la seconde mne différe pas de celle qui a été faite dans le cas
dun théoréme 1.

Remarque 3. Il est évident que ’hypothése (3.23) est satisfaite
lorsque

(3.24) Kiw+1)+K, <1
et la constante h satisfait i 1’inégalité
(3.25) Kh+-Kh+hL(w+h+2) < 1—Ky—K (w-+1).

L’hypotheége (3.23) a été imposée par la méthode de la démonstra-
tion que nous avons'admise (*). Toutefois, quelque petit que soit le nombre
h, les constantes K, et K, ne penvent pas étre arbitraires. Nous le dé-
montrerons dans 16 § 4 en indiquant des exemples dans lesquels le prob-
1éme. R n’admet pas de solution unique bien que toutes les hypothéses
du théoreme 2, sauf (3.23), soient satisfaites, L = 0 et que h puisse btre
choigi arbitrairement pebit.

(*) En modifiant' convenablement la démonstration du théordme 2 on peus
remplacer ’hypothése (3.23) par I’hypothése: K,(w+K,) < 1 (plus faible (ue (3.24))
et par I'hypothése que la constante h est suffisamment petite.
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Remarque 4. On pent substituer (§ 5, théoréme 4 et théordme 5)
dans le théoréme 2 I’hypothése (3.24) 4 (3.23) en imposant en méme temps
certaines restrictions supplémentaires aux courbes I' et A. Les hypothe-
ses imposées dans le théoréme 4 aux courbes en question sont en parti-
culier satisfaites lorsque la courbe I' est une caractéristique (la courbe A
n’est assujettie qu’ad’la prémisse 3°de 'hypothése Z). On peut done déduire
du théoréme 4 les corollaires relatifs & D’existence d'une solution unique
des problémes de Darboux et de Picard dans des hypothéses assez faibles
(cf. le corollaire 1).

§ 4. Considérons le probléme R*, qui est un cas particulier du prob-
leme R(5): ,

PrOBUEME R*. Bwiste-t-il wne solution régulitre (cf. définition 1)
Uz, y) du systéme

(4'1), Un(2,y) =0
dans le carré D défini par les inégalités
(4.2) —agr<e —oe<KyY<La o 0<a< oo,

satisfaisant aux conditions

(4.3) Uslw, y(@) = —K,Uy(w, y(@) lorsque —u<o<a,
v
(4.4) U(aw), y) = U+ [ [EUa(a(2), ) +But)] at
Yo

lorsque —a <y < a, o K,, K, sont des constantes positives, yye{—a, ad,
U* est un wveclewr constant et By(t) est une fonction continue donnbe
a’avance.

Nous indiguerons maintenant trois exemples dans lesquels le prob-
1éme R* (done le probléme R) n’admet pas de solution unigue. Dans ces
exemples le nombre o peut étre arbitrairement petit, L = 0 et toutes
les hypothéses du théoréme 2 sont satisfaites, sauf (3.23).

Exemere 1. 81 K,=3%, K, >2, 4,=0, U =0, y(z) =2s/K,,
Ay) =9, Byly) == 0 dans lintervalle {—a, a), alors chaque fonction

Uz, y) = ela*—y*/2)

ot ¢ désigne une constante arbitraive est une solution du probléme R*.
Le probléme R* a done une infinité de solutions.

(*) Du probldme R on obtient lo probléme R* en admettant a = g, G(x, U, Q)
= —K,Q, Bly, U, P) = K P+Byy). Il est évident que K, et K, sont des constantes
de Lipschitz des fonctions G et B par rapport aux variables ¢ et P respectivement.

Je dois & J. Szarski I'idée d’envisager le probléme R* indépendamment du
probldme R.
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Dans cet exemple quelque petit que soit & = 2¢, l'inégalité (3.23)
n’est pas satisfaite car, '(y) étant égale & l'unité, on a w = 1 (cf. (2.1)),
done K (w+1)+K, = 2K,++% > 1.

ExEMPLE 2. 8i K, =0, K, =1, y@) == iy =y, Byy)#0
dans Dlintervalle {—a, ), alors le probléme R* n’a pas de solution,
quelque petit que soit a.

On vérifie facilement que Pinégalité (3.23) n’est pas satisfaite,
car en vertu de la définition de A(y) on a w =1 (cf. (2.1)), donec
E,+K(14+w) =2> 1.

Dans cet exemple les conditions (4.3) et (4.4) sont incompatibles,
ce qu'on constate immédiatement en tenant compte de la coincidence
des courbes I'" et 4. L’exemple 2 est donc assez banal. ("est pourquoi
nous indiquerons encore un exemple qui ne présente pas ce défaut.

ExemrLe 3. Le probléme R* dans lequel K; =1, K, =0, U" = 0,
¥y =0 et y(x) = 2, A(y) = —y dans lintervalle (—a, a) n’a pas de so-
lution lorsque B,(y) = 2y, et en a une infinité lorsque .B,(y) = 0 dans
Pintervalle {—a, a)(%).

a. Soit B,(y) = 2y lorsque —a <<y < ¢ et supposons, pour la dé-
mongstration par Pimpossible, que le probléme R” considéré ci-dessus ait
une solution U(z, y). I en résulte I'existence des fonctions M (#) et N (y)
dont la somme est identique & la fonction U{(x, y):

U(@, y) = M (2)+N(y)
et qui satisfont dans lintervalle {—a, a) aux relations
Mz) = —N'(@) et M(—y)+N(y) =y~
On en déduit la relation
(4.5) M{—y)te—M(y) =y*
ot ¢ désigne une constante. En remplagant dans (4.5) y par —y on obtient
(4.6) My)+eo—M(—y) =y lorsque —a<y<a.
L’addition des égalités (4.5) et (4.6) conduit & Ia relation

yr=c

dans le rectangle D,

lorsque  —a<y<a

lorsque —a <y <a.

La contradiction obtenue achéve notre démonstration.
b. Supposons que By(y) =0 lorsque —a <y <a et désignons
par M(x) une fonction arbitraire paire, de classe ¢* dang lintervalle

{—a,a).

() Dans le cas considéré ci-dessus I'inégalité (3.24) n’ost pag satisfaite, car
K,+E;(w+1) = w1 = 2, L’exemple 3 est étroitement lié & celui de la remarque 4
de ma communication [2].
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On vérifie facilement que la fonection U(w,y) = M(»)—M(y) est
une solution du probléme congidéré.

Nous acheverons l’examen du probléme R* en démontrant le théo-
réme 3 qui assure Pexistence d’une solution unique du probléme R* dans
des hypotheéses plus faibles que celles quil faudrait admettre pour dé-
duire le méme résultat du théoréme 2.

THEOREME 3. Admettons Uhypothése % en y posant f = a et suppo-
sons que By(y) soit une fonction continue dans Vintervalle (—a, a) et que
Pinégalité
(4.7) | KL [Ea—2(y (@)]] < 1

soit satisfaite.
Alors le probléme R* a emactement une solution (7).

Démonstration. Chaque solution de I’équation (4.1) ayant la forme
U@,y) = M(@)+N(y),

nous obtenons pour les fonctions inconnues M(z) et N(y) le systéme
d’équations suivant:

lorsque —e<o<a

(4.8)

(4.9) M'(z) = —E.N'(y(w)) lorsque —a<o<a,
Y
(4.10) M)+ (y) = U+ [[EM’ (2(2))+Byt)] dt
Y .
’ lorsque —a<y < a.
En différentiant (4.10), on obtient
(411) N'(y) = [K,—2'(1)]1M'(A(y))+By(y) lorsque —a <y <a.

En mettant (4.11) dans la relation (4.9) on obtient 1’équation
M) = —E;[E,—X(y (@) 8y (@) —K,By(y (2)) lotsque —a <2 <ea
qui en posant

0(@) = —K,[K,—4' (v (@))],

peut &tre éerite sous la forme

o(@) = Ay()), Biy@) = —E.Bi(y(x))

(4.12) M'(w) = o(@)M'(c(x))+Byx) lorsque -—o <o <a.
En vertu de ’hypothése (4.7) on a
lo(®)] <1 lorsque —a <o a.

(") L’hypothése (4.7) est non seulement plus faible que I’hypothése (3.24),
mais méme plus faible que I'hypothdse: K,(w-+K,) < 1 (cf. lo renvoi(4))
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La méthode des approximations successives permet done de démontrer
que Péquation (4.12) a une solution unique M’'(z). La fonction N'(y)
étant définie par ’équation (4.11), il ne nous reste qu’a déterminer la va-
leur de la constante arbifraire intervenant dans la somme M ()N (y),
ce qui est possible en vertu de la condition (4.10). La solution U(z, y)
= M(2)+DN (y) est ainsi parfaitement déterminée.

§ 5. Dans certaines hypothéses supplémentaires sur les courbes 7’
et A, le rectangle D peut étre divisé par des paralléles aux axes des coor-
données en rectangles D, (¢ =1, ..., M), tels que la solution du probléme
R dans le rectangle D tout entier puisse &tre obtenue par le prolongement
univoque de la solution des problémes respectifs du rectangle .D; au rec-
tangle D;, (1 =1,..., M—1).

Cette méthode a été appliqué par B. Kamke pour la démonstration
de I'unicité des solutions du probléme de Darboux dans un rectangle
arbitrairement grand ([1], p. 408-410)(?). Nous indiquerons encore quel-
ques théorémes qui peuvent étre établis au moyen de la méme méthode
et dans lesquels intervient comme prémisse I’hypothése suivante:

HyroraisE Z*. 1° L’hypothése Z est satisfaite.

2°. Les fonctions continues F, G, B sont assujetties aux conditions
de Lipschitz (3.1), (3.2) et (3.3) dans les ensembles (3.20), (3.21) et (3.22)
respectivement. ‘

3° Les constantes K,, K, et w (cf. (2.1)) vérifient Dinégalité
Ey(w+1)+K, <1 (la constante de Lipschitz L (cf. (3.1)) n'est assujettie
& aucune restriction).

THEORRME 4. Admettons Phypothése Z*. Soit % le plus grand nombre
positif vérifiant Vinégalité

(5.1) BB+ Ko+ Lw+k+2)) < 1—K,—K,(w-+1).

Supposons qu'il existe des mombres &0y &1, M0, My tels que les rolations
swivantes soient satisfaites (fig.1):

(6.2) —pEn <Y < <B, 0<y—ny =<k, —u & €y < & K a,
’ E =& <k,
oS yle) <y lorsque  —a K

E S Ay) <& lorsque No 55U 5 .

Alors le probléme R a une solution wnique.

(®) On peut I’appliquer aussi pour démontrer I'existence d*uno solution unique
dg probléme de Cauchy en divisant le rectangle D en rectangles D; tout comme I'a
fait E. Kamke, vu la démonstration du théoréme énoncé 4 la page 410 de [1].
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Démonstration. Si h <% le théoréme 4 résulte du théoréme 2 et

de la remarque 3 (cf. § 3). Admettons done que k < h.

I. Les conditions

b

VU, 9) = Gla, U, ), "Tyla, y)] lorsque y = y() et —a<o<a,

i
U (1), y) = U+ | B[t, “U[A®), 1), “Uu(A(t), t)]dt  lorsque 7o <y <
Yo
déterminent la solution réguliére °U(x, y) du systéme (1.1) dans le rec-
tangle ABCD, cest-d-dire le probldme engendré par le probléme B dans
le rectangle ABCD a exactement une solution.

y
£ 2 £
A
Sg, L fw b
o i ! o4 X
M2 Doy '
B
* " 0 T\ | 0
L ya/\w/ 20 }?.
b} c
)
\a
H B . 6

Fig. 1

Pour le prouver, choisissons une suite de nombres &, satisfaisant
aux relations:

o E.wmo,o < E,_mo-u,o << b < Eo,0 << Epo <o < Engo = Us

S o—b0 < h

Eo,o = &y,

et désignons par D, les rectangles définis par les inégalités

(8= —Mgy ..y Ne—1),

51,0 = &

Eio <8 <fiproy MSYSTH (i = —mg, ...y Mo—1).

Annales Poloniei Mathematici IV,


GUEST


178 Z. Szmydt

On vérifie facilement que, en vertu de nos hypothéses, le probléme
R engendre dans le rectangle D, , un probléme du méme type qui a, en
vertu du théoréme 2, exactement une solution régulitre °U(xz, y). Cette
solution étant définie en particulier sur le e6té » = & , =&, 5, <y < 7y,
remarquons que le théoréme 2 détermine dans le rectangle D, , l'inté-
grale régulidre »°U(z, y) de I’6quation (1.1) satisfaisant aux relations

1’OUa:(Wy y) = (=, I’OU(my ¥, l'ko(xi y)]

lorsque ¥ = y(x) et

I’OU(El,o;?/) = O'OU(EI,M y) o Y < M-

En continuant le méme procédé on définit successivement les fone-
tions régulitres *°U(w, y), ..., 0T (x,y) et ~2°U(x,y),..., "™ U (2, y)
dans les rectangles D, g, ..., Dyy_1,0 €6 D_y 4, ...y D_p, ¢ Tespectivement.
On arrive ainsi(*) & la solution "U(z, y) dont l’existence devait &tre dé-
montrée (I).

II. T existe exactement une solution *U(z, ¥) du probléme engendré
par le probléme R dans le rectangle DOFE (fig. 1).

8i g, = p lexistence de la solution *U résulte de I. Sinon, désignons
par ¢ un nombre remplissant les relations

0<e<k, A7—27) <k T—i<e Ty jed—p, .

Un tel nombre existe en vertu de.la. continuité uniforme de 1a fonction

A(y). Soit n, =min(f, g;+e¢). Tl en résulte Pexistence des nombres &
et &, vérifiant les relations '

Eai—&1=Fk et fo1 < Ay) < &1
Soit D,; le rectangle défini par les inégalités

o2 < 52,0»

lorgque

lorsque

lorsque 7, <y < 7,.

o1 Ko<y, n<y <y,
En vertu du théoréme 2, les conditions

0'1Ux($> M) = on(w, 1) lorsque 50,1 KoL,

. v
O’IU(l(y)y y) = oU(}'("h): 771.)"‘ fB[t, O’IU(/I(t)’ t): O'IUm(A(t)’ t)]dt
ny
N lorsque 7y <y < 7y
terminent dans le rectangle D, , 1a solution régulidre ®!
quntion. (1.1} 0,1 n régulidre %' (2, y) de 'é-

(°) En tenant compte de la propriété suivante faci

; acile 4 démontrer: la foneti
’?(z’ly) eg;a:le é.D L0 (3,7) dans le rectangle Dy, ot 4 L0 (1, y) dans 1<1a rlg:l
angle contigu Dyiy o est une solution réeuli lu s dan "
o poien Prss n régulidre du systéme (1.1) dans Dy o+Dip1’e
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Congidérons maintenant une suite de nombres ¢;, vérifiant, les iné-
galités:

—a = E g <1< < E < G < E < < < ppa =

Sipia—&1 <k

et désignons par D, les rectangles définis par les inégalités

lorsque @ = —My, ..., By—1

Ea<e <, MmMSYS<y (= -—my,..., 7y—1).

Les fonctions °U (z, y) (cf. I) et “'U(z, y) étant définies, on démontre
facilement (cf. le renvoi(?)) qu’en résolvant successivement les proble-
mes de Darboux dans les rectangles D, ,,..., Dy _;; et ensuite dans
les rectangles D_y,,...; D_m,,, on détermine la solution regulidre
Uz, y) du probléme engendré par le probleéme R dans le rectangle D,
défini par les inégalités

—e <o <Ka NEY K.

8i gy =4 on a ‘Uz,y) ='T(®,y), sinon nous posons

7 = min(n,+ ¢, f)
et nous répétons le raisonnement qui a été appliqué dans le rectangle:

—agméa, '7]1<?/<7727

en aboutissant & la solution régulidre U (z,y) dans le rectangle D,:

—eLe <L <Y <7

Apres un nombre fini de ces procédés nous arriverons & déterminer
a solution *U(z, y) = ‘U(x,y) dans le rectangle:

—a<e<a, NSYL<mM, O =4

La propriété II se trouve ainsi établie.

Si 7, = —pB notre théoréme est démontré, sinon il suffit de prouver
que le probléme engendré par le probléme R dans le rectangle ABGH
a exactement une solution. La démonstration de cette propriété, tout
& fait analogue & celle de la propriété IX, peut étre omise ici.

Remarque 5. On vérifie facilement que les hypothéses imposées dans
le théoréme 4 aux courbes I’ et A sont satisfaites lorsque la courbe I'
coincide avec la caractéristique y = v,, eb la fonction 1(y) n’est assujettie
qui la prémisse 3° de I'hypothése Z.

Voici maintenant le corollaire 1 qui résulte immédiatement du théo-
réme 4 et de la remarque 3.
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CoROLLAIRE 1. Admettons Phypothése 7" ot supposons que

y(@) =1y, lorsque —uv<La<a.

Alors le probléme R a wune solution unique. B particulier le probléme
de Picard (cf. ITT, remarque 1, § 1) a une solution unique dans les hypothéses
suivantes 1° et 2°:

1° La fonction F(z,y, U, P,Q) est continue dans Vensemble (3.20) et
y satisfait & la condition de Lapschitz par rapport aus variables U, P ef Q2.

2° Les fonctions o(®), v(y), A(y) de classe C* dans les intervalles
—eo<a et —p<y <P respectivement satisfont aux relations:

o(—a) =z(—p), M~—p) = —q, —p =y B

Voici maintenant le théoréme 5 qui peut étre démontré par la méme
méthode que le théoréme 4 et ne différe de lui que par la transposition
des hypothéses supplémentaires imposées aux courbes I' et A ().

A < u  lorsque

TesiorEM®E 5. Admettons Vhypothése Z*. Soit k le plus grand nombre
positif vérifiant Vinégalité (5.1). Supposons que les nombres £,, E1y Moy 1y
satisfaisant auax inégalités (5.2) existent et qu'on ait

LAy <& lorsque —p <y < B,

o <y(@) <oy lorsque b <o <4,

Dans ces hypothéses le probléme R a wune seule solution.
Le théoréme 5 entraine immédiatement le corollaire suivant:
COROLLATRE 2. Supposons que

(5:3) Yo =ylw) et que Ay) = w, —B<y<p

¢t admetions Uhypothése Z* en y posant w = (ef. (2.1) et (5.3)).
Alors le probléme R a une solution wnique.

lorsque

§ 6. Nous nous occuperons maintenant du probléme de lexistence
@’une solution unique du probléme S et nous démontrerons le théordme 6
correspondant en un certain sens au théoréme 2 relatif au probléme R.
Pareillement on peut obtenir les théorémes concernant Pexistence d’une
solution unique du probléme 8, analogues aux théorémes 1, 3 et 4 (le théo-
réme correspondant au théoréme 5 serait équivalent & celui qui correspond
au théoréme 4, les courbes I" et A jouant dans le probléme § le méme réle).

(**) La counstante de Lipschitz en question n’est assujettie & aucune restriction.
(1) Ces théordmes sont toutefois différents, car les courbes I' of A ne jouent
pas le méme rdle dans le probléme R.
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Nous nous dispensons de présenter ici leurs énoncés, assez faciles & recon-
struire, ainsi que d’indiquer les exemples qui metbtent en évidence Timpor-
tance des hypothéses admises.

THEOREME 6. Admettons que y(x) ot A(y) soient des fonctions conti-
nues et que

—B<vyl)<p

—a < AMy) L

lorsque —u <o < a,

=

—p<y<p.

Supposons que la fonction F(z,y, U, P,Q), continue dans Pensemble
(3.20), y satisfasse & la condition de Tipschitz (3.1) et que les fonctions
Gz, U,Q) et H(y, U,P), continues dans les ensembles (3.21) et (3.22)
respectivement, y satisfassent auz conditions de Lipschite suivantes:

lorsque

&z, U, Q)— @@, T,0) < E(|U— T1+19—§},
|H(y, U, P)~H{y, T, P)| < K,{|U—0|+|P—E|}.

Alors, dans Vhypothése que les constantes I, K,, K, et h (cf. (2.2))
satisfont & Vinégalité:
(6.1) (K1 +Ey) (1+h)+hL(A+2) < 1
le probléme S admet une solution unique.

Démonstration. La démonstration du théoréme 6 étant au fond
analogue & celle du théoréme 2, il suffira de l'esquisser.

On vérifie facilement que Pexistence d'une solution upique du pro-
bléme 8 est équivalente & celle d’une solution unique de classe O du
gystéme ' :

Ulz,y) = L[U],

ot I'opérateur L[U] est défini par la formule (cf. [2], (3), . 68 et [3],
(2.2), §2)

L[0) = U+ [G[s, Ufs, p(s)), Uy (s, y(s))]ds+
<L

v
+ [H[t, U(2(1), 1), U(A@0), §)] at+

Yo
xz J/‘(,

+ [ Pl 6, Uls, 0), Uals, 1), Uy (s, 1)1t} ds -+
Ty ¥(8)

v z
+ [ [Pls,t, Uls, ), Uals, 1), Uy (s, 1)ds) t.

Yo Al
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Pour ébabliv le théoréme 6 il suffit donc de démontrer Vexistence
d’un point fixe unique de la transformation

(6.2) (@, y) = LLU],
congidérée dans lespace B des fonctions U(z,y) de classe ¢ dans le
rectangle D et dont la norme est définie par (3.11). Supposons & cet effet
que ‘Uz, y)eE", *U(w, y)eE". Soit
Ww,y) = LI'0), ‘TUle,y) =LV
Ou démontre, de méme que dans le cas du théoréme 1, que
20 (@, )0 (z, )
< [(Ey+Eo) A+ +RL(R42)] T (@, 9)—"U @, y)lI-

La relation L[E*]C B* étant évidente, existence d’un point fixe
de la transformation (6.2) résulte des inégalités (6.1) et (6.3) en vertu
du théoréme de Banach. I.e théoréme 6 se trouve ainsi démontré,

(6.3)
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On the estimation of Cesaro means of orthonormal series

by J. MEDER (Szczecin)

) 1. A sequence of real functions ¢q(®), ¢+(2), ps(x), ... defined in the
interval {0,1) and such that the ¢%(z) are integrable in (0,1) is called
an orthonormal system if

for_ 1 £k,

4 ==

@ [ meinio)ie ={]

b for

Instead of an orthomormal system we shall write an ON-system. If the sys-
tem of functions is ON, then the series

Zm’ Un ()
n=0

with real coefficients a,, @, @5, ... Will be called an orthonormal series.
‘We shall consider only orthonormal series satisfying the condition

o
E a, < oo.
N=0

‘We do not repeat this assumption in the theorems presented here.

In this paper we shall be concerned with the estimation of Cesaro
means of orthonormal series

{2)

3)

n
kZ; AL 1)

o) of(e) = 20—,

e L) )

A; =1, ,
n
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