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Sur les méthodes continues de limitation du type de Borel

par L. WEODARSKL (L.6d7%)

. Introduction (). Nous pouvons considérer la limite de la suite
&£ =1limg, comme une fonctionnelle & = L(x) définie pour les suites

N—>00
convergentes & = {&,}.
Introduisons les notations suivantes:

& = {En} = {507 15 &ay }y Az = {Z‘Sn}y Yy = {"77»}1
ﬁ?-Hl == {En‘l'nﬂ}: Yy = {En"]n}y w/y = {En/’?n})
T, — suite qu’on obtient de la suite # par un changement arbitraire
du n e terme; Z, = {4y 515 -+s Enetsr Eny Enry <o)y
x’, — suite quon obtient de la suite # en y ajoutant un premier
terme; ol = {&_1, £o, &1y £ay--e)s
@, — suite qu’on obtient de la suite # en en retranchant le premier
terme; @y = (&, &y, &3y ...} ’
La fonctionnelle en question a les propriétés suivantes:
1? L{z+y) = L(x)+L(y),
2° L(Az) = AL(2),
3° L(%,) = L),

c’est-d-dire elle est additive,

c’est-d-dire elle est homogéne,
c’est-d-dire elle ne dépend pas du chan-
gement d’un des termes,

eest-a-dire elle est translative & droite,
c’est-a-dire elle est translative & gauche,
6° L{zy) = L(x)L(y), clest-i-dire elle est multiplicative,
L(z[y) = L(z)/L{y), pour L(y) 5 0.

Les propriétés 1°-7° g’entendent de la maniére suivante: Si le membre

droit d’une des égalités existe, alors le membre ganche de 1'égalité corre-
spondante existe aussi et il est égal au membre droit.

4° L(aZ,) = L(w),
5° L(w]) = L(x),

=3
°

() Les résultats de ce travail ont été exposés par Pauteur & la séance du 30. IV.
1955 de la Société Mathématique Polonaise, Section de Lublin. ‘
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La méthode de limitation définit la fonctionnelle L(x) dans un cer-
tain ensemble X (appellé domaine de cette méthode). La méthode de li-
mitation est une généralisation de la limite ordinaire, si elle est permanente,
clest-a-dire si 1a fonctionnelle correspondante L(x) pour les suites conver-
gentes est définie et égale & la limite ordinaire:

P) L(z) = limé,

N —>00

pour les suites convergentes @ == {£,}.

La méthode de limitation est d’autant meilleure que la classe des
guites pour lesquelles elle est définie est plus vaste et que le nombre de
propriétés données, auxquelles elle satisfait, est plus grand.

On voit que les propriétés 4° et B° entrainent la propriété 3° et que
la permanence et la propriété 6° (resp. 7°) entrainent la propriété 2°.

Les méthodes les plus générales de limitation des suites sont celles
de Toeplitz. Une telle méthode, donnée sous forme d'une matrice infinie
(@), Aéfinit la fonctionnelle L(x) par la formule

( ) = lim } amn%n

00 g e 0

Chacune des méthodes de Toeplitz a les propriétés 1° et 2°. On connait
les simples conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une méthode de
Toeplitz soit permanente (voir par exemple [9], page 117). Chaque
méthode permanente de Toeplitz a la propriété 3°.

Parmi les méthodes de Toeplitz, celle qu’on emploie le plus souvent
est la méthode des premidres moyennes, définie par la formule

L(2) = lim Eot &1t t_fj_t
N0 72+1

Cette méthode est permanente et elle a les propriétés 1°-5°.

8. Mazur et W. Ozlicz [5] (p. 158, théoréme 4.4) ont démontré qu’une
méthode de Toeplitz permanente douée de la propriété 6° (respective-
ment la propriété 7°) définit la fonctionnelle L(x) comme la limite d'une
suite partielle L(x) = lim &m,,y OU {m,) est une suite croissante de nombres

%00

naturels (elle est donc ce qu’on appelle une méthode extraite d'une mé-
thode identique); il s’ensuit qu’aucune méthode de Toeplitz permanente,
ayant les propriétés 6° (respectivement 7°) et limitant au moing une suitie
divergente ne peut avoir ni la propriété 4° ni la propriété B°.

Nous considérons la propriété 4° (respectivement 5°) comme trés
importante, étant donné que toutes les méthodes de limitation (pas
nécessairement la méthode de Toeplitz) permanentes et ayant les proprié-
tés 1°, 2° et 4° (respectivement 5°) sont compatibles dans une certaine
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classe de suites divergentes, par exemple dans le cas ol elles limitent la
suite (0,1, 0,1, 0, 1, ...) c’est toujours avec la limite } et si pour un ¢ =1
quelconque elles limitent la suite géométrique (a™") avee une limite finie,
celle-ci est toujours nulle.

Les méthodes de limitation des suites généralement employées
sont des méthodes continues [10]. Une telle méthode, donnée par une
suite de fonetions {a,(1)} (0 <t < T), définit 1a fonctionnelle L (z) par la
formule . :

I(z) = Jim S‘an(t)ﬁ,,,

T~ ﬂ=0

Le théoréme et le corollaire de Mazur pour les méthodes de Toephtz,
cité précédemment, s’étendent aux méthodes continues.

Parmi les méthodes classiques les plus connues, la méthode d’Abel-
-Poisson qui définit la fonctionnelle 4 (z) par la formule :

1 A = lim (1 —1) t"E

) (@) = lm ( 2 n

posséde les propriétés 1°-5° et la méthode de Borel, qui définit la fonetion-
nelle B(z) par la formule

N tﬂ
@) B(x) = lime *'Zm-en

a les propriétés 1°-4°.

Evidemment les deux méthodes sont permanentes.

Dans ce travail nous allons examiner les méthodes B, (k.= 0, +1,
+2,...) qui définissent la fonctionnelle By(x) par la formule

iz
ok —i
@ Bilw) =2 fllrie V F(n2"+1)

—&n.

Pour & = 0 nous obtenons la méthode classique de Borel. Dans le § 1,
nous allons démontrer que les méthodes B;, sont continues, permanentes
et possdédent les propriétés 1°-4°.

Dans le § 2 nous allons prouver que les méthodes By, sont compatibles.
Nous démontrerons en outre que, si une swite est limitable par la méthode By
et si sa transformée existe (C'est-d-dire, si la série correspondante de la for-
male (3) est convergente) — relativement & la méthode By, o p <k, alots
cette suite est limitable par la méthode B, avec la méme limite que par la
‘méthode By ;


GUEST


140 L. Wlodarski

Pour démontrer ce théoréme nous nous appuierons sur le lemme
principal suivant:

Si la fonction f(u) est définie et continue pour u > 0 et imf(u) =g,

Ui OO
alors on « aussi UmF (1) = g ow F(t) est définie par la formule
t—so00
i find 2
¢ : )
(4) F(t) = — — ’ exp(f‘ - »‘,—u)f(u)du.
2Vat 4

Dans ce paragraphe nous allons aussi démontrer qu’en vertu des
propriétés de la transformation de Laplace les méthodes B, sont compa-
tibles avec la méthode d’Abel et, de plus, que chaque suife qui est limi-
table par I'une des méthodes B, et pour laquelle la transformée relati-
vement 4 la méthode d’Abel existe, est aussi limitable par la méthode
d’Abel avec la méme limite.

Dans le § 3, nous allons nous occuper du domaine de la méthode By,
c’est-a-dire de l’ensemble des suites limitables par cette méthode.

On verra que pour deux méthodes B, et B, (¢ # p), il existe une suite
limitable par 1’une d’elles et non limitable par U'autre. De plus, pour chaque
méthode Bj il existe une suite qui est limitable par cette méthode et
n’est limitable par aucune méthode d’indice plus grand, et une suite

limitable par cette méthode et non limitable par auncune méthode dont .

Pindice est plus petit.

Nous allons aussi démontrer que, pour a arbitraire complexe, qui
n’est cependant pas un nombre réel > 1, la suite géométrique {a"}, est
limitable par Pune des méthodes B, (d’indice négatif) avec la limite zéro.

On sait que par exemple la méthode d’Abel limite la suite géomé-
trique {a”} seulement dans le cas olt mod(a) < 1, et la méthode de Borel
dans le cas ol R(a) << 1. ‘

En vertu du théoréme sur la concordance des méthodes By, nous
pouvons considérer ces méthodes comme une seule méthode étant une
généralisation naturelle de la méthode classique de Borel.

Nous dirons qu'une suite est limitable par la méthode généralisée
de Borel si elle est limitable par 1'une des méthodes Bj.

De tout ce qui a été dit préecédemment il résulte que la série géoms-

trique nzoz“ est sommable par la méthode généralisée de Borel avee la

somme 1/(1—z) pour tout z complexe & ’exception des nombres réels > 1.

Les méthodes B d’indices négatifs se prétent bien & la limitation
de la série géométrique. Par contre les méthodes B, d’indices positifs sont
particuliérement utiles pour la limitation des suites rapidement divergen-
tes. Par exemple la suite {(—1)*(2n)! /n!} est limitable par la méthode B,
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(avec la limite zéro) et elle n'est limitable par aucune des méthodes By
dont lindice % est inférieur & 1.

On connait les théordmes- suivant lesquels chaque suite limitable
par la méthode d’Eunler Iest aussi par la méthode B, avec le méme nombre
comme limite et chaque suite limitable par les méthodes de Hélder ou
de Cesaro ’est aussi par la méthode d’Abel avec le méme nombre comme
limite.

De ces théorémes et de tout ce qui a été dit précédemment il résulte
que toutes les méthodes B sont compatibles avec les méthodes d’Euler,
de Cesaro et de Holder. .

K. Knopp s'est aussi oceupé des méthodes B;, d’indices non négatifs
(voir par exemple [4], p.450, Erweitertes Borelsches Verfahren), mais
il ne signale rien sur leur concordance; G. Doetsch [2] a démontré la
concordance de la méthode classique B, avec la méthode d’Abel.

O. Sannia [8] et G. Doetsch [1] ont encore introduit d’autres géné-
ralisations de la méthode de Borel. :

0. Sannia appelle la suite @ = {&, &, &, ...} Imitable par la mé-
thode By, si la suite @ = {&%, Exy1y Exyey ---] €st limitable par la mé-
thode de Borel.

11 est facile de voir que ces méthodes sont concordantes et que leurs
domaines forment une suite ascendante (pour % croissant). Si on consi-
dére la suite de ces méthodes comme une seule méthode (dans le sens donné
précédemment), alors cette méthode, étant une généralisation de la mé-
thode classique de Borel, est par cela méme translative 4 droite et & gauche.

G. Doetsch a donné une méthode composée de la méthode de Borel
avee celle des moyennes définies pour les fonctions. Nous disons que la
fonetion f(f) est limitable par la méthode des premitres moyennes avec
le nombre m, comme limite, si

H
1° il existe une intégrale [f(u)dw pour chaque t > 0,
1]

t
1
2° lim v ;,{ flu)du = m.

forco
G. Doetsch appelle la suite », = |&,} limitable par la méthode de By
avee la limite m si la transformée de Borel

oo

tn
B, %) = a—'ngn

n=0

esb limitable par la %™ itération de la méthode de la premiére moyenne
avec le nombre m comme limite.
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Les méthodes B, au sens de Doetsch sont concordantes et leurs do-
maines forment une suite ascendante (pour % croissant). D’autre part
elles sont aussi translatives & droite.

8i Pon considére la suite de ces méthodes comme une seule méthode,
celle-ci est aussi translative & gauche et, de plus, la série-produit de
Cauchy des deux séries sommables par cette méthode est aussi sommable
par cette méthode. .

Il est cependant facile de remarquer que les méthodes de Sannia,
aussi bien que celles de Doetsch, n’apportent & 1’étude de 1la sommabilité

oo
de la série géométrique Zoz'“ rien de nouveau & part ce que nous pouvons
" N=
.obtenir par la méthode classique de Borel.

Je tiens & remercier ici le prof. J. Mikusiiski pour ses remarques et
ses observations qui m’ont été trés précieuses.

§ 1. Soit donnée une méthode de limitation fonctionnelle A définie
par une suite de fonctions réelles a,(t) (» =0,1,2,...) de la variable
réelle ¢ prenant des valeurs dans 'intervalle 0 <t < T (T < oo).

DerivirroNn 1. Nous appelons la suite des nombres complexes
r = {E,b} limitable par la méthode A avec la limite & (finie ou infinie) si

1° la série
(5) a,(t) &,

est convergente pour 0 < ¢ < T,

o

2 li -
Jim ; Gnl) & = & .

Nous appelons la série 3 f,, sommable par la méthode A avee la somme B,
n=0

si Ia suite de ses sommes partielles est limitable par la méthode A avec
la limite g.

DEFINITI'O?I 2. Bi la condition 1° est satisfaite (mais pas nécessaire-
ment la,.condltlon 2°), nous appelons la somme de la série (3) transformée
de la suite » par rapport & la méthode A et nous la, désignons par 4 (¢, z).

DEFINITION 8. Le domaine A* de la inéthode A est l'ensemble de
toutes les suites limitables par la méthode A.

DirrNiTIoN 4. Nous appelons la méthode A continue (voir [10]) si

(@) les fonctions a,(f) sont continues,

(b) il‘existe une guite {tm} (0 <ty < T) tendant vers T telle que pour
chaque suite {é,,,} la convergence de la série (5) pour § = tm €6 pOUT b =1y,
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entraine la convergence uniforme de la série (5) dans lintervalle ¢, <1 <
< byt . ) :
DEFINITION 5. Nous dirons que la méthode A est permanente si elle
limite chaque suite convergente en lui assignent comme limite sa limite
ordinaire. )

Pour qu’une méthode continue soit permanente (voir [10], p. 169,
corollaire) nous avons les conditions nécessaires et suffisantes suivantes:

I° lime,(t) =0 pour =n=0,1,2,...,
7

I° lim Ya,(t) =1, !
tsT— n=0

TII° il existe un nombre fini K (indépendant de ¢) tel gue 'inégalité
S'laq(t)] < K soit satisfaite pour 0 <t < I.
n=0

TeEOREME 1. La méthode By, définie par la suite des fonctions

n2k

k ' __ok,—1
(6) bnk(t) = 2" T(722k+1) ’

n=0,1,2,..., t=>0, T=o00,

est une méthode conlinue et permanente pour k = 0, 41, £2, ...

‘Démonstration. La condition (a) de continuité de la méthode
(définition 4) est évidemment satisfaite: la condition (b) Lest aussi, eb
T’'on peut prendre comme suite {tm} une suite arbitraire quelconque de
nombres positifs tendant vers co. Cela résulte des propriétés élémentaires
des séries de puissances, car la transformée (5) (définition 2) par rapport
4 la méthode B; a la forme

hid 2k
— k=t g P
(7) By(t, ) = 2% 2 F(n2k+1) &

Nous allong maintenant démontrer la permanence de la méthode By.
La condition I° de permanence est évidemment satisfaite. Nous allons
done démontrer que la condition II° de permanence l’est aussi, c’est-
-a-dire que
00
(8) Iim 2‘ Bailt) = 1.
‘ T
Au cours de notre démonstration nous allons distingner différents

cas. Supposons d’abord que
A. % < 0. Soit g = —k > 0. On remarque que si la fonction i ()
satisfait & Déquation différentielle

(9) , fit)—7 () = g(),
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alors elle a la forme
12

(10) 70) = ¢[f(0)+ [ e g (u)du].
0

Profitant de la connue
(11) I'(a+1) = al'{(a)
nous voyons que la fonction

wj ot
(12) f = % P
satisfait & 1'équation (9), olt

22-1 -
{13) g(t) = Z. Ty

d’or 1l résulte que la fonction (12) est de la forme (10). En tenant, en
outre, compte du fait que pour la fonction (12) on a f(0) = 1, nous avons

- q 2¢—1
—% m 1y
aw
(14) 4 I'(n2” q+1) [ +Z T 12 ) f ]
en comparant les formules (6) et (14) nous obtenons dans le cas A
0 o—k_y 1 i -
- 9k T | emugizk-14,
(15) me(t) 2 [1-|-§J1 i f p——y u]
n=0 i=1 0
ce que montre que la formule (8) est bien vérifiee.
Dans le cas

B. k = 0 la formule (8) est évidemment satisfaite, car alors
o0 -
D) balt) = 1.
n=0
Examinons maintenant le cas

C. k& >, 0. Considérons la fonction
o

By = M

(16) O =2 Gmy

ol p est un nombre naturel arbitraire. La fonction (16) satisfait & 1'équa-
tion différentielle

an .o hOE)—h(t) = 0,
ol h(0) =1, K(0) =h"(0) =... =h®-N(0) = 0.
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Prenons maintenant

(18) @ = ¥ ({ — unité imaginaire)
dans ce cas, les nombres 1, a, ..., a” ! seront les racines de ’équation
(19) -1 = 0;

de méme lex nombres a,d’,...,a""! seront les racines de l’équation

(20) Pl 41 = 0.

En vertu des propriétés connues des équations différentielles, la
fonction h(t) satisfaisant & Péquation (17) a la forme

-1
(21) hit) = 3 A

or, étant donné les valeurs initiales de la fonetion %(¢) le systéme suivant
d’équations est satisfait:
v Ao+ A +dot .44, =1,
dpt+Adja+d,a®+ . +4, 6" =0,

Ag+A a4 A, D4 f A, a@IC-Y g

En additionnant membre & membre, on obtient pd, = 1. Le reste
des termes disparait, a,a’,...a””! étant les racines de I’équation (20).
Nous avons donc 4, = 1/p. En considérant 1a valeur obtenue 4, et en
tenant compte de (16) et de (21) nous aurons
P—1

[ 1
(22) =i N e
< (pn)l p
ol @ = ¢®* (voir (18)). Bn appliquant la formule (22) pour p = 2* on a
0 ok_1
(23) Zo‘bnk(t) =1+ 2’“21‘ A, el
N= =

d’ou il résulte aussitot que la formule (8) est satisfaite, car la partie réelle
des expressions a'—1 pour 1 < 7 < 2% est toujours négative.

Pour terminer la démonstration du théoréme 1, il reste encore & mon-
trer que les fonctions (6) satisfont & la condition ITI° de permanence des

méthodes continues de limitation. Toutefois, puisque b,(t) sont des fone-
o0
tions positives pour tous les indices et que la somme >, b,(t) est une fone-
n=0

tion continue, la condition ITI° de permanence résulte dans ce cas de la
condition IT°. La démonstration du théoréme 1 est ainsi terminée.

Annales Polonici Mathematici IV. 10
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Dans la suite de nos raisonnements il nous faudra introduire la notion
de produit de composition de fonctions et quelques-unes de ses propriétés.

DEFINITION 6. Nous appelons produit de composition f(t)xg(t) des
fonetions f(f) et g(¢) la fonction

i
[1@)g(t—7)ds.
0

Remarque 1. Le produit de composition est commutatif, c’est-a-dire
F(t)g(8) = g(d) =/ (t).

Nous démontrons cette propriété par 1’échange des variables dans
Pintégrale correspondante.
Remarque 2. Le produit de composition est additif par rapport
4 chaque facteur, c'est-&-dire
[F2(t) + 7o) T#g (2) = [f1(8) g ()14 [f2(2) # g (1)]

La preuve est évidente.

Remarque 3. Le produit de composition est homogdéne par rapport
4 chaque facteur, c’est-a-dire

[af(t)1xg (@) = alf(t)*g(1)]
La preuve est évidente.

Lemur 1. Soit f(t) une fonction complexe de la variable réelle définie
et continue pour 1= 0. 8¢ Von a

lim (&) =m  (fini ou infini),
t~>00
alors pour la fonction‘

g(t) = f(t)xe™"

on aure ausst im g(t) = m.
t>x

@

-]T(;_Tl) (a > —1)

Démonstration. En vertu des remarques 2 et 3, il suffira de dé-
montrer le lemme seulement dans le cas ol f({) est une fonction réelle.
Dans la démonstration, nous allons distinguer quelques cas particuliers.

A. f(t) = m. Nous avons alors

i
m
t) = o | e udu
90 = Of ,
d’olt en vertu de la définition de la fonetion I'(s) nous aurons lim g(t) = m,
ainsi la thése est démontrée. toroo
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B. lim f() = 0. Soit donné un nombre arbitraire &> 0. Il existe
i—oo

alors en vertu de l’hypothése un 7' tel que

(24) ft) <e pour t>7T.
Supposons maintenant que ¢ > T et représentons la fonction g(7)

sous la forme

(25 g = f flt—u)e " u® du-l— ff(t—'u)e‘“u du.

(a+1) +1)
La fonetion f(t) étant continue, elle est bornée dans l'intervalle
<0, T par un certain nombre M. Notons, de plus, que 51 0 < < 1—1T,
alors T <<t—u <1, et si i—T < u <1, alors 0 <t—u < 7. En tenant
compte de ce fait et de P'inégalité (24), nous obtenons 'évaluation suivante-
de la fonction (25):
i-T 4

& —U @ M —u, a
f’(a+1)ofe Y D) ,,_Le widn.

De 14 on obtient ensuite

(26) lg@) <

(27) lg@ < e+

M-
———¢ ' max (1, ¢
I'(a+1) &0,
ce qui donne limg(?) = 0, c’est-i-dire la thése dans le cas examiné.
t—>o00 °
C. lhm f(t) =m (nombre fini). Prenons f,(t) = f({)—m. Dans ce

C¢as nous aurons

(28) ft)y = m—+f,(t) ou ‘h'm fi(t) = 0.
En vertu de (28) et de la remarque 2, nous obtiendrons
tm
29 = .
(29) 9t) =mee' s +1) Hhityre me

En appliquant au premier produit de composition du membre droit
de Pégalité (29) le lemme 1, cas A, et au second produit de composition
le lemme 1, eas B, nous obtenons la proposition dans le cas C.

D. lim f(t) = oo. Soit ¥ un nombre arbitraire. En vertu de ’hypo-
1—>co
theése il existe un 7' tel que

(30)
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Supposons maintenant que ¢ > T et éerivons la fonction g(f) sous la
forme (25). En appliquant un raisonnement pareil & celui qui nous a con-
duit & Iinégalité (26), nous obtenons I’évaluation suivante:

- 12

9N M
25 J e ut dy— -

& e
992 Farn) Pty ] o

0 t-aI

(1)

olt M désigne le maximum de la fonction f(#) dans intervalle <0, 7).
L'inégalité (31) nous donne

-7 ;
I

o el max(1, 19).
I'a+1)

Tla+1 §
L’évaluation (32) entraine g(¢) = N pour f grand, ce qui établit la
thése dans le cas examiné. De cette fagon le lemme 1 se trouve entié-
rement démontré.
Remarque 4. Pour a,b > —1 on aura la formule suivante:
tu tb t“er'H
33 e(&l eat i — el:t .
(33) a1y ™" I (et b+2)
Nous obtiendrons cette formule en profitant de la définition du pro-
duit de composition et ensuite de la relation bien connue entre les fonctions
p et I A’Euler

Blp, gl =I'®I' () (p+q)

(voir par exemple [7], p. 398). La formule (33) est aussi connue dans le
caleul des opérateurs (voir par exemple [6], p.105, formules (55.3) et
(55.4)).

Remarque 5. Chaque méthode continue (et méme fonetionnelle)
a les propriétés 1° et 2° données dans lintroduction.

Ceci résulte directement de la définition 1.

Remarque 6. Chaque méthode continue et permanente a la pro-
priété 3° donnée dans Pintroduction. Ceci résulte de la condition de per-
manence I° (voir page 143).

DErFINITION 7. Nous dirons que la méthode continue A est translative
& droite si la limitabilité d'une suite arbitraire & = {&, &, &, ...} par la
méthode A avec le nombre £ (fini ou infini) comme limite entraine la limi-
tabilité de la suite o7, = {&_y, &, &, &,...] par la méthode A avec
la méme limite ¢&.

THEOREME 2. Les méthodes B,, définies par les formules (6) sont trans-
latives & droite.
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Démonstration. Nous avons & démontrer que

(34) By(al;) = By(m),
c'est-a-dire que
(35) lim By(t, w”,) = lim By(t, x)

t—>o0 {00

(voir définition 2) ou, plus exactement, que lexistence de la limite du
membre droit (35) entraine celle de la limite du membre gauche et aussi
Pégalité de ces limites.

Remarquons qu’on &
tnzl"

Bylt, @) = 2Fe! Mo

3 B — e B e

la série figurant au membre droit est uniformément convergente dans
chaque intervalle fini <0, 7T". En posant

ok 1

g(t) = Byt ) et

(37) ea

nous obtenons, en vertu des remarques 2 et 3 et de la convergence uniforme
de la série (36) 1’égalité

' tn-Zk t:'.k—d
=925 Vg lgt _xgt .
U Z ‘“[” T2 1) " 7w |

et tenant compte de la formule (33) nous avons
o0
g =2 Y et

n=0

{n2ki2k
T(n2% 4 2% 4 1) i

d’ou

d tnzk

p=otet N
R P T

n=0

cest-a-dire g(t) = Byt, #°,)—2%&_,e”’. BEn vertu de (37) nous avons
done
ST

TR~ By(t, a,)—25¢ e

| s
-

(38) Bu(t, x)xe

En vertu de l'hypothése on a lim By(f, ) = m donc en vertu du

—> 00
lemme 1, le membre gauche de (38) a aussi la limite m, lorsque ¢ — oo;
alors que la seconde expression du membre droit (38) tend évidemment
vers zéro, lorsque ¢ - co; on aura donce im By(¢, x7;) = m ce qui démontre
le théordme. fvoo
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Remarque 7. Les méthodes B, ont les propriétés 1°-4° données
dans Pintroduction.

Ceci résulte des remarques 5 et 6 ainsi que des théorémes I et II.

DeFiNITIoN 8. Nous dirons que la méthode continue A est iransla-
tive & gauche, si la limitabilité d'une suite arbitraire # = [&0, &1y &y ..
par la méthode A avec le nombre & (fini ou infini), comme limite enfraine
la limitabilité de la suite @; = (&, &, &, ...} Dar la méthode A avec la
méme limite &

Remarque 8. Les méthodes By, ne sont pas translatives & gauche.

G. Hardy ([3], p.183) a donné lexemple d’une suite {&,} qui est
limitable par la méthode B, et qui cesse cependant de 1'étre si I'on retranche
son premier terme. Cette suite est déterminée par la formule

£ = v v P(2p+2)* )
—-JA’-J (2P+1)

§ 2. Dans ce paragraphe nous allons introduire des théorémes sur
la concordance de ces méthodes entre elles et avec la méthode d’Abel.
Afin de démontrer ces théordmes, nous allons étudier la transformation
(39) P = W{f}
définie par la formule (4). Cette transformation est additive et homogeéne,
c'est-d-dire on a
(40) Wlafs+fa) = aW{fi}+BWifs},

oil f,(u), f(w) sont des fonctions pour lesquelles les intégrales (4) exi-
stent, o et § étant des nombres. Il sera commode d’introduire ici de nou-
velles notations

(41) -

la transformation (4) peut alors s’écrire sous:la forme

G(t, u) = exp(—u?/dttu);

Gtu

(42) F{) =

}/_

LevuE 2. Soit f(u) une fonction complewe de la 'uarmbls réelle, définie
et continue pour w = 0. Si

(43) lim f(u) = m

U —00

(fini ou infing)
alors pour la fonction F (1) définie par la formule (42), cest-a-dire pour
layuelle F = W{f} on a aussi

(44) limF(t) = m.
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Démonstration. En vertu de'(40), il suffit de démontrer le thé-
oréme dans le cas oit la fonction est réelle. Au cours de la démonstration,
nous allons distinguer successivement plusieurs cas. -

A. f(u) = m. Nous avons alors
Fm_— ufatmm

et, en faisant la substitution v = 21/[(1;—1—1/:*,), nous aurons
m o
Fm=frﬁﬁw
Va o
~vVi
d’oi, en vertu de la formule de Poisson, nous obtenons (44).
B. lim f(u) = 0. En vertu des hypothéses données il s’ensuit que

2—>co

la fonction f(u) est bornée, c’est-a-dire que

(45) [f(w)] <M < oo pour tout u,

et en vertu de I’hypothése B pour chaque ¢ > 0 il existe un U tel que

(46) if(u)} <e/8 pour u=T.

Nous allons maintenant considérer la fonction transformée (42).
Pour 1'évaluer nons décomposons l'intégrale figurant au membre droit
de (42) en une somme d’intégrales prises de zéro & U, et de U 4 Dinfini.

En vertu de (45) et (46) et en vertu de Pinégalité évidente

(47) 0<Gt,u)<e* pour t>0
nous obtenons I’évaluation suivante:
1 14
IF()] < Mfe“du—[—A fG ¢, w)dn
Wt Vat
dolr
1 &

(48) [P ()| < —=r MeV + —H(1)

2V ni 3
ol
(49) > f (t, w)du.

" 0
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Vu le théoréme démontré dans le cas A, nous avons

(h0) lim H(f) =1,
l->co
car on obtient H(¢) en mettant f(u) =1 dans la formule (42).
En vertu de (48) et (50) on aura | F(t)| < & pour ¢ suffisamment grand,
done lim#(¢) = 0 ce qui démontre notre théoréme dans le cay examiné.
t—co .

C. lim f(u) = m (m — fini). Afin de démontrer le théoréme dans ce
U= 00
cas, écrivons la fonetion f(w) sous la forme
(51) o Flu) == m+g(u);

il est alors évident qu’on aura

(52) lim g(u) = 0.

En tenant compte de (51) et (40) et en appliquant la thése du théo-
réme & la fonction identiquement égale & m (cas A) et & la fonetion g(t)
(cas B), nous obtenons (44).

D. lim f(u co. Soit ¥ un nombre arbitraire > 0. Il s’ensuit, en
U—>00
vertu de l’hypothése, qu’il existe un nombre U tel que
(53) fw) 22N vpour w>=U.

En décomposant lintégrale (42), de méme que dans le cas B, nous
obtenons 1’évaluation

oN ot X et Y
P >£Tf:fa(t,u du— J G (¢, u)f(w) du.

2Vt o 2V nt
Dang la premiére intégrale nous faisons la substitution w = 2Vi(v-+Vt).
Nous évaluons la seconde intégrale en tenant compte de (47) et du fait
que la fonction f(w), étant continue, est bornée dans lintervalle 0, 0)
par un certain nombre M. Nous avons alors

2 —t

ot
il Em—y |
2Vt

Bl >22

» Upyi-vi

’

ol F'(1) >

position dans le cas examind.
La démonstration du lemme 2 est ainsi terminde.

N pour ¢ grand, done hmF(t) = oo ¢e qui démontre la pro-
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Nous avons constaté précédemment que pour Popération (39) on
a la formule (40). Dans la suite nous aurons cependant besoin d’une autre
formule, & savoir

0

(54) W{S‘fn} = D Wi}

N=0 n=0
dans un certain cas particulier. Le lemme que nous donnons ci-dessous
rendra possible I'application de la formule (54).
LeMme 3. S pour n=0,1,2,...
1° les fonctions f,(w) sont définies et continues powr w = 0,

o0
2° les intégrales f [fn(u)| du sont comvergentes,

3° la série 5’ Tal(1t) est uniformément convergente dans chaque intervalle

find, »=0

o0 o0 o0 =
4° la série D) [ |fu(u)]du est convergente, alors Vintégrale [ [ 3 Falu)] du
n=0 0 0 =0

@ éo O}Ofn(u) .

La démonstration de ce lemme résulte facilement de la théorie de
Pintégrale de Lebesgue.

TratorEME 3. 87 la suite v = {En} est limitable (définition 1) par la
méthode By, avec le nombre & (fini ou infini) comme limile, et sa transformée
(définition 2) existe relativement & la méthode By_,, alors la suite m est
limitable, par la méthode By_,, avec le méme nombre & comme limite.

existe et est égale

Démonstration. Nous allons d’a.bord démontrer que pour la fone-
tion (7) on a la formule

(58) W{Bi} = B,

(voir 1a fomule (39)) et ensuite nous ferons usage du lemme 2. Pour dé-
montrer (58) on va d’abord prouver que pour la fonction (6) on a

(59) W{bui) = b 11

eb ensuite nous ferons usage de la formule (54) (en nous appuyant sur le
lemme 3) ainsi que de I’homogénité de l’opémtion W, car nous savons que

Z Bu(t) &n.-

n=0
Pour démontrer la formule (59) substituons dans la formule (4)
au lieu de f() la fonction b,,(u) définie par la formule (6). On aura alors

T —t
E_ine~u2/4ian2kdu_
oI (n2F 1)V at ¢

(80) 4ty 7) =

Wb} =
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Dans notre intégrale substituons » = 2V ; en profitant de la défi-
nition de la fonction I' et en rangeant les termes, on aura

o1 2 (214 )

w bn = 2k-1g~t{™ — —
(s} Val(n2"+1)

En appliquant maintenant la formule de Legendre (voir par exemple [7],
p. 396)

I(s)I'(s+3) = V2% (2s)

done 2%-I'(s)/VnI'(2s) =1/I'(s+%) et en posant s = n2*'+} nous
aurons
tmk—l

W{bwe) = 2"1e~* Tnd Dy

= bn, k*l(t)’
ce qui prouve bien que la formule (59) est vérifide.

Nous allons démontrer ensuite que la formule (58) résulte des formules
(59) et (60}. A cet effet il suffit de remarquer que si dans la formule 4)
nous substituens la fonction (60) B (u, z) au lieu de la fonction f(u), alors

dang 'expression obtenue on aura le droit d’intervertir les signes }Qet f‘
0 n=0
Cela résulte du lemme 3. Les conditions 1° et 2° du lemme 3 sont évi-

demment satisfaites vu la formule (6) définissant les fonctions by(u).
La condition 3° Iest aussi, car la série (36) définissant By(t, ) est uni-
formément convergente dans chaque intervalle fini. Cela résulte directe-
ment des propriétés connues des séries de puissances car en vertu de Ihy-
pothése la série (36) est convergente pour t > 0.

Les fonctions by(f) étant positives, nous voyons en vertu de la formule
(59), que la condition 4° sera aussi satisfaite si la série

Bia(t, @) = D by a(t) £
N=0

est al?solument convergente pour tout ¢ Cela résulte cependant (vu les
propriétés connues des séries de puissances) de hypothése que la trans-
:form.ée de la suite » exsite relativement & la méthode Bj_,. De cette
maniére la formule (58) se trouve entitrement démontrée.

En vertu de I’hypothése la limite
(61) Lm By(t, z) = &
oo
existe. La fom‘:nu.le (58) et (61) entrainent, en vertu du lemme 2, Vexi-
stence de la limite t]ifi By_y(t,x) = &, ce qui démontre notre théoréme.
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Remarque 8. L'existence de la transformée de la suite » relative-
ment & la méthode By, entraine celle de la transformée de la suite « relati-
vement & chaque méthode By d’indice %; plus grand que E.
Pour le prouver, observons que lexistence de la transformé (7)
équivaut au fait que la série de puissances

; T'(n2*41)
N=0

a un rayon de convergence égal & co. Si dans la formule (62) nous faisons
croitre %, les valeurs absolues des coefficients de la série (62) vont dimi-
nuer et par conséquent le rayon de convergence de la série (62) ne dimi-
nuera pas; notre remarque était done bien juste.

TutordME 4. Si lo suite z = {&,} est Limitable par la méthode B,
avec le nombre £ (fini ou infini) comme limite et la transformée de la suite @
existe relativement & la méthode B, ot ¢ < p, alors la suite % est limitable
par la méthode B, avec la limite &. :

Démonstration. En vertu de I'hypothése et de la remarque 8
1a transformée de la suite z existe, en particulier, relativement & la méthode

(62)

B @’indices k = p—1,p—2,...,¢-+1. En appliguant successivement

le théoréme 3 aux méthodes By, pour les indices & donnés plus haut,
nous obtiendrons la thése de notre théoréme.

DEFINITION 9. Nous appelons les méthodes A et B concordantes si
chaque suite 4 = {£,} qui est limitable aussi bien par la méthode A que
par la méthode B est limitable par les deux méthodes avec le méme nombre
comme limite.

Remarque 9. Les méthodes B; sont concordantes pour tous les
indices %.

Ceci résulte directement de la définition 9 et du théoréme 4.

DEriNITION 10. Nous appelons transformée A (t, z) de la suite z = {&,}
relativement & la méthode d’Abel I'expression

o0
Alty2) = (1—1) D 1"&p.
n=0
Nous dirons que la transformée existe si la série donnée ci-dessus est
convergente pour 0 << ¢ < 1.
La suite o est dite limitable par la méthode d’Abel avec le nombre &
comme limite, si sa transformée existe et si '
lim A4 (t, %) = &.

L B
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THEOREME 5. 87 la suite = {fn} est limitable par Vune des méthodes By,
avec le nombre & comme limite et sa transformée existe relativement o la
méthode d'Abel, alors la suite x est limitable par la méthode d’Abel avec
la méme limite &(2).

D¥monstration. Nous ferons. usage ici de la transformation de
Laplace

(63) F(s) = [e*f(u)du,
[
que nous écrirons pour abréger F = L{f}.
Dans la suite nous allons profiter du cas particulier suivant du théo-
réme d’Abel sur la transformation de Laplace (pour la démonstration voir
par exemple [2], p. 188, Satz 1):

(64) 8i la fonction f(u) est une fonction complexe @une variable réelle u
définie et continue powr w =0 et Hm'f(u) = m, et si F(s) est une

U—>00

fonction définie par la formule (63), alors on a

lim sF(s) = m.

§04-

Caleculons maintenant la transformée de Laplace pour la fonction (6)

2k = %
b, = —— ,.fg—(s—)-l)u "2 g
(bt T'(n2%-4-1) J we
d’otr en faisant la substitusion (s+-1)# = v et quelques simples transfor-
mations, nous obtiendrons

L{bnk} = 27‘:/(3_}_1)11,2’0-;.1.

Nous allons trouver maintenant la transformée de Laplace pour
la fonction (36). Appliquant le lemme 3 comme dans le théoréme 3, nous
aurons

2 1
65 LB =— N~
(65) { B} ST 2 1 én

En vertu de I’hypothése nous avons

(66) lim By(u, ) = &

U~>00 3

(*) Un théoréme analogue sur la concordance de la méthode By avee la méthode
d’Abel a ét6 donné par G. Doetsch [2], p. 191. Notre démonstration snit colle de
Doetsch.
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done en appliquant le théoréme (64) nous aurons, en vertu de (65) et (66),

Ps o 1
m D Va W“k" ‘571 -
s—s0+ S-F1 7{—-‘_0 (s-+1)n2

En posant
Ys+1)F =t dott s=(1—p%p*
nous aurons
% e
A=) (1_z)2 g, = €.
31— 1—1 [ .
n=0
La premiére limite du membre gauche est égale 4 1; donc la seconde
limite est égale & & Cela indique précisément que la suite # = {5,,}
est limitable par la méthode d’Abel avec la limite & ce qu’il fallait
démontrer.
Remarque 10. Les méthodes B, sont concordantes avec les métho-
des d’Abel.
Cette remarque est une conséquence du théoréme 5.
Rémarque 11. Si une suite bornée est limitable par 1'une des métho-
des By, elle est de méme limitable par la méthode d’Abel.
Ceci vésulte du théoréme 5 et du fait que la transformée A (¢, x)
(définition 10) de la suite bornée # = {&,} relativement 4 la méthode d’Abel
existe toujours.

§ 3. Dans ce paragraphe nous allons étudier le domaine de la méthode
B; c¢’est-a-dire I’ensemble des suites limitables par cette méthode. En
particulier nous examinerons la limitabilité de la suite géométrique {a"}
par les méthodes de ce type. On verra qu’s cet égard les plus utiles
seron tles méthodes B; d’indices négatifs; par contre les méthodes
d’indices positifs limitent les suites promptement divergentes. Pour
tout couple de méthodes les domaines se croisent, c’est-d-dire il existe
des suites limitables par l'une d’elles et non limitables par Pautre et
inversement.

Nous donnerons & présent deux lemmes dont nous aurons besoin
dans 1’étude de la limitabilité de la suite géométrique.

Lemme 4. 8¢ b est un nombre complexe dont la partie réelle R(b) est
positive, alors on a Végalité ’

) bt

(67) lm (e du = I'(a+1),

t—s00 §

ol t et a sont réels et t> 0, a > —1.
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Démonstration. Soit b = ry(cosp,+singy), bt = r(co8p,- sing,),
0A = OB =r (voir fig.1). On aura évidement [ = [+ f.
0B 04 %
Vu la définition de la fonction I' il suffira, pour démontrer (67), de
prouver que
(68) lim fu"e““du =0.
t—>00 S
AB
Introduisons les coordonnées polaires u = 76. Alors la formule
(68) s’écrira alors sous la forme

axe
imaginaire a8
u=relp
/,/,
of
/’/
o
/I%/‘A r A
0 axe réel
Mg, 1
(69) . lim I(r) =0
P00

ou
v0
I(r) = ir**" [ exp[—re®+ip(a+1)]dp.
[}

Nous avons évidemment
%o
'I("')I < Ta“fﬂ—-rmswd(p — ‘%|ru+le~rc°ﬂ%
0.

@’ol Pon obtient (69) et par suite (68), ce qui démontre notre lemme.

LeuvE 5. 8i b est un nombre compleze tel que R(b) < 1, alors on a la
formule swivante:
bt

(70) lim e~ [~y = 0,
0

o0

ol a 6 t sont réels ef a > —1, t> 0.
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Démonstration. Désignons Pintégrale qui figure dans la formule
(68) par J (1)
bt

J(t) = [uedu.
(]

Faisons-y la substitution « = bo

it

I (t) = b [ o e~ dp.

0

En désignant R(b) = § nous obtenons I’évaluation suivante pour J(f)
[T ()] < [Bl*H e+ max (1, e=¥).
Vu la définition (), nous aurons

bt
le(b“l) f u“e““du] < [blttrt i max (e®- Y, =t
o

d’oli résulte directement la formule (70).

TeorEME 6. La méthode B_, limite la suite géométrique m, = |{a"}
avec la limite zéro pour a complexe, satisfaisant & 'une des inégalités suivantes:

I° R(a)<1, II° R(a*) <1.
(B(a) désigne la partie réelle de a). imaguaire S
Lensemble des a correspond & la j —
—— 7
partie hachurée du plan complexe j’
(fig. 2). —
Pour a =1 la suite {a"} est limi- —
17

limile. Pour a > 1 réel la suite {a™}
est limitable par la méthode B_, avee —————]
00 comme limite.
Démonstration. Notons quela -
transformée (définition 2) B_,(¢, »,) —
de la suite géométrique @, = {a"} par —\
rapport 4 la méthode B_; est de la =
forme suivante: N\

table par la méthode B_, avec 1 comme —f
ﬂ'_‘:___j—?
A SS—

axe réeel

tn/z an

1 &
(71) B_l(t,ma)—ge £ Tmj2+1) Fig. 2

(compa;rer la formule (7)). Désignons la somme de la série figurant au
membre droit de (71) par f(f); cette fonction satisfait & I’égalité différen-
tielle

(72) f)—d'f(t) =
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ol f(0) = 1. On peut done exprimer la fonction 7(¢) par la formule

(73) f(t) = exp(a®t) [1+ exp(— a*u)u “Wdu].

@), f

Dans 'intégrale figurant au membre droit de (73) nous faisons la sub-
stitution a®w = v; en considérant o' comme celle des racines qui est
située dans le demi-plan complexe droit (ouvert), respectivement sur la
partie positive de l'axe imaginaire, nous aurons
( 2)1/2 at

I,

Vu la définition de la fonction f(¢) nous avons done

f{t) = exp(a’t) [1+ e‘”'u—l/zdg],

© 2 g a2t
74 e —_ i — f —1 ,,—1/2
(74) 2, Tan L 1) exp(a’t) [1 + ( ) e "y d’u]
ol & = +1 pour tous les a tels que R(a) > 0, resp. R(a) = 0, I(a)>0
& == —1 pour les & restants.
La fonction (71) peut donc étre
éerite sous la forme Raz=1 tmaginaire

;

(18) BLi(t, 00 = , expl(@—1)i1x

- a2t
&
x 142 [ g
l“LF(%f)of e

ol ¢ est défini comme ci-dessus.
La racine v~** Qoit &tre entendue
dans le sens établi précédemment.
Supposons que I’hypothése II°
soit satisfaite c’est-d-dire que R(a*) <1,
alors en vertn du lemme 5 nous au-
rons imB_,(¢, %,) = 0, ce qui démontre que la suite {a"} est limitable

avec zéro comme limite dans le cas II°. Sur la fig. 3 on a couvert de
hachures la partie du plan complexe pour laquelle R(a?) < 1.
Supposons maintenant qu’on ait
oI $z <arga < Sm, R(a?) > 1.
La transformée (75) peut alors étre mise sous la forme suivante
alt

%)f “”'0“1/2(70
Zexp[(l——a ]

axereéel

Fig. 3

B_i(t, 2) =
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Puisque, dans le cas examiné, nous avons R(a?) > 1, done, en vertu
du lemme 4, la fonetion B_ (2, x,) est indéfinie du type 0/0 lorsque t — co.
En appliquant le théoréme de I’Hospital, nous voyons que dans le cas III°
la suite géométrique est limitable par la méthode B_; avee zéro comme
limite. Sur la fig. 4 on a couvert de hachures la partie du plan complexe
qui correspond & la con-
dition III®. Ra?=1

axe
unagnaire

Ive :n < arg(a) <§n,
R(a®) =1.

Dans ce cas nous pro-
fitons de la formule (75)
oll ¢ = —1. Alorg ’expres-
sion qui est placée devant
les crochets est bornée en
module par le nombre %,
par contre, en vertu du
lemme 4, 1’expression entre
crochets tend vers zéro si
t—oo. Il g’ensuit que dans
ce cas la suite {a"} est en-
core limitable avec zéro Pig. 4
comme limite.

On voit que la limitabilité de la suite {a”}, avec zéro comme limite
dans les cas II°, ITI° et IV®, entraine sa limitabilité dans les cas I° et II°,
ce qui établit la premiére partie de notre thése.

La limitabilité de la suite {a"} avec 1 comme limite pour a =1,
aingi que sa limitabilité avec la limite oo pour a réel > 1 résultent dire-
ctement de la formule (75) (ol ¢ = +1).

Remarque 12. La transformée de la suite géométrique {a"} relati-
vement & la méthode B;

axeréel

ki tmkdln
) = gt [ ———
(76) Byt ) € 50 P(n2k+1)

n=!

-

existe pour chaque a et chaque k.
Ceci résulte des critéres ordinaire de convergence des séries, si 'on

tient compte de la formule de Stirling (voir par example [7], p. 402)
(77) T(s) sV 2me ™2,

Remarque 13. Si la suite géométrique {a"} est limitable par
la méthode B, vers le nombre p (fini ou infini) comme limite,
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alors elle 1’est aussi avec la limite # par chaque méthode B, pour
k< p. i

Ceci résulte du théoréme 4 (p. 155), en tenant compte de la
remarque 12, .

TasorREME 7. La méthode B_, (k > 0) limite la suite géoméiri-
que {a}:

A. avec zéro comme limite pour tout a (compleme) satisfaisant ¢ Pune
des inégalités (78)

(78) Ry <1 powr i=0,1,2,... %,

B. avee la limite 1 pour a = 1,
C. avec la limite co pour a > 1 et réel.

Démonstration. Nous démontrons ce théoréme par réeurrence.
Pour & = 0 la thése résulte de la propriété connue de la méthode classique
de Borel. Pour % =1 elle a été démontrée dans le théoréme 6.

Supposons maintenant que la thése soit vraie pour la méthode B_,
et que nous voulions la démontrer pour la méthode B_;_,. D’aprés I'hy-
pothése de réeurrence et en vertu de la remarque 13 il suffira ici de dé-
montrer la limitabilité de la suite géom‘trique {a,"} avec zéro comme
limjte par la méthode B_,_, si R(a?**') < 1. Mais ceci résulte du
lemme B, si nous procédons de mdme que dans la démonstration du
théoréme 6.

Remarque 14. Pour ¢ arbitraire complexe la suite géométrique {a"}
est limitable par I'une des méthodes B_, (k > 0) avec un nombre fini
ou infini comme limite. Si a = 1, alors la suite est limitable avec la limite 1
si a est réel > 1 elle est limitable avec co corme limite et pour les a re-
stants elle est limitable avee la limite zéro.

Cetite remarque résulte du théoréme 7 si I'on tient compte du fait
que chaque nombre complexe a, & lexception des nombres réels > 1,
satisfait & I'une des inégalités (78) pour % suffisamment grand.

Remarque 15. 8i la transformée de Ia suite # par rapport 4 la
méthode B, n'existe pas (c’est-d-dire si dans la formule (7) la série n’est
Pas convergente pour tout ?) la transformée de la suite z n’existe pas non
plus par rapport &4 aucune méthode B;, dont Vindice %, < .

Cette remarque résulte de la remarque 8 par un raisonnement indi-
rect.

THEORBME 8. La suite x, = {(%—1—@')”} est limitable par la méthode B,
et elle n’est limitable par aucune méthode By dindice & positif. La suite
@y = {(—1)"n! [T (3n4-1)} est limitable par la méthode B, et elle n'est limi-
table par aucune méthode B, dindice % négatif.

Méthodes continues de limitation 163

Démonstration. La suite z, est limitable par la méthode By, car
R(‘Z-+’é) << 1. Nous allons caleuler maintenant la transformée de cette
suite relativement & la méthode B,.

onf3 A1 1-+172)8 —(1+/2)t
NG O s e
L4 (em)t T 2

d’ott Pon voit que limB,(¢, #,) n’existe pas, c’est-a-dire que la suite @,
I—o00

n’est pas limitable par la méthode B;. D’aprés la remarque 13 il en ré-
sulte donc qu’elle n'est limitable par aucune méthode d’indice plus grand,
ce qui démontre premiére partie de notre théoréme.

Nous allons démontrer ensuite que la suite 2, est limitable par la mé-
thode B,. Calculons sa transformée

R % (—1)""
By(t, m) = e ,‘f’& In+1)

En vertu de la formule (74) nous obtenonsg

1— fe‘%‘]/z dv /T (})

0
exp (t—1*)

Bo(ty Zy) =

Appliquant la formule de I'Hospital nous aurons lim B¢, z,) = 0
t—o00

ce qui démontre que la suite , est limitable par la méthode B, avec
zéro comme limite. La transformée de la suite w, relativement & la mé-
thode B_, est
o0
L (1) e
B_i(t, @) = }e ,,,Z r(En+1)p

La formule (77) de Stirling montre que le terme général de la série
figurant au nombre droit ne tend pas vers zéro pour t>1, donc la
transformée de la suite @, relativement 4 la méthode B_, n’existe pas; de
méme, en vertu de la remarque 15, la transformée de la suite %, n’existe
Pas non plus par rapport & aucune des méthodes B; d’indice négatif, ce
qui démontre la seconde partie de notre thése.

THEOREME 9. Pour chaque méthode By, il existe une suile qui est Timi-
table par ceite méthode et n'est limitable par aucune des méthodes B, d’indice
plus grand (p > k), et il existe une suite qui est limitable par la méthode By,
et west limitable par aucune des méthodes B, d’indice plus petit (g << k).

Démonstration. Supposons pour le moment que % < 0. Posons

o - .
a = 2" exp (i2%~'%); alors a® = 2i.
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Done en versu du théordme 7 la suite # = {a"} est limitable par la
méthode By,. Nous démontrerons qu’elle n’est pas limitable par la méthode
Bj.1; €t par conséquent, en vertu de la remarque 13, qu’elle n’est limitable
par aucune méthode B, ol p > k.

s

Remarquons & cet effet que

tn2k+ 1 a

=y o k4l —t SR
1) Bl =2 Y] o

kp1 il gk‘i}{] — -t g2k 1oy ‘ -
_ 2% te [1_*.. ;:_{ P(f?i"rl)of e~ du] pour k< —1,
et pour k=-—1.
Nous omettons les détails du caleul qui 2 mené a la formule (79).
De la formule (79) il résulte que t]ir:Bk +1(t, ) n’existe pas, done la

suite = {a"} n'est, en effet, pas limitable par la méthode By

On pourrait démontrer, comme dans la démonstration du théoréme 3,
que la suite {(—1)”T(n2’°+1)/]‘(n2’“‘1+1)} est limitable par la méthode
By, et que sa transformée n’existe pourtant pas par rapport 4 la métho-
de B;_;, done, en vertu de la remarque 15, elle n’existe par rapport
4 aucune méthode B, d’indice ¢ < k.
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Begu par lu Réduction le 27. 2. 1956

Sur l'existence d’une solution unique de certains proble-
mes pour un systeme d’équations différentielles hyperbo-
liques du second ordre a deux variables indépendantes

par Z. SzmypT (Krakdéw)

§ 1. Considérons le systéme de n équations différentielles

(e, y) = D, y, w0 u@ L ul u) L )

: i=1,2,...,n)
dont les seconds membres sont continus; nous I’éerirons dans la suite sous
la forme vectorielle
(1.1) Unf, y) = Flx,9, U. U., Uy).

Désignons par D le rectangle défini par les inégalités
(1.2) —ae<Lr<a, —B<y<p ol O<a<oco et

0 < B < oo,

Counsidérons deux courbes continues I et 4 situées dans le rectangle D
et définies respectiverment par les équations
(1.3) ¥y =vy(x) lorsque —a <<@w<a,

(1.4) r==A(y) lorsque —p<y<gB.

DfrinirioN 1. Dang cet article la fonction U(z,y) sera dite régu-
liére dans un domaine si elle est continue et admet des dérivées Uy, U, Uy
continues dans ce domaine.

Soit )

P = (p(”1 [ERF} ])("))7 Q= (q(l)y EERE] !l(n))
et envisageons les problémes suivants R et S.

ProBrimE R. Existe-i-il une solition réguliere U(wm,y) du systéme
(1.1) dans le rectangle D, satisfaisant aux conditions
Udz,y) = Gl», Uz, ¥), UZI (x5 ¥)] lorsque ¥ =y(®)

e —axx<a,
Y
UA),y) = T~ [ Blt, UA(1), 1), U(A(), 8)]dt  lorsque —B<y<p

Yo
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